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  สําหรับแตละ unary operation f บนเซตจํากัด A ซึ่ง A = k  จะมีโซลดลง A⊇ Im f⊇ Im f2⊇ . . . ⊇  
Im fm = Im fm+1 โดยเรียกจํานวนเต็มบวกตัวนอยสุดλ (f ) ที่ทําให (f)f  Im λ = 1(f)f  Im +λ วา pre-period ของ f 
และ pre-period ของ f มีคาจาก 0 ถึง k – 1  ถา λ(f) = k – 1 เมื่อ k≥ 1  เราเรียก f  วา long-tailed (LT)-
operation และถาλ (f ) = k – 2 เมื่อ k≥ 2 เราเรียก f วา (LT1)-operation   ไดมีการจําแนก Unary (LT)- และ 
(LT1)-operations ตลอดจนบรรยาย equivalence relations ทั้งหมดซึ่งไมแปรเปลี่ยนภายใต f  ในโครงการวิจัยนี้ 
เราศึกษา ใหนิยามและจําแนก n-ary operations สําหรับทุกๆ n > 1 ซึ่งเปนทั้ง (LT)- และ (LT1)-operations รวมถึง
บรรยาย invariant equivalence relations ทั้งหมดซึ่งไมแปรเปลี่ยนภายใต f  ผลการศึกษาเหลานี้สามารถประยุกต
กับสาขาวิชาอื่นๆ ที่ดําเนินการศึกษาดวยวิธี iteration และ recursion  นอกจากนี้ยังจําแนก unary operations บน
เซตจํากัดทั้งหมดซึ่งλ (f ) = k – t สําหรับทุกๆ 1 ≤ t ≤ n – 1 และใหรายละเอียดเกี่ยวกับ equivalence relations 
บนเซตจํากัดซึ่งไมแปรเปลี่ยนภายใต unary operations เหลานี้ 

 เราใชสัญลักษณ f : A →−o A  แทน partial unary operation ซึ่งนิยามบน A ถา f  เปน partial unary 
operation เราแทนโดเมนของ f ดวย dom f  และให Im f ={ } f   )( Domaaf ∈  แทนเซตสวนฉายของ f  และถา f 
เปน proper partial operation บน A ที่ไมสมนัยหนึ่งตอหนึ่งบน dom f  แลว A > fdom  ≥ f  Im และมีจํานวน
เต็มบวกตัวนอยสุดλ (f ) ที่ทําให (f)f  Im λ = 1(f)f  Im +λ  ในโครงการวิจัยนี้เราศึกษาเพื่อจําแนก partial unary 
operations ที่มีλ (f ) = k  และλ (f ) = k – 1 และในทั้งสองกรณีเราบรรยาย equivalence relations บน A 
ทั้งหมดซึ่งไมแปรเปล่ียนภายใต f  ผลงานเหลานี้เปนการวางนัยทั่วไปของกรณี total unary operations  
  เราอาจศึกษา algebraic structure ของ Clone ไดหลายแบบ และเพราะเราอาจนิยาม(n+1)-ary 
operation บน On(A) โดย Sn(f,g1,...,gn)(a1,…,an) := f(g1(a1,…,an),...,gn(a1,…,an)) สําหรับทุกๆ n-ary operations 
f, g1,...,gnบน A และ a1,…,an∈A จึงไดนิยาม binary operation + บน On(A) โดย f + g := Sn(f,g1,...,gn) ที่ทําให 
(On(A); +) เปน semigroup สําหรับโครงการวิจัยนี้ แทนที่จะศึกษา clone บนเซตจํากัดใดๆ ซ่ึงเปนโครงสรางที่
ซับซอนและยุงยาก เราศึกษา semigroups ของ n-ary operations ซ่ึงเปน subsemigroups ของ (On(A); +) และ
ศึกษาสมบัติของ semigroup เหลานี้แทน ตลอดจนศึกษา Green’s relations และจําแนก constant 
subsemigroups, rectangular bands และ normal bands ใน (On(A); +)  
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ABSTRACT 
 

Research Title   Classification of finite algebras by unary non-bijective functions 
Researcher  Ass. Prof. Dr. Chawewan Ratanaprasert, Faculty of Science, Silpakorn  

University. E-mail address : ratach@su.ac.th 
Research Grants      The Thailand Research Fund 
Period             July 28, 2005  –  July 28, 2008 
Keywords   unary operation,  pre-period,  partial operation, n-ary operation, invariant  

equivalence relation, clone, semigroup, band 
 

 Iterating a unary operation f defined on a finite set A with A = k, one obtains the descending 
chain A⊇ Im f⊇ Im f2⊇ . . . ⊇ Im fm = Im fm+1. The least integer λ (f ) with (f)f  Im λ = 1(f)f  Im +λ is 
called the pre-period of f . The pre-period of f is an integer between 0 and k – 1. If λ (f ) = k – 1 and 
k≥ 1, then f is called a long-tailed (LT)-operation and if λ (f ) = k – 2 for k≥ 2,  f is said to be an (LT1)-
operation. Unary (LT)- and (LT1) - operations and their invariant equivalence relations have been 
characterized. In the project, we consider the iteration of n-ary operations for n > 1, define and 
characterize (LT)- and (LT1) - operations and their invariant equivalence relations. The results can be 
applied in all fields where iteration and recursion plays a role. 

 We denote a partial unary operation f defined on A by f : A →−o A and denote the domain of f 
by dom f and also let Im f ={ } f   )( Domaaf ∈ be the image of f. If f : A →−o A is a proper partial 
operation on A which is not bijective on its domain, then A > fdom  ≥ f  Im and there is a least 
integerλ (f) with (f)f  Im λ = 1(f)f  Im +λ . In the project, we characterize partial unary operations withλ (f ) 
= k andλ (f ) = k – 1. In both cases, we describe the equivalence relations on A which are invariant with 
respect to such partial unary operations. This generalizes similar results for total unary operations. 
 There are several ways to regard a clone as an algebraic structure. If f, g1,...,gnare n-ary 
operations defined on A, by Sn(f,g1,...,gn)(a1,…,an) := f(g1(a1,…,an),...,gn(a1,…,an)) for all a1,…,an∈A an 
(n+1)-ary operation on the set On(A) of all n-ary operations can be defined; and one can derive a binary 
operation + defined by  f+g := Sn(f,g1,...,gn) and obtains a semigroup (On(A); +). The collection of all 
clones of operations on a finite set forms a complete lattice. This lattice is well-described if A  = 2. If 
A  > 2 , this lattice is uncountably infinite and very complex. In the project, instead of clones we study 

semigroups of n-ary operations, i.e. subsemigroups of the semigroup (On(A); +) and their properties. We 
consider Green’s relations for the semigroup (On(A); +), characterize all constant subsemigroups of 
(On(A); +), all semilattices, rectangular bands and normal bands contained in (On(A); +).  
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Executive  Summary 
 

ชื่อโครงการวจิัย (ภาษาไทย) การจําแนกพีชคณิตจํากัดดวยฟงกชันที่ไมสมนัยหนึ่งตอหนึ่ง    
(ภาษาอังกฤษ) Classification of finite algebras by unary non-bijective functions 

ชื่อหัวหนาโครงการวิจยั รองศาสตราจารย ดร. ฉวีวรรณ  รัตนประเสริฐ     
คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยศิลปากร 

แหลงทุนอุดหนุน       สํานักงานกองทุนสนับสนุนการวิจัย  
ระยะเวลา              28  กรกฎาคม  2548  -  28  กรกฎาคม  2551 
 
วัตถุประสงค  

1. จําแนก partial unary operations f บนเซตจํากัด A ที่มี period λ(f) = n และ λ(f) = n–1 เมื่อ n = A
และใหรายละเอียดเกี่ยวกับ equivalence relations บน A ซึ่งไมแปรเปลี่ยนภายใต f   

2. จําแนก unary functions f บนเซตจํากัด A ที่มี pre-period λ(f) = n – t สําหรับทุกๆ t ซึ่ง 1 ≤ t ≤ n–1 
เมื่อ n = A  และใหรายละเอียดเกี่ยวกับ equivalence relations บน A ซึ่งไมแปรเปลี่ยนภายใต  f   

3. จําแนก n-ary functions บนเซตจํากัด A ที่มี period λ(f) = k – t สําหรับทุกๆ t  ซึ่ง 1 ≤ t ≤ k–1 เมื่อ       
k = A  และใหรายละเอียดเกี่ยวกับ equivalence relations บน A ซึ่งไมแปรเปลี่ยนภายใต f และประยุกต
กับปญหา functional completeness problem ของ multiple-valued logic 

4. ศึกษาสมบัติของ semigroups ของ n-ary operations ซึ่งเปน subsemigroups ของ semigroup  
(On(A); +) ศึกษา Green’s relations สําหรับ (On(A); +) และจําแนก constant subsemigroups ทั้งหมด
ของ (On(A); +) จําแนก rectangular bands และ normal bands ใน (On(A); +) 

 
ความสาํคัญของปญหาและผลงานวจิยั 

 ถา A เปน finite set ซึ่งขนาดของ A คือ n := A ≥ 2 เราแทนเซตของ unary operations ทั้งหมดที่นิยาม
บน A ดวยสัญลักษณ HA และแทนเซตของ permutations ทั้งหมดที่นิยามบน A ดวยสัญลักษณ SA และถา f∈HA 
จะให Im f := {f(a)|a∈A} แทน image ของ f และให λ(f) แทนจํานวนเต็มไมเปนลบที่นอยสุด m ที่ทําให Im fm = 
Im fm+1และเรียกจํานวน λ(f) วา the pre-period ของ f   Denecke, Poschel และ Wismath ไดจําแนกสมาชิกใน
เซตโดยใช λ(f) ดวยการพิสูจนวา λ(f) = n–1 ก็ตอเมื่อ มีสมาชิก d∈A ซึ่ง A = {d, f(d), f(d)2, . . . , fn-1(d)} 
นอกจากนี้ยังพบวา mono-unary hyperidentities ϕn-2(x) ≈ ϕn-2+κ(n)(x) มีความสําคัญตอการ separate maximal 
clones จาก the clone OA 

 ถา A  เปน algebra แลวเปนที่ทราบกันดีวา the congruence lattice ConA  of A  จะ uniquely 
determined โดย unary polynomial operations ของ A  และถา A  = n และทุกๆ unary polynomial operation 
f ของ A  ซึ่ง fIm = A  หรือ fIm  = 1 แลว A  เปน permutation algebra ซึ่งเปน algebras อีกชนิดหนึ่งที่มี
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ความสําคัญใน Tame Congruence Theory แตถา f : A→A ไมใช permutation แลว A > fIm  และจะมี
จํานวนเต็มบวกนอยสุด λ(f) ซึ่ง Imfλ(f) = Imfλ(f)+1. 

ในโครงการวิจัย MCI ของผูวิจัยภายใตการสนับสนุนของ the Thailand Research Fund (TRF) ไดศึกษา 
unary operations ซึ่ง λ(f) = n–1 และ λ(f) = n–2 เมื่อ n ≥ 3 และไดจําแนก equivalence relations บน A 
ทั้งหมดซึ่งไมแปรเปลี่ยนภายใต unary operations f ดังกลาวและไดแสดงการประยุกตโดยพิสูจนวา “แตละ finite 
group ซึ่งมี unary polynomial operation ที่มีสมบัติดังกลาวเปน simple group หรือมีเฉพาะ normal subgroup ที่
มี index 2” ยิ่งไปกวานั้นยังสามารถจําแนกสมาชิกของ A เชนเดียวกับกรณี λ(f) = n–1 ผลงานวิจัยเหลานี้ไดลง
ตีพิมพในวารสารนานาชาติชื่อ “Discrete Mathematics” ซึ่งอยูในฐานขอมูล ISI ผลงานดังกลาวทําใหผูวิจัยเชื่อม่ัน
วา pre-periods ของ unary functions บนเซตจํากัดจะเปนเครื่องมืออยางหนึ่งสําหรับการจําแนก finite algebras 

ในโครงการวิจัยนี้ เราขยายการศึกษาไปสูกรณีทั่วไป โดยการจําแนก unary functions บนเซตจํากัดที่มี 
pre-period λ(f) = n – t สําหรับทุกๆ 1 ≤ t ≤ n – 1 และใหรายละเอียดเกี่ยวกับ equivalence relations บนเซต
จํากัดนั้นๆ ซึ่งไมแปรเปลี่ยนภายใตแตละ unary operations f  และในการศึกษาหาเครื่องมือเพื่อการพิสูจนดังกลาว 
งานวิจัยไดขยายวงกวางออกไป สําหรับทุกๆ n-ary operations และ partial operations ดวย ผลงานวิจัยเหลานี้จะ
เปนเครื่องมือชวยศึกษา congruence lattice ConA  ของ finite algebra A  ใดๆ ตอไป และผูวิจัยไดรวบรวม
ผลงานเหลานี้เขียนเปนบทความทางวิชาการจํานวน 3 บทความไดแก 

1.  Partial Unary Operations with Long Pre-periods ซึ่งไดลงตีพิมพแลวในวารสารระดับนานาชาติชื่อ  
Journal of Applied Algebra and Discrete Structures ใน  Vol. 5, No. 3 หนา 133-145 

 2.   N-ary Operations with Long Pre-periods ผูวิจัย submit ไปยัง Journal of Multiple-Valued Logic  
ซึ่งเปนวารสารระดับนานาชาติในฐานขอมูล ISI และไดรับ accepted แลว 

3. Iteration of Total and Partial Unary Operations ผูวิจัย submit ไปยังวารสารระดับนานาชาติใน 
ฐานขอมูล ISI ชื่อ  Algebra Colloqium  
 

ผูรวมวิจัยไดปรึกษาและตั้งขอสังเกตวาเซตของ unary operations ทั้งหมดบนเซต A ที่ไมใชเซตวางเซต
หนึ่งกับ composition ของฟงกชันเปน semigroup ที่มีเอกลักษณหรือก็คือ monoid ของ full transformation 
semigroup จึงไดรวมกันนิยาม binary operation + บนเซต On(A) ของ n-ary operations และศึกษาสมบัติของ 
semigroup เหลานี้แทน เชนเรามองหา idempotent และ regular elements ทั้งหมดของ (On(A); +) เราศึกษา 
Green’s relations สําหรับ semigroup (On(A); +) และจําแนก constant subsemigroups ทั้งหมดของ (On(A); +) 
จําแนก semilattices ทั้งหมด  จําแนก rectangular bands และ normal bands ใน (On(A); +) และรวบรวมผลงาน
ทั้งหมดเขียนเปนบทความทางวิชาการชื่อ  Semigroup Properties of N-ary Operations on Finite Sets ซึ่งขณะนี้
ไดรับการยอมรับและลงตีพิมพแลวในวารสาร  Asian-European Journal of Mathematics โดยจะปรากฎใน  Vol.1, 
No.1 หนา  27- 44 
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1.   บทนํา        

ให A เปนเซตที่ไมใชเซตวางและ n เปนจํานวนเต็มบวก สัญลักษณ An หมายถึงผลคูณคารที
เซียน  A× . . .×A (ทั้งหมด n คร้ัง)   การดําเนินการ n ตําแหนง(n-ary operation) บน A คือฟงกชัน
จาก An ไปยัง A นั่นคือ f เปนการดําเนินการ n ตําแหนงบน A ก็ตอเมื่อ f : An→ A ตัวอยางเชน การ
ฉาย(projection) ei บน A คือฟงกชันจาก An  ไปยัง A ซึ่งกําหนดสําหรับแตละ  i = 1,2, . . . , n และ
แตละสมาชิก (x1,. . . ,xn)∈An  โดย  ei(x1, . . . , xn)  =  xi   

ถา n และ k เปนจํานวนเต็มบวกและ g เปนการดําเนินการ n ตําแหนงและ f1, f2, ... , fn เปน
การดําเนินการ k ตําแหนงบนเซต A แลว superpositions ของ g และ f1, f2, . . . , fn คือ g(f1, . . . ,fn) 
ซึ่งกําหนดคาสําหรับแตละสมาชิก (x1, . . . , xk)∈Ak โดย  

g(f1, f2, . . . , fn)(x1, . . . , xk)  =  g(f1(x1, . . . , xk), . . . , fn(x1, . . . , xk)) 
ขอใหสังเกตวาถา f และ g ตางเปนฟงกชัน 1 ตําแหนงจาก A ไปยัง A แลว superposition ของ f  และ 
g ก็คือฟงกชันผลประกอบ(composition) fo g  ที่รูจักกันเปนอยางดีนั่นเอง 

เราใชสัญลักษณ n
AO แทนเซตของการดําเนินการ n ตําแหนงบน A ทั้งหมดและใชสัญลักษณ 

OA := n
An
O∞

=
∪
1

แทนเซตของการดําเนินการทั้งหมดบน A และเรานิยมใชสัญลักษณ JA แทนเซตของการ
ฉายทั้งหมดบน A  

ถา C เปนสับเซตของ OA ซึ่งมีสมบัติปดภายใต superpositions ของ operations และ    JA 
⊆C  จะเรียก C วา clone หรือ clone of functions บน A หรือ subclone ของ OA เซต L(OA) ของ 
subclones ทั้งหมดของ OA ภายใตความสัมพันธ “สับเซต ⊆” เปน complete lattice ที่มีสมาชิกตัว
มากสุดคือ OA และสมาชิกตัวนอยสุดคือ JA  ยิ่งไปกวานั้นถา H⊆OA เราจะเรียก clone ที่เล็กสุด 
<H> ซึ่งมี H เปนสับเซตวา clone กอกําเนิดโดย H และถา H เปนเซตจํากัดแลว <H> จะเปน clone 
ชนิดกอกําเนิดแบบจํากัด(finitely generated) 

เรียกโครงสราง A  = (A; FA) ที่ประกอบดวยเซต A ที่ไมใชเซตวางและเซต FA ของ 
operations บน A วา universal algebra หรือเรียกสั้นๆ วา algebra โดยเรียกเซต A ของ algebra A  
วา universe หรือ carrier set และเรียกแตละสมาชิกของเซต FA วา fundamental operation เรา
กลาววา algebra A  เปน finite algebra ถา carrier set A ของ A  เปนเซตจํากัดและแตละ 
fundamental operation f ของ A  มีจํานวนเต็มบวก n ที่ทําให f เปนการดําเนินการ n ตําแหนง 

ตัวอยางของ algebras เชน groups, rings, fields หรือ vector spaces เปนตน ปจจุบัน
ทฤษฎีบทมากมายใน group theory มีความสําคัญในการประยุกตกับวิทยาศาสตรกายภาพ และ  
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ต้ังแตอดีตนับเวลาไดเปนศตวรรษที่นักคณิตศาสตรไดทํางานวิจัยเพื่อหาทางจําแนก finite groups 
ทั้งหมด แตจน ณ ปจจุบัน เราไดเห็นการจําแนกเพียงบางสวนของ finite groups เทานั้นและยังคงมี
ความพยายามกันตอๆ ไป ทั้งนี้เพื่อพัฒนามโนคติใหทันตอการประยุกต  

สําหรับ finite algebras โดยทั่วไปก็มีความสําคัญตอหลายๆ แขนงวิชาที่ศึกษาโดยใช 
finiteness เปนตัวสานตอเร่ืองราวในเนื้อหานั้นๆ เชน computer science เปนตน และการศึกษา 
finite algebras ที่สําคัญอยางหนึ่งซึ่งเปนที่สนใจกันอยางกวางขวางก็ยังคงเปนการจําแนก finite 
algebras และศึกษา algebraic properties ของแตละกลุม finite algebras ในป 1980 R. 
McKenzie และ D. Hobby ไดพัฒนาทฤษฎีใหมข้ึนเรียกวา “Tame Congruence Theory” ซึ่งเปน
ทฤษฎีซึ่งศึกษาทฤษฎีโครงสรางดวยการใชส่ิงที่เรียกวา minimal algebra เปนเครื่องมือ และในป 
1988 K. Denecke ไดใหการจําแนก minimal algebras ทั้งหมดดวยสมบัติของ congruence 
lattices ของ algebras ทั้งหมดใน variety ที่กอกําเนิดโดย minimal algebras นักคณิตศาสตรทาน
อ่ืนๆ ไดพยายามหากลุม algebras อ่ืนๆ เพื่อศึกษาใหไดการจําแนกใหมากที่สุด   

นักคณิตศาสตรกลุมหนึ่งไดศึกษาเกี่ยวกับ clones ทั้งนี้เพราะแตละ algebra A  =  (A; FA) 
จะมี clone <FA> บน A ซึ่งกอกําเนิดโดย FA ที่เรียกวา term clone operations และโดยกลับกันแต
ละ clone of functions C⊆OAบนเซต A จะมี algebra ซึ่ง term clone operations คือ C นอกจากนี้
เรายังอาจพิจารณาแตละ clone เปน algebra ที่เรียกวา heterogeneous algebra ซึ่งเปน algebra 
ที่มี carrier set คือ C และ fundamental operations คือ n

mS (ดูนิยามใน [3]) สําหรับทุกๆ m, n ≥ 1 
โดยมีแตละสมาชิกของ JA เปน nullary operations หรือกลาวงายๆ วา n

mS เปน superposition ของ 
∗, ζ, τ, ∆ และ 2

1e  เมื่อ clone เปน algebra จึงมีความหมายที่จะกลาวถึง identities สําหรับ clones 
เพื่อส่ือถึง algebras ที่เกี่ยวของ  อยางไรก็ตามทุกๆ clone identity อาจเขียนไดในรูป hyperidentity 
และโดยกลับกัน ในป 1988 K. Denecke และ R. Poschel ไดใหเกณฑสําหรับ finite algebras ที่มี
ขนาดเปน prime power และมีเพียงหนึ่ง fundamental operation (ซึ่งเรียกวา Sheffer function) ที่
จะเปน primal algebra โดยใช unary hyperidentities และไดจําแนก primal algebras โดยใช 
hyperidentities  

ให A เปน finite set ซึ่งขนาดของ A คือ n := A ≥ 2 เราแทนเซตของ unary operations 
ทั้งหมดที่นิยามบน  A ดวยสัญลักษณ HA และแทนเซตของ permutations ทั้งหมดที่นิยามบน  A 
ดวยสัญลักษณ SA และถา f∈HA จะให Im f := {f(a)|a∈A} แทน image ของ f และให λ(f) แทน
จํานวนเต็มไมเปนลบที่นอยสุด m ที่ทําให Im fm = Im fm+1และเรียกจํานวน λ(f) วา the pre-period 
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ของ f  Denecke, Poschel และ Wismath ไดจําแนกสมาชิกในเซตโดยใช λ(f) ดวยการพิสูจนวา λ(f) 
= n–1 ก็ตอเมื่อ มีสมาชิก  d∈A ซึ่ง A = {d, f(d), f(d)2, . . . , fn-1(d)} นอกจากนี้ยังพบวา mono-
unary hyperidentities ϕn-2(x) ≈ ϕn-2+κ(n)(x) มีความสําคัญตอการ separate maximal clones จาก 
the clone OA 

 ถา A  เปน algebra แลวเปนที่ทราบกันดีวา the congruence lattice ConA  of A  จะ 
uniquely determined โดย unary polynomial operations ของ A  และถา A  = n และทุกๆ unary 
polynomial operation f ของ A  ซึ่ง fIm = A  หรือ fIm  = 1 แลว A  เปน permutation algebra 
ซึ่งเปน algebras อีกชนิดหนึ่งที่มีความสําคัญใน Tame Congruence Theory ที่กลาวถึงขางตน แต
ถา f : A→A ไมใช permutation แลว A > fIm  และจะมีจํานวนเต็มบวกนอยสุด λ(f) ซึ่ง Imfλ(f) = 
Imfλ(f)+1. 

เราเรียก finite algebra A  = (A; ( Aif )) วา order-primal algebra ถา clone ของ term 
functions ทั้งหมดของ A  คือเซตของ operations บน A ทั้งหมดซึ่ง preserve order ≤ ที่นิยามบน A  
ในโครงการวิจัย MCI ของผูวิจัยภายใตการสนับสนุนของ Thailand Research Fund(TRF) ไดพบ 
mono-unary hyperidentity และ binary hyperidentity สําหรับ order-primal algebras และได
จําแนก order-primal algebras ซึ่งสอดคลอง hyperidentities เหลานี้และผลงานดังกลาวนี้แสดงวา
เราสามารถจําแนก finite algebra ไดกลุมหนึ่งแลวดวย hyperidentities นอกจากนี้ในโครงการ
ดังกลาว ผูวิจัยยังไดศึกษา unary operations ซึ่ง λ(f) = n–1 และ λ(f) = n–2 เมื่อ n≥3 และได
จําแนก equivalence relations บน A ทั้งหมดซึ่งไมแปรเปลี่ยนภายใต unary operations f ดังกลาว
และไดแสดงการประยุกตโดยพิสูจนวา “แตละ finite group ซึ่งมี unary polynomial operation ที่มี
สมบัติดังกลาวเปน simple group หรือมีเฉพาะ normal subgroup ที่มี index 2” ยิ่งไปกวานั้นยัง
สามารถจําแนกสมาชิกของ A เชนเดียวกับกรณี λ(f) = n–1 ผลงานวิจัยเหลานี้ทําใหผูวิจัยเชื่อมั่นวา 
pre-periods ของ unary functions บนเซตจํากัดจะเปนเครื่องมืออยางหนึ่งสําหรับการจําแนก finite 
algebras 

ในโครงการวิจัยนี้ เราขยายการศึกษาไปสูกรณีทั่วไป โดยการจําแนก unary functions บน
เซตจํากัดที่มี pre-period λ(f) = n – t สําหรับทุกๆ 1 ≤ t ≤ n – 1 และใหรายละเอียดเกี่ยวกับ 
equivalence relations บนเซตจํากัดนั้นๆ ซึ่งไมแปรเปลี่ยนภายใตแตละ unary operations f  และใน
การศึกษาหาเครื่องมือเพื่อการพิสูจนดังกลาว งานวิจัยไดขยายวงกวางออกไป สําหรับทุกๆ n-ary 
operations และ partial operations ดวย ผลงานวิจัยเหลานี้จะเปนเครื่องมือชวยศึกษา congruence 
lattice ConA  ของ finite algebra A  ใดๆ ตอไป  
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 โครงการวิจัยนี้ไดผลงานวิจัยซึ่งบรรลุผลดังตอไปนี้ 

1. จําแนก partial unary operations f บนเซตจํากัด A ที่มี period λ(f) = n และ λ(f) = n–1 
และใหรายละเอียดเกี่ยวกับ equivalence relations บน A ซึ่งไมแปรเปลี่ยนภายใต f   

2. จําแนก unary functions f บนเซตจํากัด A ที่มี pre-period λ(f) = n – t สําหรับทุกๆ t ซึ่ง  
1 ≤ t ≤ n–1 และใหรายละเอียดเกี่ยวกับ equivalence relations บน A ซึ่งไมแปรเปลี่ยน
ภายใต f   

3. จําแนก n-ary functions บนเซตจํากัด A ที่มี period λ(f) = n – t สําหรับทุกๆ t  ซึ่ง  
1 ≤ t ≤ n–1 และใหรายละเอียดเกี่ยวกับ equivalence relations บน A ซึ่งไมแปรเปลี่ยน
ภายใต f  และประยุกตกับปญหา functional completeness problem ของ multiple-
valued logic 

4. ศึกษาสมบัติของ semigroups ของ n-ary operations ซึ่งเปน subsemigroups ของ 
semigroup (On(A); +) ศึกษา Green’s relations สําหรับ (On(A); +) และจําแนก constant 
subsemigroups ทั้งหมดของ (On(A); +) จําแนก rectangular bands และ normal bands 
ใน (On(A); +) 

 
 
2.   Partial Unary Operations with Long Pre-periods 

เพราะวาเปาหมายหลักของโครงการวิจัยคือการไดการจําแนก unary functions f บนเซต 
จํากัด A ที่มี pre-period λ(f) = n – t สําหรับทุกๆ t ซึ่ง 1 ≤ t ≤ n–1 เมื่อ n = A  และใหรายละเอียด
เกี่ยวกับ equivalence relations บน A ซึ่งไมแปรเปลี่ยนภายใต f  และจากการศึกษาอยางละเอียด
ของผลงานในบทความ “Unary Operations with Long Pre-periods” ซึ่งเปนบทความหนึ่งของผูวิจัย
ในโครงการ MCI ภายใตการสนับสนุนของสนักงานกองทุนสนับสนุนการวิจัย(สกว.) และไดลงตีพิมพ
ในวารสาร Discrete Mathematics แลวและปรากฏวาเราจะสามารถขยายผลงานสูกรณีทั่วไปดังวัตถุ 
ประสงคได ถาเราศึกษาและไดผลในทํานองเดียวกันนี้สําหรับกรณีของ partial operations ผูวิจัยจึง
ไดศึกษาสมบัติของ partial operations และไดขยายงานวิจัยสําหรับกรณีนี้เปนผลสําเร็จ นั่นคือได
จําแนก partial unary operations f บนเซตจํากัด A ที่มี period λ(f) = n และ λ(f) = n–1 และให
รายละเอียดเกี่ยวกับ equivalence relations บน A ซึ่งไมแปรเปลี่ยนภายใต f  ผูวิจัยไดรวบรวม
ผลงานทั้งหมดเขียนเปนบทความทางวิชาการโดยใหชื่อวา “Partial Unary Operations with Long 
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Pre-periods” และขณะนี้บทความนี้ไดลงตีพิมพแลวในวารสาร “Applied Algebra and Discrete 
Structure” ดังไดแสดงสําเนาของ reprint ของบทความดังดังกลาวในภาคผนวก (ก) 
 
3.  N-ary Operations with Long Pre-periods  

กรณี n-ary เปนที่สนใจในวงวิชาการทั้งนี้เพราะ fundamental operations ของ finite  
algebras ใดๆ เปน finitary operations ผูวิจัยจึงไดรับคําแนะนําจากผูเชี่ยวชาญใหลองหา 
characterization สําหรับกรณี n-ary operations เพื่อจะไดชวยการศึกษา the congruence lattice 
Con A  ของ finite algebra A  ใดๆ ตอไป  ผูวิจัยจึงขยายงานดังกลาวจากกรณี unary operations 
และ partial operations ไปสูกรณี n-ary operations เมื่อ n เปนจํานวนเต็มบวกใดๆ โดยสามารถ
จําแนก n-ary functions บนเซตจํากัด A ที่มี long period และใหรายละเอียดเกี่ยวกับ equivalence 
relations บน A ซึ่งไมแปรเปลี่ยนภายใต f ทั้งหมด นอกจากนี้ผลงานวิจัยในกรณีนี้ยังสามารถ
ประยุกตกับทุกๆ สาขาวิชาที่ศึกษาโดยใช iteration และ recursion ทําหนาที่หลักในการดําเนิน
เร่ืองราวอีกดวย โดยเฉพาะการประยุกตกับปญหา functional completeness problem ของ 
multiple-valued logic ผูวิจัยจึงรวบรวมผลงานกรณี n-ary operations ทั้งหมดเขียนเปน 
manuscript ของบทความทางวิชาการโดยใหชื่อวา “N-ary Operations with Long Pre-periods” 
และนําไป submit เพื่อลงตีพิมพในวารสารระดับนานาชาติคือ “Journal of Multiple-Valued Logic” 
ซึ่งเปนวารสารที่มีคา impact factor ตามฐานขอมูล ISI และไดรับการตอบรับแลว และผูวิจัยไดแนบ
สําเนาของ manuscript ของบทความดังกลาว ดังแสดงในภาคผนวก (ข) 

ผูวิจัยไดรับมอบหมายจากภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยศิลปากร 
ใหเปนประธานคณะกรรมการจัดการประชุม Annual Meeting in Mathematics on “National 
Conference on Algebra and Applications, 5th Conference for Young Algebraists in Thailand” 
ในชวง 15 – 17 มีนาคม 2549 ดังแจงในรายงานประจําปและผูวิจัยไดใหบรรยายผลงานวิจัยตอที่
ประชุม 
 นอกจากนี้ ผูวิจัยไดรวบรวมผลงานวิจัยของทั้งสองบทความคือ “Partial Unary Operations 
with Long Pre-periods” และ “N-ary Operations with Long Pre-periods” เสนอเปนผลงานวิจัย
แบบ Poster ในการประชุมประจําป “นักวิจัยรุนใหม ... พบ ... เมธีวิจัยอาวุโส สกว.” คร้ังที่ 3 ระหวาง 
12–14 ตุลาคม 2549 ที่ผานมา 
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4.  Iteration of Total and Partial Unary Operations  

ผูวิจัยไดศึกษาการจําแนกฟงกชันที่ไมสมนัยหนึ่งตอหนึ่งซึ่งนิยามบนเซตจํากัดที่มี pre-
period (A characterization of unary functions defined on a finite set with pre-period) λ(f) = n 
– t  สําหรับ 1 ≤ t ≤ n – 1 โดยประยุกตผลงานของบทความ “Unary Operations with Long Pre-
periods” ดังกลาวในหัวขอบทนําโดยใชผลงานของบทความดังแสดงในหัวขอ 2 และหัวขอ 3 เปน
เครื่องมือ ทําใหไดการจําแนกที่สําคัญซึ่งพอจะสรุปโดยสังเขปเปนทฤษฎีบทดังตอไปนี้ 
 
Theorem 1 : Let A be a finite set with A  = n ≥  3 and let f : A→A be a unary operation 
with pre-period λ(f) = n – t  for all 1 < t < n – 1. Then 

(i) there is the largest subset C of A such that the restriction of f to C is a 
permutation, 

(ii) there is a nonempty subset D with empty - intersection to Imf such that 
A – C  =  

Dv∈
∪  { })v(f , . . . f(v), ,v vm  where )v(f 1mv + ∈C and  

)v(f , . . . f(v), ,v vm ≤ n – t  for all  v ∈D 
      (iii)       there is an element u∈D such that mu+ 1 = n – t . 
 
Theorem 2 : Let A be a finite set with A  = n ≥  3 and let f : A→A be a unary operation 
satisfying (i) – (iii) of Theorem 1. Then there are φ ≠ C = )f(fIm λ and φ ≠ D ⊆ A – Imf 
such that  
 A =  

Dv∈
∪ { })v(f , . . . ),v(f , . . . f(v), ,v vv pm  ∪

Cc∈
∪ { })c(f , . . . f(c), ,c cq  

where 
(a) 0 ≤ mv ≤ n – t – 1 and )v(f 1p v +  = )v(f 1m v +  for all  v ∈D, 
(b) there is a u ∈D  such that mu+ 1 = n – t, and 
(c) )c(f cq  = c for all  c ∈C. 
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Theorem 3 : Let A be a finite set with A  = n ≥  3 and let f : A→A be a unary operation. 
If there are φ ≠ C = )f(fIm λ and φ ≠ D ⊆A – Imf such that  

A =  
Dv∈
∪ { })v(f , . . . ),v(f , . . . f(v), ,v vv pm  ∪

Cc∈
∪ { })c(f , . . . f(c), ,c cq  

where Conditions (a), (b) and (c) in Theorem 2 are satisfied, then λ(f) = n – t. 
 

นอกจากนี้ยังใหรายละเอียดของ equivalence relations บนเซตจํากัด A ซ่ึง invariant 
ภายใต unary operations ที่มี pre-period λ(f) = n – t  สําหรับ 1 ≤ t ≤ n – 1 เมื่อ n = A  ผูวิจัย
จึงไดรวบรวมผลงานทั้งหมดเขียนเปนบทความทางวิชาการโดยใหช่ือวา “Iteration of Total and 
Partial Unary Operations” และนําไป submit เพื่อลงตีพิมพในวารสารระดับนานาชาติคือ “Algebra 
Colloqium” ซ่ึงเปนวารสารที่มีคา impact factor ตามฐานขอมูล ISI และผูวิจัยไดแนบสําเนาของ 
manuscript ของบทความดังกลาว ดังแสดงในภาคผนวก (ค) 

ผูวิจัยไดรับมอบหมายจากภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยศิลปากร 
ใหเปนคณะกรรมการชุดทํางานเพื่อจัดการประชุม “National Workshop and Conference on 
Mathematics” ในโอกาสครบรอบ 35 ปคณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยศิลปากร และผูวิจัยเปน
ประธานในสวนงาน Conference ของ Algebra ในชวง 1–5 ตุลาคม 2550 ดังแจงในรายงานประจําป
แลวและผูวิจัยไดเสนอผลงานวิจัยดังกลาวในที่ประชุม  
 
5.  Semigroup Properties of N-ary Operations on Finite Sets 

ผูวิจัยไดรับเชิญจาก Prof. Dr. Klaus Denecke, Institute fur Mathematik, Allgemeine 
Algebra und Diskrete Mathematik, Am Neuen Palais, Potsdam, Germany  
ใหรวมทํางานวิจัยกับทานในสาขา General Algebra and Applications in Theoretical Computer 
Science ในหัวขอ  “Unary algebras and unary operations” ระหวางวันที่ 20 เมษายน – 26 
พฤษภาคม 2550 ในหัวขอ “Unary algebras” ดังแจงในรายงานประจําป  ในการทํางานรวมกันครั้ง
นั้น ผูรวมวิจัยไดรวมปรึกษาหารือและตั้งขอสังเกตกันวา เนื่องจากเซตของ unary operations ทั้งหมด
บนเซต A ที่ไมใชเซตวางเซตหนึ่งกับ composition ของฟงกชันเปน semigroup ที่มีเอกลักษณหรือก็
คือ monoid ที่รูจักกันในชื่อ full transformation semigroup จึงเปนที่นาสนใจที่จะนิยามและศึกษา 
semigroup properties ของ semigroup ของ partial หรือ   n-ary operations ทั้งหมดบนเซต A ดวย
และผูวิจัยไดกลับมาศึกษาเพื่อสานตอความคิดดังกลาว 
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ตอมาในชวง 1 – 21 ตุลาคม 2550 ผูวิจัยในนามภาควิชาคณิตศาสตรและ Prof. Dr. Klaus 

Denecke ไดรับทุนสนับสนุนจาก DAAD ใหเปน host จัด “Workshop for Young Algebraists in 
Thailand” ในหัวขอ Algebraic Aspects of Tree Automata and Tree Languages” ณ ภาควิชา
คณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยศิลปากร เพื่อกระตุนใหเกิดเครือขายการทํางานวิจัย
ดาน Universal Algebras ของบุคลากรที่เปนนักวิชาการในประเทศไทยและเพื่อใหนักศึกษาหันมา
สนใจศึกษาตอในดานนี้มากขึ้น  ในชวงเวลาดังกลาวผูวิจัย Prof. Dr. Denecke และ R. Butkote ซ่ึง
เปนนักศึกษาระดับปริญญาเอกของ Institute fur Mathematik, University of Potsdam, Germany 
ภายใต supervision ของ Prof. Dr. Denecke ไดมีเวลาวิเคราะหปญหาดังกลาวรวมกันอีกคร้ัง จนได
ผลงานที่มีน้ําหนักมากพอ จึงรวมกันเขียน manuscript ของบทความทางวิชาการโดยใหช่ือวา 
“Semigroup Properies of n-ary Operations on Finite Sets” และนําไป submit เพื่อลงตีพิมพใน
วารสารระดับนานาชาติคือ “Journal of Asian-European Mathematics” ซ่ึงขณะนี้บทความดังกลาว
ไดรับลงตีพิมพแลว ดังแสดงสําเนาของ reprint ในภาคผนวก (ง) 
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Outputs ที่ไดจากโครงการ 
 
   ผลงานการวิจัยของโครงการ “การจําแนกพีชคณิตจํากัดดวยฟงกชันที่ไมสมนัยหนึ่งตอหนึ่ง” 
ผูวิจัยสามารถนํามาเขียนเปนบทความทางวิชาเพื่อสงตีพิมพในวารสารระดับนานาชาติจํานวน 2 
บทความและระดับนานาชาติในฐานขอมูล ISI จํานวน 2 บทความ รวม 4 บทความซึ่งเกินเปาหมายที่
ใหไวในขอเสนอโครงการที่ต้ังเปาหมายไวจํานวน 3 บทความ  
 บทความทั้ง 4 บทความไดแก 
 
 1.   C. Ratanaprasert and K. Denecke, Partial Unary Operations with Long Pre-
periods, Journal of Applied Algebra and Discrete Structures, Vol. 5(2007), No. 3, pp. 133-
145. 

 2.   C. Ratanaprasert and K. Denecke, N-ary Operations with Long Pre-periods, 
Journal of Multiple-Valued Logic, accepted (2006). 

3. C. Ratanaprasert and K. Denecke, Iteration of Total and Partial Unary  
Operations , Algebra Colloqium, submitted (2007). 

4. R. Butkote, K. Denecke and C. Ratanaprasert, Semigroup Properties of      
N-ary Operations on Finite Sets, Asian-European Journal of Mathematics, Vol.1, No.1 
(2008), pp. 27- 44. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


