
  

 
 

รายงานวิจัยฉบับสมบูรณ 
 

 

 

 

โครงการ :  
“FIXED POINT THEOREMS IN BANACH SPACES  AND BANACH   

ALGEBRAS” 
 
 
 
 

โดย ศาสตราจารย ดร.สมพงษ ธรรมพงษา 
และคณะ 

 
 
 
 
 
 

14 สิงหาคม 2553 



  

 
รายงานวิจัยฉบับสมบูรณ 

 
 
 
 

โครงการ :  
“FIXED POINT THEOREMS IN BANACH SPACES  AND BANACH   

ALGEBRAS” 
 

 
 

คณะผูวิจัย 
 

1. ศ.ดร. สมพงษ ธรรมพงษา     ภาควิชาคณิตศาสตร มหาวิทยาลัยเชียงใหม 
2. นายวรพงศ ฟูปนวงศ  ภาควิชาคณิตศาสตร มหาวิทยาลัยเชียงใหม 
3. นางสาววารุนันท  อินถากอน ภาควิชาคณิตศาสตร มหาวิทยาลัยเชียงใหม 
4. นางสาวทักษพร    บุตรสาร ภาควิชาคณิตศาสตร มหาวิทยาลัยเชียงใหม 
     
 
 

สนับสนุนโดยสํานักงานกองทุนสนับสนุนการวิจัย 
(ความเห็นในรายงานนี้เปนของผูวิจัย สกว. ไมจําเปนตองเห็นดวยเสมอไป) 

   

 

สัญญาเลขที่ BRG50800016 



  

      ii 
 

ACKNOWLEDGEMENT 
 

จากการสนับสนุนของสํานักงานกองทุนสนับสนุนการวิจัย (สกว) ตองานวิจยัทางคณิตศาสตร 
โดยเฉพาะอยางยิ่งทางคณิตศาสตรบริสุทธิ์ ที่คนสวนใหญจะมองขามเพราะเขาไมถึง ทําใหคณิตศาสตร 
และนักคณิตศาสตรในประเทศไทย กาวหนาไปเคยีงบาเคียงไหลกับคณิตศาสตรและนักคณติศาสตรระดับ
โลก   ที่เหน็ไดชัดคือกลุมวิจัยทางทฤษฎีจุดตรึง เปนกลุมที่โตที่สุดในประเทศไทย และเปนกลุมเดียวที่
สามารถจัดการประชุมวิชาการ(ที่จัดเปนประจําทุกป) และจดัประชุมนานาชาติที่เนนเฉพาะผลงานทาง 
“ทฤษฎีจุดตรึง”   สมาชิกในกลุมทุกรุนไดรับการสนับสนุนจาก สกว จึงทําใหผลิตผลงานอยางตอเนื่องเปน
ที่ประจักษตอชาวโลก พวกเราหลายคนไดรับเปน referee ใหกับหลาย ๆ journal   

สําหรับการสนับสนุนของ สกว ตอโครงการวิจยันี้  ไดสรางนักวจิัยรุนลาสุดใหเติบโตขึ้นอยาง
แข็งแกรงซึ่งหวังวาพวกเขาจะไดรับการสนบัสนุนจาก สกว ตอไป สวนผลงานที่ไดสรางขึ้นสอดคลองกับที่
เสนอในโครงการ และการตพีิมพทําไดใกลเคียงกับที่คาดหวัง และมีบางสวนที่นอกเหนือจากที่นําเสนอ จึง
ขอขอบคุณเปนอยางสูงตอ สกว อีกครั้งหนึ่ง       
 
 

คณะผูวจิัย 
ภาควิชาคณิตศาสตร 
คณะวิทยาศาสตร 

มหาวิทยาลัยเชียงใหม 

 
                                                                                     

 
 
 
 
 
 
 



  

iii 

 
บทคัดยอ 

 
งานวิจยันี้ไดคนพบทฤษฎีจุดตรึงสําหรับการสงเชิงเดี่ยวและการสงหลายคาบนปริภูมิเมตริก และ

ปริภูมิบานาค   ผลงานที่เกี่ยวพันกับเงื่อนไข (DL) และ คุณสมบัติ (D) ถูกนําไปประยกุตกับการสงที่
หลากหลายขึน้   คุณสมบัตจิุดตรึงตาง ๆ สําหรับพีชคณติบานาคไดคนพบภายในรูปแบบนานาชนิด 
ตลอดจนปญหาและขอคาดการที่นาสนใจไดถูกวิเคราะหไวดวยสําหรับผูที่สนใจ  นอกจากนี้ ยังไดนําเสนอ
ทฤษฎีบทการลูเขาทั้งแบบออนและแบบเขมเพื่อหาคําตอบ (จุดตรึง) สําหรับปญหาตาง ๆ    
 
คําหลัก:  จุดตรึง ปริภูมิบานาค พีชคณิตบานาค การลูเขาแบบออน การลูเขาแบบเขม 

 
 
 
 

ABSTRACT 
 

Fixed points theorems for single- and multi-valued mappings are obtained for metric and Banach 
spaces. Results in connection with the (DL)-condition and Property (D) are applied to more mappings. 
Fixed point properties for Banach algebras are obtained under various conditions. We analyze and leave 
some open problems and conjectures for further study to interested people. Moreover, we also derive 
some weak and strong convergence theorems for finding solutions (i.e., fixed points) to various kinds of 
problems.   
 
Keywords: fixed points, Banach spaces, Banach algebras, weak convergence, strong convergence 
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3. Research Field 

FUNCTIONAL ANALYSIS AND TOPOLOGY 

 
4. Problem statement and importance 

The fixed point property (FPP) has been studied since J.Brouwer and S.Banach leading 

to several celebrated theorems such as  Brouwer's Fixed Point Theorem and the principle of 

Banach's Contraction Mapping. The theory of fixed point property is one of the most important 

subject in pure and applied Mathematics. It contributes to a variety of applications in many 

fields of mathematics such as the theory of operators, control theory, approximation theory, and 

theory of equations. Using geometric property to study FPP has been developed since W. A. 

Kirk who proved in 1965 that a Banach space with a normal structure has weakly fixed point 

property . 

The fixed point property is still proven to be the most important research problem in 

Mathematics and is continuing to be of interest to mathematicians worldwide. The study of 

nonexpansive mappings has been substantially motivated by the study of monotone and 

accretive operators, two classes of operators which arise naturally in the theory of differential 

equations. As an example, Kato (1967) has obtained the following basic result : For a Banach  
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space X, a subset D of X, and a map T:D ---->X, then T is accretive if and only if for each x, y D∈  

and   0, ( )x y x y Tx Tyλ λ≥ − ≤ − + − .  Thus a mapping T:D ---- > X is accretive if and 

only if the mapping 
1( )J I Tλ λ −= −  (called the resolvent of T) is nonexpansive on its domain. 

Other examples showing that the notion of nonexpansive mappings and their sets of 

fixed points play a crucial role in optimization theory (see [2, 22, 27, 29, 32, 33, 36, 37, 40]). In 

these studies, some forms of convergence theorems for nonexpansive mappings are 

considered. 

The study of nonexpansive mappings and their fixed points could be extended to 

Banach Algebras. In their papers [27], they investigate when various Banach spaces 

associated to a locally compact group have the fixed point property for nonexpansive 

mappings or normal structure.    

In view of the importance of this subject, the Principal Investigator (PI) and his group 

intend to continue their work on the mathematics itself, rather than on its applications. One part 

of the project then aims at establishing new concepts and results for fixed point theory in 

Banach spaces. Two of the main tools, among others, that the PI plans to employ and develop 

further are “ the Dominguez – Lorenzo condition” proposed by Dhompongsa and others [8], 

and “Property (D)” proposed by Dhompongsa and others [6]. For the second part, the project 

will concentrate on the fixed point property of Banach algebras, especially, C*- algebras. 

 This project will be undertaken for three years in collaboration with the PI’s colleague 

and his students at Chiang Mai University. The PI has created a group of students working on 

Geometric Property, in particular, on the Fixed Point Property in Banach spaces and metric 

spaces. The impact of this project will not only contribute to advance the knowledge of the 

mathematical  society itself, but will also strengthen the research group, especially students as 

its members, in Thailand.  

 
 
5. Objective of Research 

5.1 To investigate the significance the Dominguez – Lorenzo condition and Property  

      (D). (See [8, 6]). 
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5.2 To strengthen the Dominguez – Lorenzo condition and Property (D) so that they can  

      be applied to more mappings, especially, to nonself multivalued mappings.  

5.3 To establish fixed point theorems in Banach algebras (See [26, 25, 17,34]). 
6. Plan of Research 

6.1 Collecting known results concerning the FPP and related concepts in Banach 

     spaces and Banach algebras. 

  6.2 Preparing specific problem for research topics. 

            6.3  Solving problems. 

  6.4  Writing papers. 
      Plan for each 6 month period : 
    - June  1, 2008 – November 30, 2008: Writing a paper on “ On properties that imply the  

               Dominguez – Lorenzo condition”. 

    - December 1, 2008 - May 31, 2009: Writing  papers on “On property (D) and its  

               generalization”. 

    - June  1, 2009 - November 30,  2009: Writing  papers. 

    - December 1, 2009 - May 31, 2009: Writing  papers. 

    - June  1, 2010 - November 30, 2010: Writing a paper on “ Fixed point theorems in  

               Banach spaces and Banach algebras”. 

-  December 1, 2009 - May 31, 2010: Writing a paper on ‘‘Geometric properties in  

   Banach spaces and Banach algebras”. 

  
7. Methodology of Research  
          7.1 Apply the Dominguez – Lorenzo condition to new spaces.   

          7.2 Apply Property (D) to new spaces and to new mappings. 

          7.3 Apply a new tool, namely, the nonstandard analysis technique to the fixed point  

               property  in Banach spaces. 

          7.4 Modify standard methods or invent new ones in proving the existence of fixed points.  

          7.5 Study geometric properties of some Banach algebras. 
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8. Expected output 

The PI expects to publish papers in strong international journals chosen from:  

1  Tentative Titles: On properties that imply the Dominguez – Lorenzo condition. 

   J. Math. Anal. Appl.  (IF 1.225) 

 

2  Tentative Titles: On Property (D) and its generalization. 

                       J. Math. Anal. Appl.  (IF 1.225) 

                     

          3. Tentative Title: Fixed point property in (some) C*-algebras . 

  J. Functional Analysis (IF 0.879) 
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