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งานวิจัยน้ีมีจุดประสงคในการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรขึ้นมาเพื่อใชในการคํานวณ
การไหลและการถายเทความรอนในโดเมนที่มีลักษณะซับซอน สําหรับหัวขอวิจัยทางดาน
พลศาสตรของไหลในระดับสูง ซ่ึงระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชในที่น้ี คือ ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
โดยกระทําการคํานวณบนพิกัดกระชับขอบเขตดวยกริดแบบเย้ืองกัน โดยใชตัวประกอบ
ความเร็วแบบคารทีเซียนเปนตัวแปรตาม ซ่ึงในการประมาณคาของพจนการพาบนผิวของ
ปริมาตรควบคุมน้ัน สามารถเลือกใชขั้นตอนเชิงตัวเลขไดหลายวิธี ทั้งแบบ first order และ 
second order เชน hybrid, power-law, QUICK หรือ SOU เปนตน สําหรับการแกไขความเร็ว
และความดันที่คํานวณไดใหมีคาสอดคลองกับสมการความตอเน่ือง ใชขั้นตอนวิธี SIMPLE และ
แบบจําลองที่เลือกใชในกรณีของการไหลแบบปนปวน คือแบบจําลอง standard k-ε, k-ω และ  
k-ε-γ 

เพ่ือตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นมา ไดมีการตรวจสอบผลการ
คํานวณของโปรแกรมอยางเปนขั้นตอน กับปญหาการนําความรอน การไหลแบบราบเรียบและ

แบบปนปวนงายๆหลายกรณี เชน การนําความรอนในแผนรูปทรงตางๆ การไหลผาน gradual–

expansion channel  การไหลผานทรงกระบอกกลมที่มีความรอน และการไหลผาน inclined 
backward facing step เปนตน ซ่ึงการตรวจสอบจะทําโดยเปรียบเทียบผลการคํานวณกับผล
เฉลยแมนตรง ผลการทดลอง หรือผลการคํานวณที่ไดมีผูทํามาแลว  

จากผลการตรวจสอบ พบวาการคํานวณที่ไดมีความสอดคลองกันดีกับผลเฉลยแมนตรง
หรือผลการทดลองที่นํามาเปรียบเทียบ ซ่ึงแสดงใหเห็นวาโปรแกรมคอมพิวเตอรน้ีมีความถูกตอง
อยูในระดับที่นาพอใจ และในสวนของแบบจําลองความปนปวนพบวาแบบจําลอง k-ω และ k-ε-γ 
สามารถทํานายปรากฏการณไหลที่ซับซอนไดแมนยํากวาแบบจําลอง standard k-ε 

คําหลัก:  ระเบียบวธิีไฟไนตวอลุม แบบจําลองความปนปวน พิกัดกระชับขอบเขต 



 

   (2)

Abstract 
Project Code:  MRG4780188 
Project Title: A Finite Volume Method for Turbulent Flow in Complex   

Configuration Domains 
Investigator:  Asst.Prof. Sompong Putivisutisak, Ph.D. 
  Dept. of Mechanical Engineering, Faculty of Engineering 
  Chulalongkorn University 
E-mail Address: sompong.p@eng.chula..ac.th 
Project Period: 2 years (1 July 2004 - 30 June 2006) 
 
 

The aim of the present work is to develop a computer code for calculating fluid 
flow and heat transfer in complex domains for research in the area of advanced 
Computational Fluid Dynamics. The numerical method used here is a finite volume 
method. The computation is based on a body-fitted coordinate system on a staggered 
grid with Cartesian velocity components as dependent variables. Several first and 
second order numerical schemes are employed in evaluation of the convection term at 
the control volume’s interfaces, for example, hybrid, power-law, QUICK and SOU 
schemes. To satisfy the continuity equation, the pressure and flow field are corrected 
with SIMPLE algorithm. For turbulent flows, the standard k-ε, k-ω and k-ε-γ models are 
used in calculation.  
 The computer code is carefully validated, step by step, with simple problems of 
heat conduction, laminar and turbulent flows, such as heat conduction through different 
configurations, flow through a gradual-expansion channel, heat transfer and flow over a 
circular cylinder and flow past inclined backward facing step etc. The results are 
compared, where possible, with exact solutions, experimental data or similar numerical 
computations available in the literature.  

It is found that the numerical results are in good agreement with those solutions 
or data, which proves that the present computer code is adequate for calculation of such 
simple flows. In the case of turbulence models, it can be shown that the k-ω and k-ε-γ 

perform better than the standard k-ε in predicting complicated flow phenomena.  
Keywords: Finite volume method, Turbulence models, Body-fitted coordinates 
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รูปที่ 4.1 แผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศนูยกลางรวมกัน (ก) แผนเต็ม (ข) ¼  ของแผน     ก  47

รูปที่ 4.2 กริดที่สรางโดยใชวิธี TFI บนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมี  
                ศูนยกลางรวมกัน                                                                                              ก  48 

รูปที่ 4.3 กริดที่สรางโดยการแกสมการอิลิปติกบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอน  
                กันแบบมีศูนยกลางรวมกัน                                                                                 ก 49

รูปที่ 4.4 การกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยการใชกริดขนาด 4x3, 8x4, 18x8  
               และ 35x15                                                                                                          ก  50

 



 

 (9)

สารบัญรูป (ตอ) 
 
 

หนา
รูปที่ 4.5 การกระจายของอุณหภูมิภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบ    
               มีศูนยกลางรวมกนั                                                                                               ก 50

รูปที่ 4.6 การเปรียบเทียบการกระจายอณุหภูมิในแนวรัศมี r ระหวางผลลัพธจากการ 

                คํานวณดวยระเบยีบวิธีไฟไนตวอลุมกับผลเฉลยแมนตรง                                   ก 51

รูปที่ 4.7 แผนที่มีลักษณะเปนวงกลมสองวงซอนกันแบบเยื้องศูนย  (ก)  แผนเต็ม  
                 (ข) ½ ของแผน                                                                                                    ก 52

รูปที่ 4.8 กริดที่สรางโดยใชวิธี TFI บนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบ  
                เยื้องศูนย                                                                                                               ก 53

รูปที่ 4.9 กริดที่สรางโดยการแกสมการอิลิปติกบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ 
                ซอนกันแบบเยื้องศูนย                                                                                          ก 53

รูปที่ 4.10 การกระจายอณุหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยการใชกริดขนาด 25x10, 50x20  

                  และ 100x40                                                                                                      ก 
ด

54

รูปที่ 4.11 การกระจายของอุณหภูมิภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบ 
    เยื้องศูนย                                                                                                             ก 

ด
54

รูปที่ 4.12 แผนสี่เหล่ียมมวีงกลมตรงกลาง (ก) แผนเต็ม (ข) ¼  ของแผน                           ก ด55

รูปที่ 4.13 กริดที่สรางโดยใชวิธี TFI สําหรับโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมมีวงกลม
     ตรงกลาง                                                                                                             ก 56

รูปที่ 4.14 กริดที่ปรับโดยวธีิแกสมการลาปลาซบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมมี  
                  วงกลมตรงกลาง                                                                                                 ก 

ด
57

รูปที่ 4.15 กริดที่ปรับโดยวธีิแกสมการปวซองสบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมมี  
                  วงกลมตรงกลาง                                                                                                 ก 

ด
57

รูปที่ 4.16 การเปรียบเทียบเสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยใชกริดที่สราง    
                  จากสมการลาปลาซและสมการปวซองส                                                            ก 

ด
58

รูปที่ 4.17 การกระจายอณุหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยการใชกริดขนาด 18x8, 67x28  

                  และ 100x42                                                                                                      ก 
59
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สารบัญรูป (ตอ) 
 
 

หนา
รูปที ่4.18 การกระจายของอุณหภูมิภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมมีวงกลม 
                  ตรงกลาง                                                                                                             ก 59

รูปที่ 4.19 แผนสามเหลี่ยมดานเทาสูง 1 หนวย                                                                  ก ด60

รูปที่ 4.20 กริดที่สรางโดยใชวิธี TFI บนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสามเหลี่ยม                 ก น61

รูปที่ 4.21 กริดที่สรางโดยการแกสมการอิลิปติกบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสามเหลี่ยม 61

รูปที่ 4.22 การกระจายของอุณหภูมิภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสามเหลี่ยม                ก 62

รูปที่ 4.23 การเปรียบเทียบการกระจายอณุหภูมิระหวางผลลัพธจากการคํานวณดวยระเบียบ 
                 วิธี ไฟไนตวอลุมโดยใชกริดขนาด 20x20 กับผลเฉลยแมนตรง ที่ตําแหนง          
               3/1=x                                                                                                           ก 

 
63

รูปที่ 4.24 รูปรางของ gradual–expansion channel                                                        ก 64

รูปที่ 4.25 กริดขนาด 32x32 สําหรับการไหลผาน gradual–expansion channel ที่      
                Re = 10                                                                                                             ก 

ด
64

รูปที่ 4.26 กริดขนาด 32x32 สําหรับการไหลผาน gradual–expansion channel ที่      
               Re = 100 (not to scale)                                                                                   ก 

ด
ด64

รูปที่ 4.27 การกระจายของความดันทีผ่นังดานบนของชองทางไหล ที่ Re = 10               ก ด65

รูปที่ 4.28 การกระจายของความดันทีผ่นังดานบนของชองทางไหล ที่ Re = 100             ก ด65

รูปที่ 4.29 รูปรางและขนาดของโดเมนการไหลผานทรงกระบอกกลม                               ก 67

รูปที่ 4.30 เงื่อนไขขอบของโดเมนการคํานวณสําหรับการไหลผานทรงกระบอกกลม      ก 67

รูปที่ 4.31 กริดขนาด 50x18 สําหรับการไหลผานทรงกระบอกกลม (not to scale)        ก ด68

รูปที่ 4.32 การกระจายของความดันบนผิวของทรงกระบอก                                              ก 69

รูปที่ 4.33 การกระจายของความดันบนผิวของทรงกระบอกสําหรับการไหลที่ Re = 40   
                   และ Re = 100 โดยเปรียบเทยีบกับผลการคํานวณของ Fornberg (1980)     ก 69

รูปที่ 4.34  บริเวณปดของ streamlines ดานหลังทรงกระบอก                                          ก 71

รูปที่ 4.35 ความยาวบริเวณปดของ streamlines ดานหลังทรงกระบอกเปรียบเทยีบกับผล 

                  การทดลองของ Taneda (1956)                                                                       ก 71

รูปที่ 4.36  คา drag force ที่กระทําบนผวิทรงกระบอก                                                      ก 73
 



 

 (11)

สารบัญรูป (ตอ) 
 
 

หนา
รูปที่ 4.37 การกระจายคานัสเซิลทนัมเบอรรอบทรงกระบอกที่ Re = 28.1                       ก ด74

รูปที่ 4.38 คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยเปรียบเทียบกับคาที่ไดจาก empirical correlation 75

รูปที่ 4.39 รูปรางและมิติของโดเมนการไหลภายในชองทางไหลแบบ inclined  

                 backward facing step                                                                                    ก 
น

76

รูปที่ 4.40 กริดขนาด 30x20 ที่ใชในการคํานวณการไหลภายในชองทางไหลแบบ  
                 inclined backward facing step                                                                   ก 

น
น77 

รูปที่ 4.41 โพรไฟลความเร็วที่ตําแหนงตางๆของการไหลผาน inclined backward  

                 facing step                                                                                           ก 
78  

-79 
รูปที่ 4.42 ความเคนเฉือนบนผนังดานลาง (ดานที่มี step) ของชองทางไหลแบบ inclined 

 backward facing step                                                                                    ก 
น

น80

รูปที่ 4.43 ความเคนเฉือนบนผนังดานบน (ดานตรงขาม step) ของชองทางไหลแบบ   

  inclined backward facing step                                                                   ก 
น

น80 
รูปที่ 4.44 ความดันบนผนังดานลาง (ดานที่มี step) ของชองทางไหลแบบ inclined  

                 backward facing step                                                                                    ก 

น
น81

รูปที่ 4.45 ความดันบนผนังดานบน (ดานตรงขาม step) ของชองทางไหลแบบ inclined 

 backward facing step                                                                           ก 
น

81

รูปที่ 5.1 ลักษณะของปญหาการไหลผานชองทางไหลผนังเรียบ                                         ก 84

รูปที่ 5.2 ลักษณะของกรดิแบบสม่ําเสมอที่ใชสําหรับปญหาการไหลผานชองทางไหลผนัง 
                เรียบ (not to scale)                                                                                             ก 84

รูปที่ 5.3 ความเร็ว u/U0 ที่ตําแหนงทางออกซี่งไดจากการคํานวณดวยแบบจําลอง 
               ความปนปวน standard ε−k   สําหรับ ReH 13750=                                      ก 85

รูปที่ 5.4 ความเร็ว u/U0 ที่ตําแหนงทางออกซึ่งไดจากการคํานวณดวยแบบจําลอง 
               ความปนปวน ω−k    สําหรับ ReH 13750=                                                     ก 85

รูปที่ 5.5 ความเร็ว u/U0 ที่ตําแหนงทางออกซึ่งไดจากการจําลองการไหลเปรียบเทียบ 

               กับผลการคํานวณดวยวิธี DNS สําหรับ ReH 13750=                                        ก 86

รูปที่ 5.6 ลักษณะของปญหาการไหลและการถายเทความรอนผานชองทางไหลผนังเรียบ       87
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สารบัญรูป (ตอ) 
 
 

หนา
รูปที่ 5.7 ความเร็ว u/U0 ที่ตําแหนงทางออก  สําหรับ Re = 20000                                   ก 87

รูปที่ 5.8 คานัสเซิลนัมเบอรเฉลี่ยที่เรยโนลดนัมเบอรตางๆ สําหรับ q ′′ =1000 W/m2        ก ด88

รูปที่ 5.9 ลักษณะของปญหาการไหลและการถายเทความรอนผาน backward facing step 89 
รูปที่ 5.10 รูปแบบกริดทีใ่ชในการจําลองการไหลผาน backward facing step สําหรับ        

                5540Re =h  (not to scale)                                                                            ก 
น

90

รูปที่ 5.11 ความเร็ว u/Uref ที่ไดจากผลการจําลองการไหลผาน backward facing step  
                 เปรียบเทียบกับผลจากวิธี DNS สําหรับ 5540Re =h  ที่ h/x ตางๆ  กัน        ก 

น
น91

รูปที่ 5.12 ความเร็ว v/Uref ที่ไดจากผลการจําลองการไหลผาน backward facing step  
                 เปรียบเทียบกับผลจากวิธี DNS สําหรับ 5540Re =h  ที่ h/x ตางๆ  กัน        ก 

น
91 

รูปที่ 5.13 เวกเตอรความเร็วของการไหลผาน backward facing step สําหรับ    
                5540Re =h                                                                                                      ก 

น
น92

รูปที่ 5.14 เสน streamlines ของการไหลผาน backward facing step สําหรับ   
                5540Re =h                                                                                                      ก  

น
92

รูปที่ 5.15 รายละเอียดของเวกเตอรความเร็วและ streamlines บริเวณที่เกดิการหมุนวน 
                  สําหรับ 5540Re =h                                                                                        ก 

น
92

รูปที่ 5.16 คาสแตนตันนัมเบอรหลังการไหลผาน backward facing step ที่ h/x      

                ตางๆ  กัน                                                                                                            ก 
น

94 
รูปที่ 5.17  การกระจายอณุหภูมิไรมิติที่ h/x ตางๆ  กัน                                                     ก 94

รูปที่ 5.18  ลักษณะของปญหาการไหลแบบปนปวนผานแผนเรียบ                                    ก 95 
รูปที่ 5.19  เงื่อนไขขอบและกริดทีใ่ชในการคํานวณ (ขนาด 102x202) สําหรับการไหล
 แบบปนปวนผานแผนเรียบ (not to scale)                                                      ก 96

รูปที่ 5.20 การกระจายตัวของความเร็ว u+ ในชั้นขอบที่ตําแหนง 2600Re =θ  ที่ไดจาก      
                  การใชจํานวนกรดิที่แตกตางกนัสามขนาด                                                         ก 96

รูปที่ 5.21 ลักษณะการกระจายตัวของ intermittency factor ที่ตําแหนง 2600Re =θ   97

รูปที่ 5.22  ลักษณะการกระจายตัวของ turbulent kinetic energy ที่ตําแหนง 
                2600Re =θ                                                                                                      ก 97
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สารบัญรูป (ตอ) 
 
 

หนา
รูปที่ 5.23 การกระจายตัวของความเร็วu+ ในชั้นขอบที่ตําแหนง Re 8000θ =  ที่ไดจาก        
                  การใชจํานวนกรดิที่แตกตางกนัสามขนาด                                                         ก 98

รูปที่ 5.24 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วu+ ในชั้นขอบที่ตําแหนง 8000Re =θ      ก 99

รูปที่ 5.25 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วภายในชัน้ขอบที่ตําแหนง 8000Re =θ     ก 99

รูปที่ 5.26 ลักษณะการกระจายตัวของ intermittency factor ที่ตําแหนง 8000Re =θ   ก 100

รูปที่ 5.27 ลักษณะของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ                                                  ก 101

รูปที่ 5.28 เงื่อนไขขอบและกริดขนาด 32x22 ที่ใชสําหรับปญหาการไหลแบบปนปวนใน
   ทอ สําหรับการไหลที่ 3Re 4.0 10= ×  (not to scale)                                      ก 101 

รูปที่ 5.29 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง 5724.x =  m ( D30 ) 

   กรณ ี 31004Re ×= .                                                                                ก 
น

102

รูปที่ 5.30 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง 5724.x =  m ( D30 ) 

   กรณ ี 51051Re ×= .                                                                                          ก 
น

103 
รูปที่ 5.31 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง 5724.x =  m ( D30 ) 

                  กรณ ี 61023Re ×= .                                                                                          ก 
น

103 
รูปที่ 5.32 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วไรมิติในชั้นขอบของทอที่ตําแหนง  
   5724.x =  m ( D30 ) กรณี 41004Re ×= .                                               ก 

น
104 

 
 
 
 



 

 (14)

รายการสัญลักษณ 
 
 

a  คาคงที่, สัมประสิทธิ์ในสมการพีชคณิต 

A  พื้นที่ 
B source term 
b  พจนไมตั้งฉากในสมการพีชคณิต 

C คาคงที่ของแบบจําลองความปนปวน 

dC  drag coefficient 

PC  ความจุความรอนจําเพาะ 

pC  สัมประสิทธิ์ความดันไรมิต ิ

D ,d ขนาดเสนผานศูนยกลางวงกลม 

HD  hydraulic diameter 

fp DD ,  pressure drag, friction drag 
)(

)( , i
i ee  covariant และ contavariant basis vectors 

i
i ee ,  unit vector ของ covariant และ contavariant basis vectors 

DF  drag force 

Nf  คา Probability Density Function (PDF) ของตัวแปรสเกลาร φ  บริเวณที่การไหล
ไมเปนแบบปนปวน 

Tf  คา Probability Density Function (PDF) ของตัวแปรสเกลาร φ  บริเวณที่การไหล
เปนแบบปนปวน 

21 f,f,fμ  damping functionก 

H  ความสูง 
h ความสูง, เอนธาลป 

I              คามากที่สุดของ ξ   

J คามากที่สุดของ η ,  Jacobian 

I  คาเฉลี่ยของ Intermittency factor 
k thermal conductivity, turbulent kinetic energy 
L  ความยาว 
l turbulence length scale 

ml  Prandtl mixing length 
Nu Nusselt number 
Pr Prandtl number 
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รายการสัญลักษณ (ตอ) 
 

p  ความดัน 

p′  ความดันแกไข, pressure fluctuation 
i
j

ij
ij ggg ,,  covariant, contravariant และ mixed tensor components 

Q ฟงกชันควบคุม, ความรอนที่ถายเทผานปริมาตรควบคุม 

q ′′  ฟลักซความรอน 
r  ระยะในแนวแกน r 

R  ขนาดรัศมีทอ, ฟงกชันควบคุม 

R′  ระยะที่วัดจากผนังในแนวแกน r ไรมิติ ( ) RrRR −=′  
Re  Reynolds number 
S source term, shape factor, ฟงกชันควบคุม 
St Stanton number 

ijs  mean strain rate tensor 

T  อุณหภูม ิ

t เวลา 
U  เวกเตอรความเร็ว 

ii UU ′′ ,  covariant และ contravariant velocity components 
iÛ  normal flux component 

u ,v ความเร็วในแนวแกน x และแกน y (หรือแกน r) 

refU  ความเร็วอางอิง 
+u  ความเร็วไรมิติในชั้นขอบ 

∞u  ความเร็วของกระแสการไหลอิสระ 
i

i VV ,  covariant และ contravariant velocity projection 

x         ตัวแปรอสิระบนพิกัดคารทีเซียน, ระยะในแนวแกน x 
y  ตัวแปรอิสระบนพิกัดคารทีเซียน, ระยะในแนวแกน y 
+y  ระยะหางจากผนังไรมิต ิ

m          mixing length 
α  geometric coefficient 
β  geometric coefficient, คาคงที่ของแบบจําลองความปนปวน 
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รายการสัญลักษณ (ตอ) 
 
 

*,δδ  boundary layer thickness, displacement thickness 
i
jδ  Kronecker delta 

Vδ  ปริมาตรควบคุม 

ε  dissipation rate ของ turbulent kinetic energy 
ε~  modified dissipation rate ของ turbulent kinetic energy 

φ  ตัวแปรสเกลาร, velocity potential function และ blending function 
γ  intermittency factor,, geometric coefficient 

κ  คาคงที่ของ Von Karman 

μ , tμ  ความหนืดสัมบูรณกและ Eddy viscosity 

ν  ความหนืดจลนศาสตร 
θ  momentum thickness 
ρ  ความหนาแนน 

wτ  ความเคนเฉือนที่ผนัง 
ω  specific Dissipation rate, ตัวประกอบ relaxation 

ξ , η ตัวแปรอิสระบนพิกัดกระชับขอบเขต 

ψ  stream function และ blending function 

Γ  สัมประสิทธิ์การแพร 
 
ตัวหอย (subscripts) 

kji ,,  tensor index 

s,n,w,e  ผิวปริมาตรควบคุมที่อยูระหวางจุดตอ E และ P, P และ W, N และ P, P และ S 

S,N,W,E  จุดตอที่อยูขางเคียงปริมาตรควบคุม 

P จุดบอกตําแหนงปริมาตรควบคุม 
t turbulent 
w ผนัง 
 
ตัวยก (superscripts) 

   ′ สวนที่เปนผลของ fluctuation 

⎯  สวนที่เปนคาเฉลี่ย 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
 

1.1 ความสําคัญและที่มา  
 ในทศวรรษทีผ่านมา การคาํนวณโดยใชระเบียบวิธีเชิงตวัเลขไดเร่ิมเขามามีบทบาทมากขึ้น
ในการออกแบบและทํานายผลของงานทางวิศวกรรม ทั้งนี้เนื่องจากขอไดเปรียบทีเ่ห็นไดชัดเมื่อ
เทียบกับการทําการทดลอง ไมวาจะเปนในเรื่องของตนทุน หรือความสะดวกในการดําเนินการ ซ่ึง
จะเห็นไดวา นอกจากการทํานายผลโดยการคํานวณจะสามารถกระทําในกรณีที่ไมสามารถทําการ
ทดลองไดหรือทําไดยากแลว (ตวัอยางเชน การไหลในรูปทรงที่ซับซอนของอุปกรณแลกเปลี่ยน
ความรอน การไหลที่เกิดขึน้ในที่ที่อันตรายหรือมีอุณหภูมิสูง การไหลของเลือดในเสนเลือดของ
มนุษย เปนตน) การคํานวณยังสามารถใหรายละเอยีดในแงมุมตางๆ ไดครบถวนกวา ดวยคาใชจาย
และความซับซอนที่นอยกวาการทําการทดลองเปนอยางมาก ซ่ึงดวยสมรรถภาพของเครื่อง
คอมพิวเตอรทีไ่ดรับการพัฒนาไปอยางรวดเร็ว และความกาวหนาในสาขาวิชาพลศาสตรของไหล
เชิงตัวเลข (Computational Fluid Dynamics – CFD) ในปจจุบัน จึงทําใหการใชระเบียบวิธีเชงิ
ตัวเลขในการคํานวณไดรับความนิยมแพรหลายยิ่งขึ้น 

โดยทั่วไป เราสามารถแสดงลักษณะทางกายภาพของปญหาทางวิศวกรรมใหอยูในรูปของ
สมการเชิงอนุพันธได แตอยางไรก็ตาม การหาผลเฉลยเชิงวิเคราะห (analytical solution) ของ
สมการนั้นๆ อาจไมสามารถทําไดงายนัก โดยเฉพาะถาสมการนั้นมีลักษณะไมเชิงเสน เชน สมการ
ทางดานพลศาสตรของไหล หรือสมการของการถายเทความรอนที่มีทั้งการพาและการนําความรอน
ควบคูกัน เปนตน ดังนั้น จึงไดมีการนําระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเขามาชวยในการแกสมการ โดยเปลี่ยน
สมการเชิงอนุพันธใหเปนระบบสมการพีชคณิตและประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรขึ้นเพื่อทําการ
คํานวณแกระบบสมการนั้นๆ    

ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม (Finite volume method) เปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขชนิดหนึ่งที่
ไดรับความนิยมในการใชแกปญหาทางดานการไหล และการถายเทความรอนทางวิศวกรรม 
เนื่องจากระเบียบวิธีนี้มีจุดเดนในดานความสะดวกและเหมาะสมในการแกสมการแบบไมเชิงเสน 
สําหรับปญหาของการไหลแบบหนืดที่มีคา Reynolds Number (Re) สูง หรือมีลักษณะปนปวน 
(turbulent flow) ซ่ึงมักจะพบในปญหาทางวิศวกรรมโดยทั่วไป เมื่อเปรียบเทียบกับระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขอื่นๆ เชน ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite element method) หรือ ระเบียบวิธีบาวดารี
เอลิเมนต (Boundary element method)  อยางไรก็ตาม เปนที่ทราบกันดีวา ขอดอยของระเบียบ
วิธีไฟไนตวอลุมทั่วไป ก็คือ ความไมสะดวกที่เกิดขึ้น เมื่อตองทําการคํานวณบนโดเมนที่มีลักษณะ
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ซับซอน (Dechaumphai and Kanjanakijkasem, 1999)  ดังนั้น เพื่อขจัดขอดอยนี้ออกไป โดย
ยังรักษาจุดเดนของระเบียบวิธีนี้เอาไว เราจําเปนตองหาวิธีที่เหมาะสมเขามาประยุกตใชกับระเบียบ
วิธีไฟไนตวอลุม 

 วิธีที่นํามาใชในโครงการวิจยันี้ ก็คือ การนําเอาพิกัดกระชับขอบเขต (body-fitted 

coordinates) เขามาประยุกตใชกับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบนพิกดัฉากทั่วไป ซ่ึงพิกัดกระชับ
ขอบเขตนี้ จะมีลักษณะที่เปลี่ยนทิศทางไปตามโดเมนของรูปทรงที่พิจารณา โดยมิไดมีทิศทางหนึ่ง
ทิศทางใดที่ตายตัว ดังนั้น จึงสามารถชวยใหเราทําการคํานวณปญหาที่เกิดขึ้นในรูปทรงที่ซับซอน
ได โดยในขณะเดยีวกัน กย็ังรักษาขอดีของระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมในเรื่องของความสะดวกในการ
เพิ่มเติมแบบจาํลองความปนปวน (turbulence model) หรือ ในการใส feature พิเศษอื่นๆ เชน 
การคํานวณการถายเทความรอนแบบคอนจเูกต ลงไปในตวัโปรแกรม 

 ความสําคัญของงานวิจัยนี้ นอกเหนือไปจากทางดานวิชาการ คือการคํานวณการไหลและ
การถายเทความรอนในโดเมนที่ซับซอน สําหรับงานวิจัยทางดานพลศาสตรของไหลชั้นสูงแลว ยัง
มีความสําคัญในเชิงประยุกตอยางยิ่ง นั่นคือ โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น สามารถนําไป
ดัดแปลงเพื่อใชในการออกแบบอุปกรณทางวิศวกรรมที่เกี่ยวของกับการไหลและการถายเทความ
รอน เชน ชวยพัฒนาการออกแบบอุปกรณอุนอากาศจากไอเสีย (recuperator) ในโรงงาน
อุตสาหกรรม ซ่ึงในปจจุบันนี้ ยังไมมีการสรางเองในประเทศ ตองพึ่งพาจากการนําเขาเทานั้น 
(สมพงษ พุทธิวิสุทธิศักดิ์ และ คณะ: 2001, 2004) หรือใชในการออกแบบครีบของหมอน้ํารถยนต 
เพื่อพัฒนาเทคโนโลยีการผลิตหมอน้ําในประเทศ หรือแมกระท่ัง ใชในการออกแบบกลุมอาคาร 
หรือยานพาหนะชนิดตางๆ อีกทั้งจะเปนการลดตนทุนของการพัฒนาเทคโนโลยีการออกแบบใน
ประเทศ ซ่ึงในปจจุบัน มหาวิทยาลัยและสถาบันวิจัยหลายแหงในประเทศไทย ตองเสียคาใชจาย
เปนจํานวนไมนอยจากการใชซอฟตแวร CFD ของตางประเทศในการทําการวิจัย ซ่ึงสวนใหญ 
มักจะคิดคา license เปนรายป 
 ในสวนของระเบียบวิธีเชิงตวัเลขที่ใชสําหรับการคํานวณในโดเมนที่ซับซอนนี้ ไดมีการ
เสนอแนวคิดพื้นฐาน (basic concept) ในเชิงคณิตศาสตร ตั้งแตเมื่อประมาณสามสิบปที่แลว  ใน
การแกสมการเชิงอนุพันธบนพิกัดแบบโคง (curvilinear coordinates) (Vinokur, 1974; 

Thomson et al., 1974) และในเวลาที่ผานมา ไดมีผูวิจัยจํานวนมากที่นําแนวคิดพื้นฐานนี้ ไป
พัฒนาใชกับระเบียบวิธีเชิงตวัเลข การกําหนดตัวประกอบความเร็วและการวางเรียงตัวของกรดิ
สําหรับวิธีการคํานวณแบบนี ้ สามารถกระทําไดหลากหลาย เชน อาจจะใชตัวประกอบความเร็ว
แบบคารทีเซียนเปนตวัแปรตาม รวมกับการใชกริดแบบเยื้องกัน (staggered grid) (Vanka et al., 

1980; Maliska and Raithby, 1984; Hah, 1984) ซ่ึงวิธีที่ใชนี้ไดมถูีกนําไปพัฒนาตอ ในแงของ
ความเร็วและเสถียรภาพของการคํานวณ (Shyy et al., 1985;   Shyy and Sun, 1991;    Shyy 

et al., 1992)   หรือ อาจจะใชตัวประกอบความเร็วแบบอื่น เชน แบบ contravariant รวมกับกรดิ
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แบบไมเยื้องกนั (non-staggered grid) (Ikohagi et al., 1992; Matsumoto and Daiguji, 
1992) 

Peric (1985) ไดใชตัวประกอบความเร็วแบบแบบคารทีเซียน รวมกับการใชกริดแบบไม
เยื้องกัน เพื่อประหยัดหนวยความจําในการคํานวณ โดยใชวิธีการประมาณคาของเทอมการพาบนผวิ
รอยตอของปริมาตรควบคุม ของ Rhie and Chow (1983) เพื่อหลีกเลี่ยงปรากฏการณ 
checkerboard effect ซ่ึงวิธีที่คลายกันนี้ ไดถูกนําไปพัฒนาตอโดย Burns and Wilkes (1987) 

จากนั้น Karki (1985)] ไดริเร่ิมใชตัวประกอบความเร็วที่เปลี่ยนทิศไปตามทิศทางของ
พิกัดที่เปลี่ยนไป ซ่ึงเรียกวา ตัวประกอบความเร็วแบบ physical covariant รวมกับกริดแบบเยื้อง
กันในการคํานวณ ซ่ึงเปนวิธีที่ไดรับความนิยมและถูกนําไปพัฒนาตอโดย Melaaen (1990) 

ในแงของการไหลแบบปนปวนก็มี ผูที่นําวิ ธีนี้ไปใช เปนที่แพรหลายเชนเดียวกัน 
ตัวอยางเชน Lien and Leschziner (1994a, 1994b) หรือ Zijlema et al. (1995)  สําหรับใน
สวนของการประยุกตใชแกปญหาทางวิศวกรรมนั้น ในปจจุบัน มี application จํานวนมากที่
นาสนใจ ซ่ึงมีขอมูลจํานวนหนึ่งจากการทดลอง แตยังไมมีผูทําการวิจัยในเรื่องของการใชระเบียบ
วิธีเชิงตัวเลขแพรหลายนัก เนื่องจากความซับซอนของลักษณะทางกายภาพของการไหลและการ
ถายเทความรอน และรูปทรงของโดเมนที่พิจารณานั้นๆ เชน การไหลผานทรงกระบอกที่มีขนาด
ความสูงจํากัด (Natarajan and Chyu, 1994; Luo et al., 1996; Park and Lee, 2003)  หรือ
การระบายความรอนในใบพัดของกังหัน (Buchlin, 2002; Khan et al., 2002; Al-Hadhrami 

and Han, 2003) เปนตน 
 
1.2 วัตถุประสงค 

1) เพื่อประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมในการคํานวณการ
ไหลและการถายเทความรอนในโดเมนที่มีลักษณะซับซอน สําหรับหัวขอวิจัยทางดาน
พลศาสตรของไหลในระดับสูง 

2) เพื่อพัฒนาเครือ่งมือพื้นฐาน (basic tool) ในรูปของโปรแกรมคอมพิวเตอร เพื่อใชชวย
ในงานวิจยัออกแบบ สําหรับแกปญหาทางวิศวกรรมของอุตสาหกรรมในประเทศ 

 

1.3 ขอบเขตของการวิจัย  
1)   ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถคํานวณการไหลแบบปนปวน สําหรับ
 โดเมนสองมิติที่มีลักษณะซับซอน 
2) ทําการปรับเทียบโปรแกรมคอมพิวเตอรทีป่ระดิษฐขึน้ จนแนใจวาผลลัพธที่ไดมีความ

ถูกตองเชื่อถือได 
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บทที่ 2 
การสรางกริดที่ใชในการคํานวณ 

 
 

ในบทนี้ จะอธิบายถึงการสรางกริดซึ่งเปนขั้นตอนสําคัญขั้นตอนแรกในการวิเคราะห
ปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมโดยกระบวนการสรางกริดนั้นมีผลกระทบตอความแมนยํา 
อัตราการลูเขา และเสถียรภาพในการคํานวณ โดยจะเริ่มจากวิธีการสรางกริดตางๆรวมถึงขอดีและ
ขอเสียของแตละวิธีเพื่อที่จะเลือกใชใหเหมาะสมกับปญหา   คุณลักษณะของกริดที่เหมาะสม และ
สุดทายจะแสดงขั้นตอนของวิธีการสรางกริดแบบวิธีเชิงพีชคณิตและวิธีสรางกริดโดยการแกสมการ
เชิงอนุพันธแบบอิลิปติก 

 
2.1 ประเภทของการสรางกริด  

การสรางกริด (grid generation) คือกระบวนการแบงพื้นที่โดเมนที่สนใจออกเปน
ปริมาตรควบคุมยอยๆจํานวนมากที่เรียกวาเซลล (grid cells) และเชื่อมตอระหวางแตละจุดของ 
กริด (grid points) ดวยเสนกริด (grid lines) ซ่ึงกระบวนการสรางกริดนี้มีความสําคัญเนื่องจาก
เปนขั้นตอนแรกสําหรับการวิเคราะหปญหาโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  ซ่ึงถาเลือกใชวิธีการ
สรางกริดที่ไมเหมาะสมแลว ก็อาจจะเกิดความคลาดเคลื่อนกับผลเฉลยที่ไดจากการคํานวณ  

การสรางกริดสามารถทําไดหลายวิธี โดยเราสามารถสรางเสนกริดไดดวยมือ (free hand)  
แตวิธีนี้ใชเวลามากและไมสะดวก ดังนั้น Thompson et al. (1985) จึงไดเสนอวิธีการสรางกริด
แบบอัตโนมัติ (automatic grid generation techniques) โดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอรซ่ึงมี
ความสะดวกและใชเวลานอยกวาการวาดดวยมือ   ในการสรางกริดแบบอัตโนมัตินั้นสามารถ
สรางกริดไดหลายรูปแบบดวยกัน ซ่ึงเราสามารถแบงประเภทของกริดตามลักษณะไดเปน 2 

ประเภทใหญๆคือ กริดแบบ structured และกริดแบบ unstructured 

กริดแบบ structured เปนกริดที่มีการจัดเรียงชุดของจุดกริดอยางมีระเบียบและสามารถ
ระบุแตละจุดของกริดบนระนาบไดโดยใชตัวเลขดัชนี i, j  ตัวอยางเชน ในระบบพิกัดคารทีเซียนเรา
สามารถระบุตัวเลขดัชนีไดเปน xi,j, yi,j  เปนตน ดังแสดงในรูปที่ 2.1 ซ่ึงการระบุตําแหนงของจุดนี้
สอดคลองกันโดยตรงกับการจัดเก็บตัวแปรไวในหนวยความจํา ทําใหสามารถเรียกใชจุดกริดที่ตอๆ
กันไดงายและรวดเร็ว เพียงใชแคการบวกหรือลบคาที่สอดคลองกับตัวเลขดัชนีเทานั้น เชน (i+1) 

หรือ (j-1) เปนตน จึงทําใหการคํานวณคาเกรเดียนท (gradients) หรือ ฟลักซ สําหรับเงื่อนไขขอบ
ตางๆสามารถทําไดโดยงาย  
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รูปที่ 2.1 การสรางกริดแบบ structured 
 

สําหรับกริดแบบ unstructured จะไมมีลําดับการวางแตละจุดของกริดที่เฉพาะเจาะจง โดย
จุดกริดที่อยูตอๆกันนั้นไมสามารถระบุโดยการใชตัวเลขดัชนี ตัวอยางดังเชนในรูปที่ 2.2 จุดที่ 4 จะ
ตอกับจุดที่ 119 และจุดที่ 55 เปนตน สวนรูปรางของแตละกริดสามารถเปนไดหลายแบบ เชน รูป
สามเหลี่ยมหรือส่ีเหล่ียมสําหรับสองมิติ และทรงสี่หนาหรือทรงหกหนาสําหรับสามมิติ เปนตน 
ทั้งนี้ภายในหนึ่งโดเมนสามารถนํากริดที่มีแบบตางๆกันมาผสมกันไดซ่ึงเรียกวา กริดแบบไฮบริด 

(hybrid grids) เพื่อใหสามารถจําลองรูปรางที่ขอบของโดเมนไดอยางเหมาะสมมากขึ้น สําหรับ
ขอดีของกริดแบบ unstructured คือกริดมีความยืดหยุนสูง จึงสามารถจําลองรูปรางที่ซับซอน
มากๆได อยางไรก็ตาม กระบวนการสรางกริดแบบนี้ตองใชเวลาคอนขางมาก นอกจากนี้โครงสราง
ของขอมูลก็มีความซับซอนและไมสามารถระบุตําแหนงของจุดภายในโดเมนอยางเปนลําดับ จึงทํา
ใหเมตริกซของระบบสมการเชิงพีชคณิตไมเปนแนวทแยงมุมและทําใหเกิดความยุงยากในขั้นตอน
การแกระบบสมการเชิงพีชคณิตเพื่อคํานวณหาผลเฉลย และทําใหตองใชหนวยความจําและเวลา
มากกวาในการคํานวณเมื่อเทียบกับกริดแบบ structured  

   

 
 

 
 

รูปที่ 2.2 การสรางกริดแบบ unstructured 
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i+1,j 

i,j+1 

i,j
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 ในที่นี้ จะเลือกใชกริดแบบ structured สําหรับการคํานวณบนพิกัดกระชับขอบเขต โดย
การสรางกริดจะใชวิธีเชิงพีชคณิตรวมกับการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก  

การสรางกริดโดยวิธีเชิงพีชคณิตสามารถทําไดโดยการนําคาการกระจายของจุดกริดที่เสน
ขอบของโดเมนมาหาตําแหนงของจุดกริดที่อยูภายในโดเมนดวยวิธีการประมาณคาในชวง
(interpolation)  ซ่ึงวิธีที่ไดรับความนิยมมากที่สุดวิธีหนึ่งก็คือ วิธี Transfinite interpolation 

method (TFI) ซ่ึงจะกลาวถึงรายละเอียดในหัวขอที่ 2.3  ซ่ึงขอดีของการสรางกริดโดยวิธีเชิง
พีชคณิตก็คือ มีขั้นตอนการคํานวณนอย สามารถสรางกริดไดงายและรวดเร็ว และมีระยะหาง
ระหวางกริดที่เหมาะสม สวนขอเสียก็คือขนาดของกริดอาจจะไมสม่ําเสมอ  

 สําหรับการสรางกริดโดยการแกระบบสมการเชิงอนุพันธ จะมีความซับซอนมากกวาการ
สรางกริดโดยใชวิธีเชิงพีชคณิต แตกริดที่ไดจากวิธีนี้จะมีความสม่ําเสมอมากกวา ซ่ึงสมการเชิง
อนุพันธที่ถูกเลือกใชในที่นี้ ก็คือ สมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก (elliptic equation) 

สมการที่เปนตนแบบของสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกคือ สมการลาปลาซ ซ่ึงใชอธิบาย
ปรากฏการณการไหลแบบ irrotational incompressible flow และการนําความรอนในสภาวะอยู
ตัว ดังแสดงในสมการ (2.1) 

 
02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

yx
φφ  (2.1) 

 
การสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกมีความคิดพื้นฐานมาจากการ

อุปมาอุปไมยการสรางกริดเทียบกับผลเฉลยของสมการลาปลาซสําหรับ stream function )(ψ

และ velocity potential function )(φ  ซ่ึงมีรูปแบบดังนี้ 
 

02 =∇ ψ  (2.2) 
02 =∇ φ  (2.3) 

 
เราพิจารณาเปลี่ยน stream function (ψ ) เปนตัวแปร x  และ velocity potential 

function (φ ) เปน y  ดังนั้น จึงไดสมการเพื่อใชสรางกริดดังนี้ 
 

02

2

2

2
2 =

∂
∂

+
∂
∂

=∇
ηξ

xxx  (2.4) 

02

2

2

2
2 =

∂
∂

+
∂
∂

=∇
ηξ

yyy  (2.5) 
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ผลเฉลยของชุดสมการ (2.4) และ (2.5) ถูกแสดงในรูปที่ 2.3 ซ่ึงจะเห็นไดวาการนํา
สมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกมาใชในการสรางกริดนั้นทําใหการกระจายของกริดมีความ
สม่ําเสมอตลอดทั่วทั้งโดเมน ซ่ึงวิธีสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกเปนวิธีที่ไดรับ
ความนิยมมากที่สุด แมวาวิธีนี้ใชเวลาในการสรางกริดมากและยากกวาเมื่อเปรียบเทียบกับวิธีเชิง
พีชคณิต เนื่องจากการคํานวณหาฟงกชันควบคุมที่มีความยุงยากมากกวา อยางไรก็ตาม ขอเสียที่
สําคัญของวิธีนี้ก็คือการควบคุมระยะหางระหวางกริดใหเหมาะสมอาจทําไดยาก ซ่ึงอาจทําใหผล
เฉลยเกิดการลูออก (divergent)  

การกําจัดขอเสียของการสรางกริดโดยใชสมการอิลิปติกสามารถทําไดโดยสรางกริดเริ่มตน
ดวยวิธีเชิงพีชคณิตกอนแลวจึงปรับกริดใหสม่ําเสมอมากขึ้นดวยวิธีการสรางกริดแบบอิลิปติก ซ่ึง
การสรางกริดโดยใชวิธีเชิงพีชคณิตรวมกับวิธีการสรางกริดแบบอิลิปติกนี้ทําใหสามารถควบคุม
ระยะหางระหวางกริดไดเหมาะสม ชวยลดเวลาในการคํานวณและยังปองกันการลูออกเนื่องจากมี
ตําแหนงของกริดเริ่มตนที่ใกลเคียงผลเฉลยอยูแลวจึงทําใหจํานวนรอบการทําซ้ําลดลง ในที่นี้จึง
เลือกใชวิธีสรางกริด   โดยใชวิธีเชิงพีชคณิตรวมกับวิธีการสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธ
แบบอิลิปติกซึ่งจะกลาวถึงรายละเอียดตอไปในหัวขอที่ 2.4 

 
รูปที่ 2.3  ตัวอยางกริดที่ไดจากการแกสมการลาปลาซของ stream function (ψ ) และ  

         velocity potential function (φ ) 
 
2.2  คุณลักษณะของกริดท่ีเหมาะสม  

เพื่อความรวดเร็วและแมนยําของการคํานวณโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข เราควรเลือกวิธี
สรางกริดที่เหมาะสมกับปญหา โดยพิจารณาจากคุณสมบัติดังนี้ 

1)  กริดควรมีระยะหางระหวางกริด (grid spacing) ที่เหมาะสมและสามารถควบคุมได 
โดยที่กริดควรมีระยะหางระหวางกริดนอยในชวงที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลเฉลยสูง แตควรมี
ระยะหางระหวางกริดมากในชวงที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลเฉลยต่ํา คุณสมบัติเชิงเรขาคณิต 
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(geometric properties) ที่เปนตัวบงบอกความเหมาะสมของกริดไดแก expansion ratio และ 

aspect ratio ซ่ึงสามารถนิยามไดดังนี้  
expansion ratio คือ อัตราสวนความกวางของปริมาตรควบคุมหนึ่งตออีกปริมาตรควบคุม

ที่ติดกัน ซ่ึงสามารถแสดงเปนสมการไดดังนี ้
 

expansion ratio i
P

i
P

s
s
δ
δ 1+≡  (2.6) 

 
expansion ratio ของกริดที่เหมาะสมควรมีคาเทากับหนึ่ง แตในบริเวณที่ผลเฉลยมีการ

เปล่ียนแปลงสูงนั้นควรจะมีกริดที่ละเอียดซึ่งคาของอัตราสวน expansion อาจไมเทากับหนึ่ง 
อยางไรก็ดี คามากที่สุดของอัตราสวน expansion ไมควรเกิน 1.5 

สําหรับ aspect ratio สามารถนิยามโดยอัตราสวนระหวางดานกวางตอดานยาวภายใน
ปริมาตรควบคุม ซ่ึงสามารถแสดงเปนสมการไดดังนี้ 

 

aspect ratio j
P

i
P

s
s
δ
δ

≡  (2.7) 

 
โดย sδ ในสมการ (2.6) และ (2.7) คือ ระยะตางๆบนปริมาตรควบคุมดังแสดงในรูปที่ 2.4 ทั้งนี้จุด

1+P  ก็คือจุด E  เมื่อ i  มีคาเทากับ 1  
 

ξ

η

1
Esδ

1
Psδ

2
Psδ

 
รูปที่ 2.4 ระยะ sδ บนปริมาตรควบคุมแบบสองมิติ 

 
 อัตราสวน aspect ที่เหมาะสมควรมีคาเทากับหนึ่ง ซ่ึงถาอัตราสวน aspect ยิ่งหางจากหนึ่ง
มากเทาใดคาสัมประสิทธิ์ nba ซ่ึงเปนคาที่บงบอกพื้นที่หนาตัดของปริมาตรควบคุมจะมีคาใน
ทิศทางหนึ่งมากกวาในทิศทางอื่น สงผลใหการเชื่อมโยงระหวางทิศของพิกัดที่ตางกันไมดีและขาด
เสถียรภาพ นอกจากนี้คาอัตราสวน aspect ที่มากขึ้นทําใหคาความไมตั้งฉากในสมการที่ดิสครี
ไทซแลวมากเกินความจําเปน ซ่ึงคาอัตราสวน aspect นี้ไมควรมีคาเกิน 10 (Melaaen, 1990)  

2)  กริดควรมีความเรียบ (smoothness) ซ่ึงแมวาคุณสมบัตินี้จะตรงกันขามกับความ
ตองการที่จะใหมีกริดอยูในบริเวณที่สนใจศึกษาก็ตาม ซ่ึงในการทําใหกริดมีความเรียบนั้น ความ
สม่ําเสมอ (uniformity) และความโคงของกริด (curvature) เปนปจจัยที่สําคัญ เนื่องจาก
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คุณสมบัติทั้งสองนี้อาจทําใหความคลาดเคลื่อนจากการปดเศษมีคามาก นอกจากนี้ กริดไมควรมีการ
ขยายหรือยอจากเซลลหนึ่งไปอีกเซลลมากจนเกินไป ความเรียบนี้มีความสําคัญตอความแมนยําใน
การคํานวณหาพจนเชิงเรขาคณิต (geometric terms) โดยเฉพาะอยางยิ่งสําหรับสมการอนุรักษ
โมเมนตัมในพิกัดกระชับขอบเขตซึ่งมีพจนเกี่ยวกับความโคง (curvature terms) อยู เราจําเปนตอง
มีกริดที่มีความตอเนื่องสม่ําเสมอเพื่อใหไดผลการคํานวณที่แมนยํา นอกจากนี้พจนเกี่ยวกับความ
โคงที่มีคามากยังทําใหการประมาณคาในชวงโดยการถวงน้ําหนักเชิงเสนไมมีความแมนยําอีกดวย
ดังแสดงในรูปที่ 2.5  เพื่อใหไดผลเฉลยที่ดีขึ้น ความโคงของกริดควรมีคานอย ซ่ึงอาจทําไดโดยการ
แบงกริดในชวงโคงใหละเอียดมากขึ้น หรือใชอันดับในการประมาณคาในชวงใหสูงขึ้น 

e

P E

 
รูปที ่2.5  ความคลาดเคลื่อนจากการประมาณคาในชวงโดยการถวงน้ําหนักเชิงเสนใน  

        กริดที่มีความโคงมาก 
 

 3)  กริดควรมีคุณสมบัติตั้งฉาก (orthogonality) แมวาจะเปนกริดบนพิกัดโคงแบบไมตั้ง
ฉากก็ตาม เนื่องจากกริดแบบตั้งฉากสามารถลดคาความคลาดเคลื่อนจากการปดเศษได ในทาง
กลับกัน การที่กริดตั้งฉากตลอดทั่วโดเมนนั้นกลับไมเปนที่ตองการและไมมีความจําเปน ทั้งนี้ เรา
ตองการใหมีกริดอยูในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลเฉลยสูง แมวากริดจะมีความไมตั้งฉาก
มากขึ้นก็ตาม จากสมการที่ดิสครีไทซแลวพบวา กริดที่เกือบจะตั้งฉาก (nearly orthogonal grids) 

จะมีความเสถียรภาพมากขึ้นและลูเขารวดเร็วข้ึน อยางไรก็ตาม ความไมตั้งฉากของกริดนั้นควรที่จะ
ควบคุมได ทั้งนี้ การที่กริดตั้งฉากที่ขอบของโดเมนนั้นมีขอดีคือชวยลดความซับซอนของเงื่อนไข
ขอบลง ซ่ึงการที่กริดไมตั้งฉากที่ขอบของโดเมนในกรณีที่โดเมนบิดเบี้ยวมากนั้น ทําใหความ
แมนยําที่ขอบลดลงและความคลาดเคลื่อนอาจจะกระจายไปภายในโดเมนและทําใหผลเฉลย
โดยรวมทั้งหมดคลาดเคลื่อนไปดวย 

 การสรางกริดใหมีคุณสมบัติครบทั้ง 3 ขอนั้นไมสามารถทําไดโดยงาย เชน การสรางกริด
ดวยวิธีเชิงพีชคณิตสามารถควบคุมระยะหางระหวางกริดไดดีแตกริดจะไมมีความสม่ําเสมอ ในทาง
กลับกันการสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก ใหกริดที่มีความสม่ําเสมอแตกริดจะ
ไมตั้งฉากกัน ซ่ึงนอกจากคุณสมบัติของกริดทั้ง 3 ขอนี้แลว เราควรพิจารณาถึงความซับซอนในการ
สรางกริดและระยะเวลาในการคํานวณดวย กลาวคือ วิธีการสรางกริดที่เหมาะสมตองไมซับซอน
และยุงยากเกินไป อีกทั้งวิธีการสรางกริดที่เหมาะสมไมควรใชเวลาในการสรางกริดนานเกินไปอัน
จะสงผลถึงระยะเวลาในการคํานวณที่เพิ่มขึ้นอีกดวย  
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สําหรับในงานวิจัยนี้จะทําการสรางกริดเริ่มตนโดยใชวิธีเชิงพีชคณิต แลวทําการปรับปรุง 
กริดโดยใชวิธีการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก ซ่ึงกริดที่ไดจะมีระยะหางระหวางกริดที่
เหมาะสมและมีความสม่ําเสมอ  

  
2.3 การสรางกริดดวยวิธีเชิงพีชคณิต 

 การสรางกริดดวยวิธีเชิงพีชคณิตจะทําการสรางกริดโดยอาศัยฟงกชันการแปลงพิกัด
ระหวาง computational space กับ physical space ซ่ึงเริ่มตนจากการกระจายจุดกริดบนเสนขอบ
ของโดเมนเสียกอน จากนั้นจึงใชวิธีการประมาณคาในชวงเพื่อสรางจุดกริดที่อยูบริเวณภายใน
โดเมน สําหรับการประมาณคาในชวง (interpolation) สามารถทําไดหลายวิธี ทั้งนี้ Transfinite 

interpolation หรือ TFI เปนวิธีที่นิยมใชมากที่สุด และเปนวิธีที่ถูกเลือกนํามาใชในงานวิจัยนี้ 
การประมาณคาในชวงจะกระทําโดยใชฟงกชันพหุนามของลากรองจ (Lagrange 

interpolating polynomials) ในการกระจายจุดกริดบนเสนขอบของโดเมน ซ่ึงฟงกชันพหุนาม
ของลากรองจนี้สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบโดยทั่วไปสําหรับสองมิติในทิศทาง ξ   และ η   ดังนี้ 
(ตําแหนงของกริดในโดเมนแสดงในรูปที่ 2.6) 

 

∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

N

n
nn r

I
r

1
),(),( ηξξφηξ  (2.8) 

 

∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

M

m
mm r

J
r

1

),(),( ηξηψηξ  (2.9) 

  

),( 11 ηξ

),( 21 ηξ

),( 12 ηξ

),( 22 ηξ

 
รูปที่ 2.6 ตําแหนงของจุดภายในโดเมน 
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โดยที่ I , J คือ คามากที่สุดของ ξ  และ η  ตามลําดับ และ N , M  คือ จํานวนขอมูลที่นํามาใชใน
การประมาณคา เชน มีขอมูลจํานวน 2 ขอมูล จะได 2=N  ซ่ึงจะเปนการประมาณคาในชวงเชิงเสน 

หรือถามีขอมูลจํานวน 3 ขอมูล จะได 3=N  ซ่ึงจะเปนการประมาณคาในชวงกําลังสอง เปนตน 
สวน nφ และ mψ คือ blending function เปนฟงกชันซึ่งมีความสอดคลองกับเงื่อนไขดังนี ้
 

l
n

l
n I

δ
ξ

φ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛          n = 1, 2  l = 1, 2 (2.10) 

 
l
m

l
m J

δ
η

ψ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛          m = 1, 2  l = 1, 2 (2.11)

 
ฟงกชัน nφ และ mψ สามารถหาไดโดยใชฟงกชันการประมาณคาในชวงพหุนามทั่วไปของ

ลากรองจ (Lagrange interpolation polynomials) คือ 
  

∏
= −

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ N

l ln

l
n I 1 ξξ

ξξξφ              nl ≠  (2.12)

 

∏
= −

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ M

l lm

l
m J 1 ηη

ηηηψ              ml ≠  (2.13)

 
โดยที ่∏ เปนสัญลักษณของการคูณ  

สําหรับฟงกชัน nφ และ mψ นี้ มีคุณสมบัติโดยทั่วไปกลาวคือ nφ  มีคาเทากับหนึ่งที่ตําแหนง 
nξ และมีคาเทากับศูนยที่ตําแหนงξ ของขอมูลอ่ืนๆ 

สําหรับกรณีที่ฟงกชันการประมาณคาในชวงของลากรองจเปนแบบเชิงเสน (linear 

Lagrange interpolation functions) เราสามารถลดรูปสมการ (2.8) และ (2.9) ไดเปน  
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สวน blending function ( nφ และ mψ ) สําหรับกรณีที่เปนฟงกชันเชิงเสนสามารถหาได

โดยใชสมการดังนี้ 
 

II
ξξφ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 11   (2.16)
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II
ξξφ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2   (2.17)

 

JJ
ηηψ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 11   (2.18)

 

JJ
ηηψ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2   (2.19)

 
blending function สําหรับกรณีที่ฟงกชันการประมาณคาในชวงของลากรองจเปนแบบ

เชิงเสน จะมีลักษณะการกระจายดังแสดงในรูปที ่2.7 
 

2φ1φ

1ξ 2ξ
0

1

ξ
 

รูปที ่2.7 ฟงกชันการประมาณคาในชวงของลากรองจแบบเชิงเสน 
 

สําหรับ blending function ( nφ และ mψ ) ที่ฟงกชันเชิงเสน มีคุณสมบัติกลาวคือ nφ  มีคา
เทากับหนึ่งที่ตําแหนง 1ξ  และมีคาเทากับศูนยที่ตําแหนงξ ของขอมูลอ่ืนๆ 

 

⎩
⎨
⎧

=
0
1

1φ   
at
at

2

1

ξξ
ξξ

=
=

        (2.20) 

 

⎩
⎨
⎧

=
1
0

2φ   
at
at

2

1

ξξ
ξξ

=
=

        (2.21) 

 
เมื่อไดตําแหนงของจุดกริดบนเสนขอบของโดเมนแลว ขั้นตอนตอไปจะเปนการหาจุดกริด

ที่อยูภายในโดเมน โดยการนําสมการ (2.8) และ (2.9) มารวมกัน แลวเพิ่มพจนลงไป จะไดรูปแบบ
ทั่วไปของสมการการกระจายจุดกริดภายในโดเมน ดังนี้ 

 

∑ ∑∑∑
= = ==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2

1

2

1

2

1

2

1
),(),(),(),(

m n
mn

m
mnmm

n
nn r

JI
r

J
r

I
r ηξηψξφηξηψηξξφηξ  (2.22)

 
วิธีสรางกริดโดย TFI ใชเวลาในการคํานวณนอยเนื่องจากไมตองใชกระบวนการทําซ้ํา 

สามารถควบคุมระยะหางระหวางกริดไดดีแตการเลือกฟงกชัน nφ และ mψ  ยาก สวนขอเสียของ 
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TFI คือ กริดจะไมมีความสม่ําเสมอเนื่องจากไมสามารถควบคุมมุมระหวางเสนกริดไดดีเพียงพอ 
ปญหานี้สามารถแกไดดวยวิธีสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก ซ่ึงจะทําใหกริดมี
ความสม่ําเสมอมากขึ้น 
 
2.4 การสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก 

ในหัวขอนี้จะกลาวถึงขั้นตอนการสรางกริดโดยใชสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกซึ่งแบง
ไดเปน 3 สวนหลัก คือ สมการครอบคลุมการสรางกริด ฟงกชันควบคุม และการแกระบบสมการ
เชิงพีชคณิต การสรางกริด โดยการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกสามารถทําไดโดยใชสมการ
ลาปลาซ (Laplace equation) หรือสมการปวสซอง (Poisson equation) ซ่ึงมีความแตกตางกัน 
ดังที่จะไดกลาวถึงตอไป 

การสรางกริดโดยการแกสมการลาปลาซเปนวิธีการสรางกริดที่งายที่สุด โดยสมการลา
ปลาซ มีรูปแบบสมการ คือ 

 

02

2

=
∂
∂

i

i

x
ξ

 (2.23) 

 
โดยที ่ ),()( ηξξ =i  และ ),()( yxxi =   

กริดที่ไดจากการสรางกริดโดยการแกสมการลาปลาซจะมีความสม่ําเสมอตลอดทั่วทั้ง
โดเมนดังรูปที่ 2.8 (ก) แตไมสามารถควบคุมการกระจายของเสนกริดใหมีกริดอยูในบริเวณที่เปน
มุมของโดเมนได ทําใหผลการคํานวณในบริเวณนั้นไมแมนยํา นอกจากนี้ กริดจะชิดกันจนเกินไป
ดังแสดงในบริเวณที่เปนโคงคว่ําในรูปที่ 2.9 (ก)  แตกริดจะหางกันจนเกินไปบริเวณที่เปนโคงหงาย
ดังแสดงในรูปที ่2.9 (ข) 

การสรางกริดโดยการแกสมการปวสซอง สามารถควบคุมการกระจายของเสนกริดไดดี 
โดยสมการปวสซองมีรูปแบบสมการคือ 

 

i
i

i P
x

=
∂
∂

2

2ξ
 (2.24)

 

โดยที ่ ),()( QPPi =  
กริดที่ไดจากการสรางกริดโดยการแกสมการปวสซองมีลักษณะดังรูปที่ 2.8 (ข) ซ่ึง

เสนกริดมีความสม่ําเสมอตลอดทั่วทั้งโดเมนและสามารถควบคุมการกระจายของเสนกริดบริเวณที่
เปนมุมของโดเมนได ทําใหผลการคํานวณในบริเวณที่เปนมุมมีความแมนยํา  
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(ก) 

 
(ข) 

รูปที่ 2.8  ลักษณะของกรดิทีส่รางจากสมการครอบคลุมที่เปน (ก) สมการลาปลาซ                  
       (ข) สมการปวสซอง 

 

 
(ก) 

(ข) 

รูปที่ 2.9 กริดในบริเวณที่เปนสวนโคง (ก) โคงคว่ํา (ข) โคงหงาย 
 

สําหรับสมการปวสซอง (สมการ (2.24)) เราสามารถกระจายพจนสําหรับกรณีที่เปนสองมิติ ดัง
สมการตอไปนี้ 

  

2

2

x∂
∂ ξ + 2

2

y∂
∂ ξ ),( ηξP=  (2.25)

2

2

x∂
∂ η + 2

2

y∂
∂ η ),( ηξQ=  (2.26)

 
สมการเหลานี้เปนสมการ boundary-value problems ซ่ึงมีความเหมาะสมในการ

นํามาใชในการสรางกริด จากสมการ (2.25) นี้มีตัวแปรในพิกัดกระชับขอบเขตคือ ),()( ηξξ =i  

เปนตัวแปรตาม (dependent variables) และมีตัวแปรของพิกัดคารทีเซียนคือ ),()( yxxi = เปน
ตัวแปรอิสระ (independent variables) เนื่องจากเสนกริดแตละเสนมีคาเปนคาคงที่ ดังนั้นเพื่อ
ความสะดวก เราจึงควรแปลงสมการ (2.24) โดยใชกฎลูกโซ (chain rule)  ซ่ึงมีรูปแบบดังนี้ 
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j

i

ij xx ∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ξ

ξ
 (2.27)

j

i

ij

x
x ξξ ∂

∂
∂
∂

=
∂
∂

 (2.28)

 
ซ่ึงเราสามารถกระจายและจัดรูปสมการ (2.27) และ (2.28) ใหอยูในรูปแบบของเมตริกซไดดังนี้ 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂
∂
∂

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂
∂
∂

η

ξ
ηξ

ηξ

yy

xx

y

x  (2.29)

x y
x

x y
y

ξ ξ ξ

η η η

∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=

∂∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂∂ ∂ ∂ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (2.30)

 

จากสมการ (2.29) และ (2.30) จะไดความสัมพันธระหวาง physical space และ
computational space ดังนี้ 
 

1x y
x x

x y
y y

ξ η
ξ ξ

ξ η
η η

−∂ ∂⎡ ⎤∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ∂ ∂∂ ∂ ⎢ ⎥⎢ ⎥ =

∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (2.31)

 
หรือ 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

−

∂
∂

−
∂
∂

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

ξη

ξη
ηξ

ηξ

xx

yy

J
yy

xx 1
 (2.32)

 

โดยที่ J  คือเมตริกซจาโคเบียน ซ่ึงนิยามโดย  
 

ξηηξ
ηξ

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
yxyxJ ),(  (2.33) 
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จากความสัมพันธของกฎลูกโซดังสมการ (2.32) เมื่อประยุกตความสัมพันธนี้เพื่อหาพจนตางๆ
ทางดานซายมือของสมการปวสซองซึ่งมีอยูส่ีพจนดวยกัน สามารถแปลงตัวแปรและเขียนพจนแรก 

คือ 2

2

x∂
∂ ξ ไดดังนี้ 

 
 

2

2

1 1
y y

y y
x y x y x y x yx J J

ξ η η
η ξ ξ η

ξ η η ξ ξ η η ξ

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟= −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.34) 

 

เชนเดียวกันกับพจน 2

2

x∂
∂ ξ ในสมการ (2.34) เราสามารถแปลงพจนที่เหลือไดแก 2

2

y∂
∂ ξ , 2

2

x∂
∂ η และ

2

2

y∂
∂ η โดยใชหลักการเดียวกัน 

  เมื่อไดพจนทั้งสี่ ( 2

2

x∂
∂ ξ , 2

2

y∂
∂ ξ , 2

2

x∂
∂ η และ 2

2

y∂
∂ η )        และแทนพจนเหลานี้ลงในสมการ

ปวสซอง (สมการ (2.25) และ (2.26)) สามารถเขียนสมการครอบคลุมของการสรางกริด (grid 

generation governing equations) ไดดังนี้ 
 

2

2222

2

222

2
ηξξηξηξηξξηη ∂
∂
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⎥
⎦

⎤

⎢
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⎛
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+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ xyxxyyxxxyx  

)(2

ηξ ∂
∂

+
∂
∂

−=
xQxPJ  

(2.35)
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⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
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⎛
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⎛
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)(2

ηξ ∂
∂

+
∂
∂

−=
yQyPJ  

(2.36)

 
สมการครอบคลุมของการสรางกริด (2.35) และ (2.36) นี้เปนสมการเชิงอนุพันธแบบไม

เชิงเสน (non-linear equations) ซ่ึงการแกสมการสามารถทําโดยการทําซ้ํา (iteration)  ซ่ึงเรา
สามารถจัดรูปสมการไดเปน 

  

)(2 2
2

22

2

2

ηξη
γ

ηξ
β

ξ
α

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

+
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∂
−

∂
∂ xQxPJxxx

 (2.37)

)(2 2
2

22

2
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ηξη
γ

ηξ
β

ξ
α

∂
∂

+
∂
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−=
∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂ yQyPJyyy

 (2.38)
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โดย 
 

22

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
ηη

α yx
 (2.39)

ηξηξ
β

∂

∂

∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

=
yyxx

 (2.40)

22

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
ξξ

γ yx
 (2.41)

 
สมการครอบคลุมของการสรางกริด (2.35) และ (2.36) นี้เปนสมการเชิงอนุพันธซ่ึงตอง

ทําการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตในการหาผลเฉลย การกําหนดเงื่อนไขขอบเขตนี้สามารถทําไดสอง
วิธีดวยกัน ไดแกการกําหนดเงื่อนไขขอบแบบ Dirichlet และ Neumann การกําหนดเงื่อนไขขอบ
แบบ Dirichlet สามารถทําไดโดยการกําหนดตําแหนงของจุดกริดไวบนเสนขอบของโดเมน ใน
กรณีนี้เราจะกําหนดคาฟงกชันควบคุมเพื่อใหไดมุมตัดกันและระยะหางระหวางกริดตามที่ตองการ 
ซ่ึงรายละเอียดของการกําหนดคาฟงกชันควบคุมนี้จะกลาวในหัวขอยอยตอไป และการกําหนด
เงื่อนไขขอบแบบ Neumann สามารถทําไดโดยการกําหนดความชันของเสนพิกัดบนขอบของ
โดเมนหรือกําหนดมุมที่ตัดกันระหวางเสนพิกัดกับเสนขอบของโดเมน  ซ่ึงในกรณีนี้ เราไม
จําเปนตองกําหนดคาฟงกชันควบคุม )0( =iP อยางไรก็ตาม เราไมสามารถควบคุมการกระจายของ
จุดบนขอบของโดเมนและระยะหางระหวางกริดได   

สมการ (2.35) และ (2.36) นี้เปนสมการครอบคลุมของการสรางกริดซึ่งอยูในรูปแบบ
ทั่วไป เราสามารถหาผลเฉลยของสมการซึ่งเปนพิกัดคารทีเซียน )( ix  บนกริดที่มีระยะหางเทาๆกัน
บนระนาบการคํานวณไดดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข ในเบื้องตนนี้ เราจะทําการแปลงสมการ (2.37) 

และ (2.38) ซ่ึงเปนสมการไมเชิงเสนใหเปนสมการเชิงเสนเสมือน (quasi-linear equations) โดย
การกําหนดคา βα , และ γ ใหเปนคาคงที่ จากนั้นจึงทําการดิสครีไทซสมการเชิงอนุพันธใหเปน
สมการเชิงพีชคณิตดวยวิธี central differencing ซ่ึงเปนวิธีที่มีความแมนยําเปนอันดับสอง สําหรับ
อนุพันธอันดับหนึ่งและอันดับสอง ดังนี้ 
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ξ
ϕ
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โดย ϕ  คือคา x  หรือ y  

แทนสมการ (2.42) _ (2.44) ลงในสมการ (2.37) และ (2.38) จากนั้นกําหนดคาให 
1=δξ และ 1=δη  เราจะไดระบบสมการเชิงพีชคณิตดังนี ้
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  หลังจากทําการดิสครีไทซสมการครอบคลุมของการสรางกริดโดยใชวิธี central 

differencing แลว สามารถเขียนระบบสมการเชิงพีชคณิตดังแสดงในสมการ (2.45) และ (2.46) 

ซ่ึงเราจะกลาวถึงระเบียบวิธีตางๆในการแกระบบสมการนี้ในหัวขอ 2.4.2 หลังจากที่แกระบบ
สมการเชิงพีชคณิตนี้แลวจะไดผลเฉลยซึ่งเปนตําแหนงของแตละจุดบนพิกัดคารทีเซียนที่เปน
เสนกริดของโดเมนตามที่ตองการ สวน ),()( QPPi =  ซ่ึงเปนฟงกชันควบคุมนั้นทําหนาที่คลาย
กับเปน source term ในสมการ (2.54) และ (2.55) ซ่ึงถาเรากําหนดให 0=iP  จะเปนการแก
สมการลาปลาซ แตถาเรากําหนดให 0≠iP  จะเปนการแกสมการปวสซอง ซ่ึงการกําหนดคาของ
ฟงกชันควบคุมที่เหมาะสมจะกลาวถึงในหัวขอตอไป  

 
 2.4.1 ฟงกชันควบคุม 

ในหัวขอนี้จะกลาวถึงฟงกชันควบคุม )( iP  ซ่ึงสามารถใชเพื่อปรับระยะหางระหวาง
เสนกริด ปรับความสม่ําเสมอของกริด และปรับคุณสมบัติไมตั้งฉาก (non-orthogonality) ของ 
กริดได การกําหนดคาที่เหมาะสมใหกับฟงกชันควบคุมก็เพื่อที่จะควบคุมการกระจายจุดหรือเสน
ของกริดโดยเราสามารถดึงเสนสองเสนหรือจุดสองจุดเขามาหากันหรือผลักใหออกจากกัน และ
สามารถบิดโคงได เราสามารถหาฟงกชันควบคุมไดโดยมีขั้นตอนตางๆ ดังตอไปนี้ 

จัดรูประบบสมการครอบคลุมของการสรางกริด (2.45) และ (2.46) ใหอยูในรูปเมตริกซ 
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โดยที่ 
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ทําการแกระบบสมการ (2.47) เพื่อหาฟงกชันควบคุมได ดังนี้ 
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ทั้งนี้เราสามารถสมมติฟงกชันควบคุมใหอยูในรูปแบบฟงกชันเอ็กซโปเนนเชียลได ซ่ึง

รูปแบบของ Thompson et al. (1985)  ที่เปนรูปแบบที่นิยมใชกันทั่วไปสามารถแสดงไดดังนี้ 
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โดย  
 

2
2

2
1 )()( lllll ccT ηηξξ −+−=  (2.54) 

 
โดยฟงกชัน )sgn(a คือการคิดเฉพาะเครื่องหมายบวกหรือลบของคาภายในวงเล็บ  

 ในการระบุวาเสนพิกัดใดระหวางเสนพิกัดในทิศทาง ξ   และ/หรือ η  จะถูกดึงดูด 

(attraction) กับเสนพิกัดหรือจุดที่กําหนดไว เราจะใชคาสัมประสิทธิ์ lna และ lnc เปนตัวกําหนด 
นอกจากนี้ เราสามารถควบคุมขนาด (strength) ที่ใชในการดึงดูดไดโดยการใชตัวประกอบ 

lnb (decay factor) ยกตัวอยางเชน กรณีที่เสนพิกัดξ  ถูกดึงดูด ก็จะมีคาสัมประสิทธิ์ 1la ไมเทากับ
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ศูนย เชนเดียวกัน ถาเสนพิกัด η  ถูกดึงดูด ก็จะมีคาสัมประสิทธิ์ 2la ไมเทากับศูนย การดึงดูดของ
เสนพิกัดในทิศของเสนพิกัดหรือจุดไดแสดงไวในตารางที่ 2.1 
 

ตารางที่ 2.1  สัมประสิทธิ์ที่ใชในฟงกชันควบคุม Pi
 

เสนท่ีถูกดึงดดู ระนาบ เสน หรือจุด ท่ีดึงดูดระนาบขางเคียง 

1la ≠0 สําหรับเสนξ เปนคาคงที ่ 1la ≠ 0, 2la = 0 สําหรับเสนξ = lξ  

1lc ≠ 0, 2lc = 0 

2la ≠0 สําหรับเสนη เปนคาคงที ่ 1la = 0, 2la ≠ 0 สําหรับเสนη = lη  

1lc = 0, 2lc ≠ 0 
 

1la ≠ 0, 2la ≠ 0 สําหรับจุด (ξ ,η )=( lξ , lη ) 

1lc ≠ 0, 2lc ≠ 0 
 

รูปที่ 2.10 แสดงใหเห็นผลของฟงกชันดึงดูดแบบสองมิติ ซ่ึงเปนการดึงดูดเสนพิกัดที่ξ  

เปนคาคงที่ ซ่ึงเปนผลของฟงกชัน P โดยมีสัมประสิทธิ์ 1la ≠ 0 สําหรับในรูปที่ 2.10 (ก) เสนพิกัด
ที่ξ  เปนคาคงที่ถูกดึงดูดไปหาเสนξ = lξ  ซ่ึงมีคาสัมประสิทธิ์ 1lc ≠ 0 และ 02 =lc  สําหรับรูปที่ 
2.10 (ข) เสนพิกัดที่ξ  เปนคาคงที่ถูกดึงดูดไปหาจุด (ξ ,η ) = ( lξ , lη ) ซ่ึงมีคาสัมประสิทธิ์   

1lc ≠ 0 และ 2lc ≠ 0 ทั้งนี้สําหรับฟงกชัน P  จะไมมีการดึงดูดของเสนที ่η  เปนคาคงที ่  

ξ

η

lξ  
(ก) 

ξ

η

)
,

(
l

l
η

ξ

 
(ข) 

รูปที่ 2.10 การใชฟงกชันควบคุมในการ (ก) ดึงเสน (ข) ดึงจุด 
  

หลังจากดิสครีไทซสมการครอบคลุมของการสรางกริดใหเปนระบบสมการเชิงพีชคณิต
และเลือกฟงกชันควบคุมแลว ในหัวขอยอยตอไปจะแสดงการแกระบบสมการเชิงพีชคณิตเพื่อหา
ผลเฉลยของสมการ 
 

2.4.2 การแกระบบสมการเชิงพีชคณิต 

การแกระบบสมการเชิงพีชคณิตสามารถแบงไดเปนสองแบบดวยกันคือวิธีตรงและวิธี
ทําซ้ํา วิธีตรงเชน การกําจัดแบบเกาส, Thomas algorithm หรือ Chelosky method เปนตน สวน
วิธีทําซ้ําเชน การทําซ้ําจาโคบี การทําซ้ําแบบจุดของเกาสซีเดล การทําซ้ําแบบเสนของเกาสซีเดล วิธี 
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point successive over-relaxation (PSOR) หรือวิธี alternating direction implicit (ADI) 

เปนตน 
 การแกระบบสมการเชิงพีชคณิตดวยวิธี explicit มีขอเสียคือใชเวลามากกวาวิธีทําซ้ํา และ

มีความไวตอคาความคลาดเคลื่อนอันเนื่องมาจากการปดเศษ (round-off errors) ยิ่งในกรณีที่เปน
การแกระบบสมการขนาดใหญ คาความคลาดเคลื่อนนี้จะกลายเปนปญหาที่สําคัญยิ่ง ในขณะที่คา
ความคลาดเคลื่อนที่เกิดจากวิธีทําซ้ําจะถูกแกไขในแตละรอบการทําซ้ํา ดังนั้นจึงไมกอใหเกิดปญหา
ดังกลาว 

ในสวนของการสรางกริดโดยการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติกนี้ วิธีที่เหมาะสมใน
การนํามาแกระบบสมการเชิงพีชคณิตคือ วิธี point successive over-relaxation หรือ PSOR ซ่ึง
วิธีนี้มีขั้นตอนเชนเดียวกับวิธีการทําซ้ําแบบจุดของเกาสซีเดล แตสามารถเรงอัตราการลูเขาของผล
เฉลยได โดยมีขั้นตอนดังนี้ 

จากระบบสมการเชิงพีชคณิต (2.45) และ (2.46) จัดสมการใหอยูในรูปแบบดังนี้ 
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และ  

 
old

ji
temporary

ji
new

ji xxx ,,, )1( ωω −+=  (2.57)

old
ji

temporary
ji

new
ji yyy ,,, )1( ωω −+=  (2.58)

 
โดยω  คือ ตัวประกอบ relaxation ซ่ึงมีคาเทากับ 1.8  

ตัวประกอบ relaxation (ω ) ในวิธี successive over-relaxation (SOR) ใชสําหรับการ
เปลี่ยนอัตราการลูเขาของผลเฉลย ซ่ึงจะมีคาอยูระหวาง 0 ถึง 2 ในกรณีที่ω มีคาอยูระหวาง 0 ถึง 1 

จะเรียกวา under-relaxation ซ่ึงใชสําหรับการหนวงผลเฉลยใหมีอัตราการลูเขาชาลง เพื่อลดการ
แกวงของผลเฉลยทําใหผลเฉลยมีเสถียรภาพมากขึ้น และปองกันการลูออกของผลเฉลย มักใชกับ
ปญหาไมเชิงเสน ในกรณีที่ω มีคาอยูระหวาง 1 ถึง 2 จะเรียกวา over-relaxation ใชสําหรับการ
เรงผลเฉลยใหมีอัตราการลูเขาเร็วขึ้น ทั้งนี้ ควรเลือกคา ω  ใหมีความเหมาะสมกับกายภาพของ
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ปญหานั้น สําหรับการสรางกริดโดยการแกสมการเชิงอนุพันธแบบอิลิปติก คา ω  ที่เหมาะสมจะมี
คาเทากับ 1.8 (Melaaen (1990))   

เมื่อใชระเบยีบวิธีเชิงตัวเลขหาผลเฉลยของสมการครอบคลุมของการสรางกริด (สมการ 
(2.25) และ (2.26)) แลว จะไดผลเฉลยเปนตําแหนงของกริด ),( ηξx  และ ),( ηξy  ตามที่
ตองการ 
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บทที่ 3 
ทฤษฎีการคํานวณ 

 
 

ในบทนี้ จะกลาวถึงทฤษฎีและสมการที่ใชในการคํานวณโดยยอ โดยสามารถแบงเนื้อหา
ในบทไดเปน 2 สวนใหญๆ คือสวนที่เกี่ยวของกับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม และสวนที่เกี่ยวของกับ
แบบจําลองความปนปวนที่ใชในงานวิจัย 

 
3.1  ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบนพิกัดกระชับขอบเขต 

ระบบพิกัดกระชับขอบเขต (body-fitted coordinates) มีเสนพิกัดที่มีลักษณะโคง
สอดคลองกันกับลักษณะของรูปรางของโดเมนที่พิจารณาและมีตัวแปรอิสระคือ ),()( ηξξ =i  ซ่ึง
มีทิศทางในแตละจุดกริดเปลี่ยนแปลงไปตามลักษณะรูปรางของโดเมน พิกัดกระชับขอบเขตนี้
สามารถนําไปใชกับโดเมนที่มีรูปรางซับซอนไดทุกประเภท รวมไปถึงโดเมนที่มีการเคลื่อนที่ของ
ขอบดวย โดยตําแหนงของจุดบนโดเมนมีความสัมพันธกันแบบหนึ่งตอหนึ่ง (one to one) กับ
พิกัดคารทีเซียน นั่นคือสามารถเขียนในรูปฟงกชัน )( ii xξ และ )( iix ξ  

 สําหรับในระบบพิกัดกระชับขอบเขต การคํานวณเพื่อหาผลเฉลยของปญหาดวยระเบียบวิธี
เชิงตัวเลข จะกระทําบนบนพื้นที่ทางกายภาพ (physical space) รวมกับพื้นที่การคํานวณ 
(computational space) (รูปที่ 3.1) ซ่ึงโดยทั่วไป เราเลือกที่จะทําการดิสครีไทซสมการครอบคลุม
ที่แปลงพิกัดแลวบนพื้นที่การคํานวณ  ซ่ึงคํานวณคาสัมประสิทธิ์ของรูปราง  (geometric 

coefficients) จากลักษณะของกริดบนพื้นที่ทางกายภาพ    การแปลงสมการครอบคลุมจากพิกัด
คารทีเซียนซึ่งมีตัวแปรอิสระคือ ),()( yxxi = ไปเปนพิกัดกระชับขอบเขตซึ่งมีตัวแปรอิสระ
คือ ),()( ηξξ =i จะอาศัยกฎลูกโซ แลวทําการดิสครีไทซและแกระบบสมการเชิงพีชคณิตบนกริด
ส่ีเหล่ียมในพื้นที่การคํานวณซึ่งมีลักษณะเชนเดียวกับการดิสครีไทซบนพิกัดฉากปกติ (เชนพิกดัคาร
ทีเซียนหรือพิกัดทรงกระบอก) ซ่ึงเมื่อไดผลเฉลยแลวสามารถสงคาของผลเฉลยกลับไปยังตําแหนง
ตางๆของจุดกริดบนพื้นที่ทางกายภาพไดทันที 
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x

ξ
η

y

 
(ก) 

ξ

η

 
(ข) 

รูปที่ 3.1  พื้นที่บนพิกัดทีใ่ชในการคํานวณ (ก) พื้นที่ทางกายภาพ (physical space) (ข) พื้นที่การ  
                 คํานวณ (computational space) 

 
 3.1.1  การแปลงพิกัด 

การแปลงพิกัดของสมการครอบคลุมปญหาการไหล และเงื่อนไขขอบจากพิกัดคารทีเซียน
ใหอยูในพิกัดกระชับขอบเขตสามารถกระทําโดยใชกฎลูกโซ ซ่ึงการแปลงสมการนี้จะเปลี่ยนตัว
แปรอิสระในสมการครอบคลุมจาก x  และ y  ไปเปนξ  และ η  ตามลําดับ ซ่ึงมีรายละเอียด
ดังตอไปนี้ 
 รูปแบบทั่วไปของสมการครอบคลุมพื้นฐาน (governing equations) สําหรับปญหาการ
ไหลแบบสองมิติในพิกัดคารทีเซียนสามารถแสดงไดในรูปของตัวแปร φ  ดังตอไปนี้ 
 

 ( ) ( )
Source Term

Convection Term Diffusion Term

u v
S

x y x x y y φ

ρ φ ρ φ φ φ∂ ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ = Γ + Γ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
                    

(3.1)

 
โดยที่ Γ  คือสัมประสิทธิ์การแพร (diffusion coefficient) 
 
ซ่ึงสมการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x และในแนวแกน y คือ 
 

( ) ( )uu vu u u p Sux y x x y y x
ρ ρ

μ μ
∂ ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ = + − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

               (3.2) 
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และสมการความตอเนื่อง คือ 
 

( ) ( ) 0
u v

x y
ρ ρ∂ ∂

+ =
∂ ∂

                       (3.4) 
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พิจารณาพจนแรกทางขวามอืของสมการ (3.2) เมื่อใชกฎลูกโซ สามารถแปลงสมการได

เปน 
 

u u u
x x x x x x

ξ ημ μ μ
ξ η

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
                        (3.5) 

 
จากนิยามของเมตริกซจาโคเบียนในบทที่ 2 (สมการ (2.33)) จะได 
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                  (3.6) 

 
เชนเดียวกัน เมื่อพิจารณาพจนที่สองทางขวามือของสมการ (3.2) และใชกฎลูกโซในการ

แปลงสมการ จะได 
 

ξ
μ

ηη
μ

ξ
μ

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂ x

y
u

J
x

y
u

Jy
u

y
11

                        (3.7) 

 
 

นําพจนการแพรทั้งสองกลับไปแทนคาในสมการ (3.2) จะสามารถจัดรูปใหมไดดังนี ้
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      (3.8) 

 

พิจารณาพจนเชิงอนุพันธ 
x
u

∂
∂μ  และ 

y
u

∂
∂μ ในสมการขางบน ทําการแปลงพิกัดดวยวิธี

เชนเดิม จะได 
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แทนคาสมการ (3.9) และ (3.10) ลงในสมการ (3.8) และจัดรูปใหม จะได 
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1              (3.11) 

 
เราสามารถลดรูปสมการ (3.11) โดยใชคา βα , และγ  จากสมการ (2.39) – (2.41) ซ่ึงจะไดเปน 
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(3.12) 

สําหรับพจนการพาทั้ง 2 พจนทางซายมือของสมการ (3.12) สามารถแปลงพิกัดโดยใชกฎ
ลูกโซไดดังนี้ 
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และพจน 
x
p

∂
∂  สามารถแปลงพิกัดไดดังนี ้
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ดังนั้น จะไดสมการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน x ที่แปลงพิกัดแลวดังนี้ 
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โดยใชวิธีเดยีวกันนี้ จะไดสมการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน y ที่แปลงพิกัดแลว คือ 
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หรือเขียนในรปูแบบทั่วไปของตัวแปรφ  คือ  
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 3.1.2 สัมประสิทธ์ิของรูปรางและตัวประกอบของความเร็ว 
 สัมประสิทธิ์ของรูปราง (geometric coefficients) ที่มีบทบาทเกี่ยวของกับการแปลงพิกัด
ไดแก covariant tensor component ( ijg ), contravariant tensor component ( ijg ) และ 
mixed tensor component ( i

jg ) ซ่ึงสามารถนิยามสัมประสิทธิ์ทั้งสามในรูปของเทนเซอรไดดังนี้  
   

( ) ( )
k k

ij i j i jg e e J J= ⋅ =  (3.18) 

 
( ) ( )ij i j i j

k kg e e J J= ⋅ =  (3.19) 

 
( )

( )
i i i k i
j j k j jg e e J J δ= ⋅ = =  (3.20) 

 

เมื่อ  ( )ie   คือ covariant basis vector โดย ( )
kk

i k i k
i

xe i J i
ξ

∂
= =

∂
 

 ( )ie  คือ contravariant basis vector โดย ( )i ii
k k k

k

e i J i
x
ξ∂

= =
∂

 

และ i
jδ  คือ Kronecker delta 

 
 สําหรับความเร็วสามารถแยกตัวประกอบเปนเวกเตอรความเร็ว covariant หรือ contra- 

variant ไดโดยใชนยิามของ basis vector ดังนี ้
 

' ( ) '
( )

i i
i iU U e U e= =           (3.21) 

 



 

 

28

เมื่อ U  คือเวกเตอรความเร็ว โดย i iU u i ui vj= = +  สําหรับพิกัดคารทีเซียน 
 '

iU  คือตัวประกอบ covariant ของ U  

 iU '  คือตัวประกอบ contravatiant ของ U  

  
ความสัมพันธระหวางสวนประกอบความเร็วแบบตางๆ (คารทีเซียน, covariant และ  
contravariant) สามารถแสดงไดดังตอไปนี้ 
 

' jj
i i j j

i

x
U J u u

ξ
∂

= =
∂

          (3.22) 

' jj i
j j j

i

U J u u
x
ξ∂

= =
∂

          (3.23) 
jk

j
k
i

j
iji UJJUgU ''' ==           (3.24) 

 '''
j

j
k

i
kj

ij
i UJJUgU ==          (3.25) 

 
ซ่ึงทิศทางและขนาดของตัวประกอบความเร็วเหลานีแ้สดงในรูปที่ 3.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1 – Cartesian velocity component, iu  
 2 – covariant velocity component, '

iU  
 3 – contravariant velocity component, 'iU  
 4 – covariant velocity projection, iV  

5 – contravariant velocity projection, iV  
 

รูปที่ 3.2  ทิศทางและขนาดของตัวประกอบความเร็วแบบตางๆ ใน 2 มิติ 
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ถานําเวกเตอรหนึ่งหนวย ( )

( )

i
i

i

e
e

e
= และ

( )

( )

i
i

i

ee
e

= มาชวยในการนิยามตัวประกอบความเร็วแบบ 

covariant และ contravariant จากนั้นจึงแทนคา velocity components ดวย velocity 

projections ตามแนวแกน หรือตั้งฉากกับพื้นผิว จะได 
 

k
i k i

i
ii

u JV U e
g

= ⋅ =           (3.26) 
( )

( ) ( )

ii
i i k k

i i

u AU AV U e
A A
⋅

= ⋅ = =           (3.27) 

 
เมื่อ ( )iA  คือ เวกเตอรพืน้ที ่
 iig  คือ ( )ie  ซ่ึงอาจแทนดวยสัญลักษณ ih  
 
 3.1.3 สมการครอบคลุมสําหรับการแกปญหาการไหล 
 สมการครอบคลุม (governing equations) สําหรับปญหาการไหลโดยทั่วไปทีแ่ปลงให
อยูในพกิัดกระชับขอบเขตแลว สามารถเขียนในรูปแบบเทนเซอรได ดงัตอไปนี ้
สมการความตอเนื่อง 

( )ˆ 0i

i

Uρ
ξ
∂

=
∂

          (3.28) 

 
สมการอนุรักษโมเมนตัม 

( ) ( )ˆ
k

i ij i i mk
k k m k u

i i j i i

u pU u G J J J S Jρ μ μ ω
ξ ξ ξ ξ ξ

⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂ ∂
= − + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

          (3.29) 

 
สมการสเกลาร 

( )ˆ i ij

i i j

U G S Jφ
φρ φ

ξ ξ ξ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= Γ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
          (3.30) 

 
เมื่อ  ˆ iU  คือ normal flux components โดย ˆ i ij

jj jU Jg g V=  

 ij i j ij
k kG JJ J Jg= =  

 m jm
k k

j

u J Jω
ξ

∂
=

∂
 

โดยที่ตัวแปรตามในสมการโมเมนตัมคือตัวประกอบความเร็วในพิกัดคารทีเซียน 
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 ในกรณีที่การไหลเปนแบบปนปวน ก็สามารถแปลงพิกัดสมการครอบคลุมจากพิกดัคารที
เซียนใหกลายเปนสมการในพิกัดกระชับขอบเขต ดวยวิธีเชนเดยีวกับทีก่ลาวมาแลว 
 สําหรับการดิสครีไทซโดยใชระเบียบไฟไนตวอลุมสําหรับสมการขางตนสามารถทําได
โดยงายใน computational space โดยใชวิธีเชนเดียวกันกับการดิสครีไทซปกติในพิกัดฉากทั่วไป 
ซ่ึงรายละเอียดสามารถหาไดจาก textbook มาตรฐานทางดาน Computational Fluid Dynamics 

เชน Patankar (1980), Versteeg and Malalasekera (1995) เปนตน ซ่ึงในที่นี้จะแสดงเฉพาะ
สรุปของสมการที่จําเปนตองใชที่ผานการดิสครีไทซแลว ดังตอไปนี้ 
 
สมการอนุรักษโมเมนตัม 

, , k

i
P k P nb k nb k u

nb i P

pa u a u JJ B
ξ

⎛ ⎞∂
= − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

Σ           (3.31) 

 
เมื่อ 

kuB  รวมเทอมที่เกิดจากความโคงของพิกัดเขาไปดวย นัน่คือ 
  

( ),k k k

i m
u NO u m k uV

i

B B J dV S J
δ

μ ω
ξ
∂

= + +
∂∫           (3.32) 

 

โดย 12 21
, k

e n
k k

NO u
w s

u uB G Gμ μ
η ξ

⎡ ∂ ⎤ ⎡ ∂ ⎤
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 
สมการของความดันแกไข (pressure-correction equation) 

P P nb nb p
nb

a p a p S′ ′= +Σ           (3.33) 

เมื่อ pS  คือเทอม mass source 

 ในกรณีของการไหลแบบปนปวน ถาเราจําลองแบบสมการการไหลโดยใชแบบจาํลอง
ความปนปวน standard k-ε (รายละเอียดอยูในหวัขอ 3.2)  คาความหนืด μ  ในสมการอนุรักษ
โมเมนตัมจะถกูแทนดวย turbulent viscosity ( tμ ) และจะตองแกสมการครอบคลุมอีก 2 สมการ 
คือสมการ turbulent kinetic energy (k) และสมการ dissipation rate ของ turbulent kinetic 

energy (ε) ดังนี้ 
 
สมการ turbulent kinetic energy 

P P nb nb k
nb

a k a k S= +Σ           (3.34) 

 



 

 

31

เมื่อ  P nba a
k

ρε
= +∑   

 ( )2

, 2
i i jt

k NO k j j iS S
J
μ ω ω ω⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 โดย 12 21
,

e n
t t

NO k
k kw s

k kS G Gμ μ
σ η σ ξ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 
สมการ dissipation rate ของ turbulent kinetic energy  

P P nb nb
nb

a a Sεε ε= +Σ           (3.35) 

เมื่อ  2P nba a C
kε
ερ= +∑  

 ( )2

, 1 2
i i jt

NO j j iS S C
k Jε ε ε

με ω ω ω⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦
 โดย 

12 21
,

e n
t t

NO
w s

S G Gε
ε ε

μ με ε
σ η σ ξ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

  
รายละเอียดของคาคงที่ในสมการ (3.34) และ (3.35) คือ 1 2, , kC Cε ε σ และ εσ  อยูในหวัขอ 3.2 
และสําหรับการคํานวณผลกระทบเนื่องจากการไหลในบริเวณใกลผนงัจะใช  wall function ชวย
ในการคํานวณ  
 
 3.1.4 ขั้นตอนการคํานวณ 
 ขั้นตอนการคํานวณโดยใชสมการที่กลาวมาทั้งหมด สามารถกลาวโดยยอไดดังตอไปนี้ 

1) คํานวณสัมประสิทธิ์ของรูปรางสําหรับกริดที่ใช 
2) เดาคาเริ่มตนของตัวแปรทุกตัว 
3) แกไขคาที่เกี่ยวของใหสอดคลองกับเงื่อนไขขอบ  
4) คํานวณสัมประสิทธิ์และ source term ในสมการดิสครีไทซของโมเมนตัมทั้งหมด จากนั้น

จึงแกสมการโมเมนตัมเพื่อหาคาตัวประกอบความเร็วคารทีเซียน 

5) คํานวณสัมประสิทธิ์และ source term ในสมการดิสครีไทซของความดันแกไข จากนั้นจึง
แกสมการเพื่อหาคาความดนัแกไข ซ่ึงคาความดันในโดเมนจะถกูปรับปรุงคาโดยคาความ
ดันแกไขเหลานี ้

6) แกไขคาความเร็ว จากความดนัที่คํานวณได 
7) ในกรณีของการไหลแบบปนปวน ใหแกสมการของ k และ ε 

8) แกสมการสเกลารอ่ืนๆ (ถามี) 
9) ยอนกลับไปทีข่ั้นตอน 3 และทําซ้ําจนกระทั่งผลลัพธลูเขา (convergent) 
 

 ในงานวิจยันี้ ตัวประกอบความเร็วคารทีเซียนถูกเลือกใชเปนตัวแปรตามในสมการทีใ่ชใน
การคํานวณรวมกับกริดแบบเยื้องกัน เนือ่งจากความงายของสมการและความสะดวกในการดิสครี
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ไทซ ซ่ึงถาใชตัวประกอบความเร็วประเภทอื่น เชน covariant velocity projection การดิสครี
ไทซสมการครอบคลุมคอนขางจะมีความยุงยากกวา เนือ่งจากทิศทางที่เปลี่ยนไปมาของตัวประกอบ
ความเร็วดังกลาว (Karki (1985) ใชเทคนิคการดิสครีไทซจากสมการโมเมนตมัที่มีตัวประกอบ
ความเร็วคารทเีซียนเปนตวัแปรตามแลวใชหลักการของ local velocities เขาชวยในการแปลง
สมการ)  
 สําหรับ numerical scheme ที่ใชในงานวิจยันี้ มีทั้งที่เปน first order เชน upwind, 

hybrid, power-law และ second order เชน SOU และ QUICK โดย solver ที่ใชคือ TDMA 

(Tri-Diagonal Matrix Algorithm) และในสวนของการ coupling ความเร็วและความดนั
เพื่อใหสอดคลองกับสมการความตอเนื่องจะใชขั้นตอนวธีิ SIMPLE (Semi-Implicit Method 

for Pressure-Linked Equations) ซ่ึงรายละเอียดของ SIMPLE algorithm รวมถึง numerical 

scheme และ solver ที่กลาวมาทั้งหมดสามารถดูไดจาก Versteeg and Malalasekera (1995)  
 
3.2  แบบจําลองความปนปวน  
 ผลงานวิจัยที่ถูกนําเสนอในชวง 2-3 ทศวรรษที่ผานมาเกี่ยวกับการจําลองปรากฏการณการ
ไหลแบบปนปวนดวยแบบจําลองความปนปวน (turbulence models) ไดมีการพัฒนามาอยาง
ตอเนื่องโดยนักวิจัยจํานวนมาก  ซ่ึงการที่แบบจําลองความปนปวนเปนวิธีที่ไดรับความนิยมเปน
อยางมาก ก็เนื่องจากวิธีนี้เปนวิธีที่นับวามีความซับซอนนอยที่สุด ที่จะใชอธิบายลักษณะทาง
กายภาพของการไหลแบบปนปวนได  ซ่ึงตัวอยางของแบบจําลองความปนปวนก็เชน แบบจําลอง
แบบ zero-equation, one-equation และ two-equation  เปนตน 

 ความยุงยากของการพัฒนาแบบจําลองความปนปวน ก็คือ การนําความรูทางคณิตศาสตรมา
ใชในการอธิบายลักษณะทางกายภาพและพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนในรูปสมการ วาจะ
สามารถอธิบายไดอยางไร  ซ่ึงไดมีนักวิจัยหลายทานไดเสนอแนวคิดตางๆ  โดยมุงหวังที่จะได
แบบจําลองที่เหมาะสมสําหรับอธิบายการไหลแบบปนปวน  เชน Lumley (1978), Speziale 

(1989) และ Hallback et al. (1995) เปนตน  
 ขอดอยที่สําคัญของแบบจําลอง zero และ one-equation ก็คือ เราจะตองสมมติหรือ
คาดคะเนลวงหนาเพื่อประมาณคา length scale ที่ถูกตอง   แตสําหรับแบบจําลอง two-equation 

จะเพิ่มสมการ transport สําหรับ length scale หรือ ปริมาณที่เกีย่วของกับความปนปวนอืน่ๆ เพือ่
ชวยในการหาผลเฉลยที่แมนยํามากขึ้น 

ในบรรดาแบบจําลองที่สรางจากแนวคิด eddy viscosity นั้น แบบจําลอง two-equation 

นับไดวาเปนแบบจําลองที่ไดรับความนิยมมากที่สุดในการประยุกตใชทางวิศวกรรม  โดย
แบบจําลอง two-equation จะใช turbulence scale สองคา เพื่อสรางเปนสมการของแบบจําลอง 
โดยที่แนวคิดการสรางแบบจําลองแบบนี้จะใช Boussinesq approximation รวมกับสมการ 
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turbulent kinetic energy (k) และปริมาณ auxiliary อ่ืนๆ  เชน dissipation rate ของ 
turbulent kinetic energy (ε), turbulence length scale ( ) หรือ specific dissipation rate 

(ω) เปนตน  สําหรับในที่นี้ จะกลาวถึงเฉพาะแบบจําลองความปนปวนที่ใชในงานวิจัย 3 

แบบจําลอง นั่นคือแบบจําลองความปนปวน standard ε−k , ω−k  และ k-ε-γ  
 
 3.2.1  แบบจําลอง standard k-ε 

 แบบจําลอง standard ε−k  ของ Launder and Spalding (1972)  ถือวาเปนแบบจําลอง
ที่ไดรับความนิยมจากนักวิจยัจํานวนมาก เนื่องจากความงายของสมการที่ใชและความสะดวกใน
การคํานวณ  ซ่ึงจากผลงานวิจยัตางๆ พบวาแบบจําลองนี้สามารถทํานายปรากฏการณการไหล
ปนปวน ซ่ึงใหความถูกตองในระดบัหนึ่ง โดยสามารถใชไดดเีฉพาะในบริเวณ free stream หรือ
บริเวณการไหลที่หางจากผนงั   สมการ transport สําหรับแบบจาํลอง standard ε−k  มี
รายละเอียดดังตอไปนี ้
 
สมการ turbulent kinetic energy 

 การจําลองสมการ turbulent kinetic energy ถูกเสนอโดย Prandtl ในป ค.ศ. 1945 

(อางอิงใน Wilcox (1993)) ซ่ึงไดประมาณคา characteristic velocity scale, vmix สําหรับการ

ไหลแบบปนปวนโดยให vmix มีคาประมาณ mix y
U

∂
∂  และไดกําหนดใหคา turbulent kinetic 

energy ของ turbulent fluctuation ตอหนึ่งหนวยมวล (k)  มีความสัมพันธกับคา turbulent 

velocity fluctuation ดังนี้ 
 
 ( )2 21 1

2 2i ik u u u v′ ′ ′ ′= = +  (3.36)

 
ซ่ึงเราสามารถเขียน eddy viscosity ในเทอมของความหนาแนน (ρ ), turbulence length scale 

( ) และ  turbulent kinetic energy ดังนี ้
 

tμ =  Constant • 2
1

kρ  (3.37)

 
 การหาคา k มาแทนลงในสมการ (3.37) ทําไดโดยอาศัยพจนของ Reynolds stress 

tensor ซ่ึงจัดอยูในรูป 
 2ii i iR u u kρ ρ′ ′= − = −  (3.38)

 

 จากสมการ (3.38)  จะเห็นไดวา  ถาคา Reynolds stress tensor แปรผันตามคา kinetic 

energy ตอหนวยปริมาตรของ turbulent fluctuation แลว  จะไดวาคา k ที่ถูกตองควรเรียกวา 
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specific turbulent kinetic energy  แตบางครั้งเราอาจเรียกวา turbulent kinetic energy เฉยๆก็
ได  และสมการ Reynolds stress สามารถแสดงไดดังสมการ (3.39) 
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เมื่อแทน ijR  จากสมการ (3.38) ลงในสมการ (3.39)  แลวจัดรูปใหมจะไดเปน 
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เมื่อคา ε   คือ dissipation ตอหนึ่งหนวยมวล  ซ่ึงสามารถนิยามโดยความสัมพันธ  ดังตอไปนี้ 

 
 

i i

k k

u u
x x

ε ν
′ ′∂ ∂

=
∂ ∂

 (3.41)

 
 เทอมตางๆ ในสมการ (3.40) แสดงถงึกระบวนการทางกายภาพทีเ่กิดจากการเคลื่อนที่
แบบปนปวนในการไหล  ดังนี้ 

เทอมท่ี 1   คือ  เทอมการพา (convection terms) ซ่ึงบอกถึงการเปลี่ยนแปลงของ

คา k ตามการเคลื่อนที่ของอนุภาคของไหล  
เทอมท่ี 2   คือ  เทอม production ซ่ึงแทนอัตราการสงถายดวยพลังงานจลนจาก 

mean flow ไปยัง turbulent flow ซ่ึงเขียนไดเปน ijij sR  

เทอมท่ี 3 คือ เทอม dissipation  ที่แสดงถึงอัตราการเปลี่ยนแปลง    turbulent 

kinetic energy ไปเปน thermal internal energy 

เทอมท่ี 4   คือ   เทอม molecular diffusion ที่แสดงถึงคา diffusion turbulence 

ซ่ึงเกิดจากกระบวนการสงถายโมเลกุลของของไหลในธรรมชาติ 
เทอมท่ี 5   คือ   เทอม turbulent transport  ที่แสดงถึงอัตราการถายเท turbulent 

energy สูของไหลโดย turbulent fluctuation 

เทอมท่ี 6  คือ   เทอมการแพรความดัน (pressure diffusion) ที่แสดงถึงการ
ถายเท turbulence ในรูปของความสัมพันธระหวางความดันกับ velocity fluctuation 
 

(1) (2) (3) (6) (5)(4)
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 เราจะสามารถหาผลเฉลยของสมการ (3.40)  ไดก็ตอเมื่อเราทราบคา Reynolds stress 

tensor, turbulent transport, pressure diffusion และ dissipation  ซ่ึงหาไดดังรายละเอียด
ตอไปนี้ 
 สําหรับเทอม Reynolds stress tensor เราใชการประมาณดวย Boussinesq 

approximation ซ่ึงในการประมาณแบบนี้  กําหนดให kinetic Reynolds stress มีความสัมพันธ
แบบเชิงเสนกับคา mean strain rate tensor ( ijs )  ดังตอไปนี้  (Wilcox, 1993) 

 
 2 2

3ij ij t ijR k sρ δ μ= − +  (3.42)

 

เมื่อ  ijs   คือ  mean strain rate tensor ซ่ึงหาไดจาก ⎟
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      tμ     คือ  turbulent kinetic viscosity ซ่ึงถูกกําหนดโดย
ε

ρμ μ

2kCt =  และ 090.C =μ  

 
และ  ijδ   คือ  Kronecker delta  
 
 เทอม turbulent transport และ pressure diffusion ไดมาจากขอมูลการทดลองโดย 
Mansour et al. (1988) ดังตอไปนี ้

 
 1

2
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i i j j
k j

ku u u p u
x

μρ
σ

∂′ ′ ′ ′ ′+ = −
∂

 (3.43)

 
เมื่อ kσ  คือ Prandtl-Schmidt number ซ่ึงมีคาประมาณ 1.0  
 เทอม Dissipation ถูกจัดอยูในรูปความสัมพันธของ turbulent kinetic energy (k) กับ 
turbulence length scale ( ) ไดดังนี ้
 
 

/2
3

k≈ε  (3.44)

 
 เมื่อรวมสมการ (3.40) ถึง (3.44) เขาดวยกันแลว ก็จะไดสมการ turbulent kinetic 

energy  ดังนี ้
 
 

t
j

j j k j

k ku G
x x x

μρ ρε μ
σ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (3.45)

 
เมื่อ G  คืออัตราของ turbulent energy production ซ่ึงคํานวณไดจาก 
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μ
⎛ ⎞∂∂ ∂

= +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (3.46)

 
สมการ dissipation rate ของ turbulent kinetic energy 

 การพิสูจนหาสมการ dissipation rate (ε ) ไมสามารถทําไดงายนัก  แตสามารถคํานวณ
โดยใชความคลายคลึงทางมิติที่สอดคลองกัน (dimensionally consistent analogy) กับ      
สมการ turbulent kinetic energy ดังนั้นจึงกําหนดให ε  สามารถอธิบายในรูปของ turbulent 

kinetic energy และ turbulence length scale ดังนี้ 
 
 3

2k
L

ε =  (3.47)

 
เมื่อ L มีความสัมพันธกับคา m  โดย  m

.CL 750−= μ  และ mคือ Prandtl mixing 

length ซ่ึงนิยามจาก [ ]λδκ ,max ym =  โดยที่ δ  คือ boundary layer thickness, κ  คือ Von 

Karman constant (κ  = 0.41) และ λ  คือ คาคงที ่(λ  = 0.09) 

 
ดังนั้นเราสามารถเขียนสมการ ε  ไดเปน 
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 ซ่ึงเทอมตาง ๆ ในสมการ (3.48) นี้ แสดงถึงความหมายทางกายภาพที่เกิดจากการเคลื่อนที่
แบบปนปวนในการไหล ดังนี้ 

เทอมท่ี 1  คือ  เทอมการพาของ ε  
เทอมท่ี 2  คือ  เทอมการแพรของความปนปวน 
เทอมท่ี 3  คือ  อัตราการผลิตของ ε  
เทอมท่ี 4  คือ  อัตราการแยกสลายของ ε  

 
 สําหรับคาคงที่ตางๆของแบบจําลอง standard ε−k  มีรายละเอียดดังตอไปนี ้
 ในการพิจารณาการไหลแบบปนปวนที่งายที่สุด  ทําไดโดยกําหนดใหการไหลเปนแบบ 
isotropic turbulence  ดังนั้นสมการ k และสมการ ε  จึงลดรูปไดเปน 

 

(1) (2) (3) (4) 
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ε−=

∂
∂

x
ku        และ   

k
Cu

2

2
ε

ε−=  (3.49)

 
โดยที่คา k  มีความสัมพันธแบบ power–law กับ x ( )nxk −∝  ซ่ึงจะได 

 
 

2
1nC

nε
+

=  (3.50)

 
 จากขอมูลผลการทดลอง (อางอิงใน Durbin and Reif (2001)) คา n อยูในชวง 

2031 .. ±  ในที่นี้เราเลือกใช 21.n =  ทําใหสมการ (3.50) กลายเปน 2 1.83Cε =  
 

 เมื่อพิจารณาทีบ่ริเวณใกลผนงั (k มีคาคงที่) จะไดวาคาอนุพันธของทุกเทอมในสมการ k 
เปนศูนยหมด  ทําใหสมการ k  กลายเปน 
 
 P ε=  (3.51) 
จากสมการ(3.50) สังเกตไดวาคา production เทากบัคา dissipation ซ่ึงอยูในสภาพที่เรียกวา 
local equilibrium ดังนั้นเราจะได 
 

2uk
C
τ

μ

= ,  
3u
y
τε

κ
=   และ t u yτμ ρκ=  

 
เมื่อ τu คือ friction velocity จากนั้น  แทนคา  ε  และ tμ   จากความสัมพันธของสมการขางบน  
ลงในสมการ ε  จะได 
 
 ( )2

2 1C C Cε ε ε μκ σ= −  (3.52)
 
 ดังนั้นคาคงที่สําหรับแบบจําลองความปนปวน ε−k  เมื่อ Re มีคาสูง (Launder and 

Spalding, 1972)  คือ 0.09Cμ = ,  1.0kσ = ,  1.3εσ = , 1 1.44Cε =  และ 2 1.83Cε =        
 

 3.2.2   แบบจําลอง k-ω 
  แบบจําลองความปนปวน ω−k  ของ  Wilcox (1988)  ไดรับการพัฒนาขึ้น  โดยคาดวา
จะสามารถใชในการอธิบายถึงคุณลักษณะของปรากฏการณการไหลหมุนวน (recirculating flow 

phenomena) ได  เนื่องจากสมการ specific dissipation rate (ω) สามารถใหผลเฉลยที่เสมือนวา
คา turbulent kinetic energy มีคาเขาใกลศูนย และไมตองใช damping function ในการคํานวณ
บริเวณ viscous sub-layer อีกดวย (Peng et al., 1997) และจุดเดนอีกอยางหนึ่งของแบบจําลอง 

ω−k  ก็คือ การกําหนดรูปแบบใน viscous sub-layer ไดงาย  และสามารถใชเงื่อนไขขอบแบบ 
Dirichet ไดโดยตรง  เปนผลทําใหเกิดเสถียรภาพเชิงตัวเลข (Menter, 1992)  แบบจําลองนี้ถูก
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ประยุกตใชกับงานทางวิศวกรรมทั่วๆไป  ซ่ึงใหผลลัพธที่มีความแมนยําสูงกวา แบบจําลอง two-

equation แบบอื่นๆ  สําหรับการทํานายการไหลแบบที่มี adverse pressure gradient และการ
ไหลแบบแยกตัว (separated flows)   ซ่ึงแบบจําลอง ω−k  ถูกเสนอครั้งแรกโดย  Kolmogorov 

ในป ค.ศ. 1942 และถูกปรับปรุงขยายผลอีกครั้งโดย Saffman  ในป ค.ศ. 1970 และยังมีผูให
ความสนใจศึกษาอีกหลายทาน (รายละเอียดอยูใน Wilcox (1988)) เชน Launder and Spalding 

ในป 1972 และ Wilcox et al. ตั้งแตป 1972–1988 (Wilcox and Alber ในป 1972, Saffman 

and Wilcox ในป 1974, Wilcox and Traci ในป 1976, Wilcox and Rubesin ในป 1980 

และ Wilcox ในป 1988)  เปนตน โดยสมการ transport สําหรับแบบจําลองความปนปวน 

ω−k  ของ  Wilcox (1988)  มีรายละเอียดดังตอไปนี ้
 
สมการ turbulent kinetic energy 

 สมการ k ที่ใชในแบบจําลอง ω−k  หาไดโดยอาศัยสมการ k ที่ใชในแบบจําลอง 
standard ε−k   รวมกับความสัมพันธ  kβωε =  (เมื่อ β   คือ คาคงที่ของแบบจําลองมีคาเทากับ 

403 ) ทําใหไดสมการ k  ดังนี้ 
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⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂
= − + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (3.53)

 
สมการ specific dissipation rate (ω) 

 Wilcox ไดใหคําจํากดัความของ specific dissipation rate (ω ) คือ อัตราการสูญสลาย
ของพลังงานตอหนวยปริมาตรและตอเวลา  ซ่ึงสามารถแสดงความสมัพันธ ไดดังนี ้ 
 
 1

2 /kω ≈  (3.54)

เมื่อ  คือ turbulence length scale ซ่ึงกําหนดใหเทากบั 
ε

μ
2
3

kC
 

 เราสามารถนิยามสมการω  โดยใชความสัมพนัธระหวาง ε  และ k  ดังนี ้
 
 

k
εω ≡  (3.55)

  
 สมการของแบบจําลองความปนปวน ω−k  สามารถหาไดจากการแปลงรูปสมการของ
แบบจําลอง standard ε−k   โดยเริ่มตนจากการแทนคา ω   จากสมการ (3.55)   ลงในสมการ k  
(สมการ (3.45)) และ สมการ ε  (สมการ (3.48)) ซ่ึงจะได 
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 1D D Dk
Dt k Dt k Dt
ω ε ω

= −  (3.56)

 
โดยที่  สมการ k  และสมการ ε  ซ่ึงจัดอยูในรูป total derivative คือ 
 
 

T
k k k

j j

Dk kP D
Dt x x

ε ν
⎛ ⎞∂ ∂

= − + Π + + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 (3.57)

 

และ 
T

j j

D P D
Dt x xε ε ε ε

ε εν
⎛ ⎞∂ ∂

= − Φ + Π + + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 (3.58)

 
แทนสมการ (3.57) และ (3.58) ลงในสมการ (3.56) และพิจารณาการไหลภายใตสถานะอยูตวั จะ
ได 
 
 ( ) 2

2 2

j

j

T T

j j j j

u P P
x k k k k k

D D k
k k x x k x x

ε ε ε

ω ε

ρ ω ω ω ε ρω

ω ω μ ωμ

∂ Φ Π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂ ∂ ∂
+ − + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

(3.59)

   
จัดรูปสมการ (3.59) ใหม จะได 
 
 ( ) ν

ωωωωω

ωρ
DDP

x
u T

j

j ++Π+Φ−=
∂

∂
 (3.60)

 
 
 ซ่ึงความหมายของเทอมตาง ๆ ในสมการ (3.60) คือ 

เทอมท่ี 1  คือ  เทอมการพา 
เทอมท่ี 2  คือ  เทอม production ของ ω  
เทอมท่ี 3  คือ  เทอม destruction ของ ω  
เทอมท่ี 4  คือ  เทอมการแพรของความดัน 
เทอมท่ี 5  คือ  เทอมการแพรของความปนปวน (turbulent diffusion) 
เทอมท่ี 6  คือ  เทอม viscous diffusion 

  
 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) 
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 สําหรับสมการ ω  ซ่ึงพัฒนาโดย Bredberg et al. (2003) สามารถหาไดจากสมการ 
 

T T
T t t

j j j j

D D kD C
k k x x k x x

ω ε
ω ω

ω

ω μ μω ω
σ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂ ∂ ∂ ∂
= − = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (3.61)

    
ซ่ึงเมื่อพิจารณาบริเวณใกลผนังและละทิ้งผลจากเทอม viscous diffusion เราจะได 
 
 2

2
2

2 0k
y k y y
ω μ ωμ βρω∂ ∂ ∂

+ − =
∂ ∂ ∂

 (3.62)

   
จากสมการ (3.61) และ (3.62) จึงทําใหสมการ ω  ลดรูปไดดังนี ้
 
 

2 t
j k

j j j

u P
x k x xω

μω ω ωρ α βρω μ
σ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (3.63)

 
 สําหรับคาคงที่ตางๆของแบบจําลอง ω−k มีรายละเอียดดังตอไปนี ้
 ในบริเวณใกลผนังนั้นเมื่อเราใชความสัมพันธและขอสมมติที่วาเทอม production เทากับ
เทอม dissipation ของ turbulent kinetic energy  เราจะได  
 
 2

* * u u v
k k
τα β

′ ′
= = −  (3.64)

         
 จากขอมูลผลการทดลอง (อางอิงใน Chien, 1982)  302 .k/u ≈τ   จึงได 
  
 090.** =βα  (3.65)
 
 เมื่อพิจารณาภายใตเงื่อนไขของ decaying homogeneous และ isotropic turbulence  
สมการ ω  (สมการ(3.63)) จะกลายเปน 
 
 *dk k

dx
β ω= −       และ     2d

dx
ω βω= −  (3.66)

 
 จากนั้นใชความสัมพันธ  ββ *

xk −=  โดยที่  25.100.1* −≈ββ  (คา ββ *  สามารถ
หาไดจากขอมลูการทดลอง (อางอิงใน Chien, 1982)  ดงันั้น 
 2

* * *
ω

β κα
β σ α β

= −  (3.67)
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ซ่ึงสามารถสรุปคาคงที่ที่ใชในแบบจําลองความปนปวน ω−k  ไดดังนี้  
 1=*α , 95=α , 1009=*β , 403=β , 2=ωσ   และ 2=kσ  
 
 3.2.3 แบบจําลอง k-ε-γ 

 แบบจําลอง k-ε-γ  เปนแบบจําลองที่ปรับปรุงจากแบบจําลอง standard k-ε โดยพบวา 
แบบจําลองนี้สามารถทํานายผลของ Reynolds shear stress สําหรับการไหลที่มีคา Re สูงๆ ได
ดีกวา แบบจําลอง standard k-ε  (Wang and Derksen, 1999) ซ่ึงหากพิจารณาถึงความแตกตาง
ระหวางแบบจําลอง standard k-ε และ k-ε-γ จะเห็นไดวามีสมการของ intermittency factor (γ) 

เพิ่มขึ้นมาในแบบจําลอง k-ε-γ  ซ่ึงความหมายทางกายภาพของ intermittency factor  ก็คือ ความ
นาจะเปนที่การไหล ณ บริเวณตําแหนงใดๆ จะมีความเปน turbulent (Pope, 2000) ดังแสดงใน
สมการ  

 
( )t,xI i=γ  (3.68)

 
เมื่อ ( )t,xI i  คือ คาเฉลี่ยของ intermittency function, ( )t,xI i  โดยกําหนดใหที่ 1=I  คือ 
บริเวณที่การไหลเปนแบบปนปวน (turbulent flow) หรือ turbulent fluid และที่ 0=I  คือ 
บริเวณที่การไหลไมเปนแบบปนปวน (non-turbulent flow) หรือ irrotational fluid ดังนั้น γ จึง
มีคาเทากับ 0 และ 1 ที่ 0=I  และ 1=I  ตามลําดับ ซ่ึงสามารถนําคา γ ไปใชในการพิจารณาการ
ไหลแบบปนปวนไดดังตัวอยางเชน การคํานวณคา Probability Density Function (PDF), 

( )t,xf iφ  ของตัวแปรสเกลาร ( )t,xiφ  ดังสมการ (3.69) 
 

( ) ( ) ( ) ( )t,xft,xft,xf iNiTi γγφ −+= 1  (3.69)
 
เมื่อ ( )t,xf iT  คือ คา PDF ของตัวแปรสเกลาร ( )t,xiφ  บริเวณที่การไหลเปนแบบปนปวน   
   ( 1=γ ) อ 

     ( )t,xf iN  คือ คา PDF ของตัวแปรสเกลาร ( )t,xiφ  บริเวณที่การไหลไมเปนแบบปนปวน    
            ( 0=γ ) อ 

 ดังนั้นเมื่อตองการทราบคาเฉลี่ยของตัวแปรสเกลาร, ( )t,xiφ  ก็สามารถพิจารณาไดดังนี้ 
 

( ) ( ) ( ) ( )t,xt,xt,x iNiTi φγφγφ −+= 1  (3.70)
 
โดยกําหนดให ( )t,xiTφ  คือ คาเฉลี่ยของตัวแปรสเกลารในบริเวณที่การไหลเปนแบบปนปวน 

และ  ( )t,xiNφ  คือ คาเฉลี่ยของตัวแปรสเกลารในบริเวณที่การไหลไมเปนแบบปนปวน 
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 รูปที่ 3.3 แสดงตัวอยางของลักษณะการกระจายตัวของ intermittency factor γ, คา
ความเร็วเฉลี่ยรวม u , คาความเร็วเฉลี่ยสวนที่การไหลเปนแบบปนปวน Tu  และคาความเร็วเฉลี่ย
สวนที่การไหลไมเปนแบบปนปวน Nu  ของ self-similar mixing layer  
 
 

 
รูปที่ 3.3 การกระจายตัวของ intermittency factor และปริมาณคาตาง ๆ ใน  

     self-similar mixing layer (Pope, 2000) 
 

 
 สําหรับในงานวิจัยนี้ ไดทําการศึกษาแบบจําลองความปนปวน k-ε-γ ทั้งกรณีที่เปนแบบ 
High Reynolds และ Low Reynolds modeling โดยมีรายละเอียดพอสังเขปดังตอไปนี้  
 
แบบจําลอง High Reynolds (High-Re) k-ε-γ 

       แบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ จะประกอบไปดวยสมการ turbulent kinetic 

energy (k), สมการ dissipation rate ของ turbulent kinetic energy (ε) และสมการ 
intermittency factor (γ)  ดังนี ้

 
สมการ turbulent kinetic energy 

( ) ερ
σ
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 (3.71)

 
สมการ dissipation rate ของ turbulent kinetic energy 

          ( )
k

C
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u
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j

j

2

3

2

21
ερερεε

σ
μμερ εεε
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∂  (3.72)

 
สมการ intermittency factor 

( ) γγγρ SDu
x j

j

+=
∂
∂  (3.73)

γ 

ξ 

Tu  

Nu  

Su
u,γ  

u
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โดยกําหนดให  Γ   คือ  non-dimensional invariant of interaction แสดงถึงปริมาณ  
             entrainment rate ของ intermittency factor ที่เกิดจากปฏิสัมพันธ   
              ระหวาง mean velocity กับ intermittency field 

  Dγ คือ พจนที่แสดงถึงการถายเท intermittency factor เนือ่งจาก mean  

            velocity jump ที่เกิดขึ้นระหวาง turbulent fluid กับ irrotational  
            fluid (non-turbulent fluid) 

     γS คือ พจนที่แสดงอัตราการเปลี่ยนแปลงของ irrotational fluid ใหกลายเปน 
             turbulent fluid 

เมื่อ 
  

ijijk SSP μ2=  (3.74)
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และ eddy viscosity มีคาดังนี ้
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เมื่อคาคงที่ตาง ๆ ในแบบจําลองความปนปวน High-Re k-ε-γ   มีคาดังตอไปนี ้
 

01.k =σ , 31.=εσ , 01.=γσ , 
 

3511 .C =ε , 8012 .C =ε , 1003 .C =ε , 
 

 6011 .C =γ , 1502 .C =γ , 1603 .C =γ , 
 
 090.C =μ , 100.C =μγ  
 
 
 



 

 

44

แบบจําลอง Low Reynolds (Low-Re) k-ε-γ 

       แบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ นั้นมีลักษณะเชนเดียวกันกับแบบจําลอง  
High-Re k-ε-γ โดยจะแตกตางกันเฉพาะพจนบางพจนที่เพิ่มเขามาในสมการ turbulent kinetic 

energy และสมการ dissipation rate รวมถึงคาของeddy viscosity แตสําหรับสมการ 
intermittency factor นั้นยังคงเหมือนเดิม ซ่ึงสามารถแสดงไดดังนี้ 

 
สมการ turbulent kinetic energy 
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สมการ dissipation rate ของ turbulent kinetic energy 
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เมื่อกําหนดให 2

2
y

k~ νεε −=  และ eddy viscosity มีคาดังสมการ  
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โดยที่ damping functions, μf , 1f , และ 2f  มีคาดังนี ้
 
                                              ( )+−−= yC.f 2exp01μ  (3.82)
 
                                              011 .f =  (3.83)
 

                                              ( )[ ]22
2 6exp

81
4001 εν~k

.

..f −−=  (3.84)

 
และ 

                                              
μ

ρ τ yuy =+  (3.85)

 

                                              
ρ

τ
τ

wu =  (3.86)
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เมื่อ  y    คือ ระยะหางจากผนัง  
+y  คือ ระยะหางจากผนังไรมิต ิ

τu  คือ friction velocity 

wτ  คือ คาความเคนเฉือนที่ผนัง (wall shear stress) 
 
ซ่ึงคาคงที่ตาง ๆ ในแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ เปนคาคงที่เดียวกันกับในแบบจําลอง
ความปนปวน High-Re k-ε-γ โดยจะมีคาคงที่ที่เพิ่มเขามาคือ 501 .C =  และ 011502 .C =  
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บทที่ 4 

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร 

 
 

เนื้อหาในบทนี้    เปนการนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นจากระเบียบวิธีไฟไนต
วอลุมบนพิกัดกระชับขอบเขต มาตรวจสอบความถูกตอง (validation) โดยนําผลลัพธที่ไดจากการ
คํานวณดวยโปรแกรมไปเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง ผลจากการคํานวณและผลการทดลอง
ของผูวิจัยที่ไดทํามากอน ทั้งนี้เพื่อแสดงวาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นนี้มีความถูกตอง
และเชื่อถือได สําหรับการตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นนี้จะแบงออกเปนสอง
ขั้นตอนดวยกัน คือ ในขั้นตอนแรกจะนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่มีเฉพาะสวนของการแกปญหาที่
มีเฉพาะพจนการแพรกระจาย (diffusion terms) มาทดสอบกับปญหาการนําความรอนแบบ
สภาวะอยูตัว (steady state) ในโดเมนที่ซับซอนซึ่งมีทั้งหมด 4 กรณีศึกษาดวยกัน ดังนี้ 

 
1) การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลางรวมกัน  
2) การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนย 
3) การนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสที่มีวงกลมอยูขางใน 

4) การนําความรอนในแผนสามเหลี่ยมที่มีการผลิตความรอนภายใน  
 

จากนั้น จะเพิ่มการคํานวณในสวนของการไหล ซ่ึงมีพจนการพา (convection terms) เพิม่
ขึ้นมา ลงไปในโปรแกรมคอมพิวเตอร และทดสอบกับปญหาการไหลทั้งแบบราบเรียบและแบบ
ปนปวน ดังตอไปนี้ 

  
1) การไหลแบบราบเรียบผาน gradual–expansion channel  
2) การถายเทความรอนของการไหลแบบราบเรียบผานทรงกระบอกกลม 

3) การไหลแบบปนปวนผาน inclined backward facing step 
 
4.1  ปญหาการนําความรอน 

ในหัวขอนี้ เราจะทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมโดยใชปญหาการนําความ
รอนแบบสภาวะอยูตัวซ่ึงมีทั้งหมด 4 ปญหาดวยกัน ไดแก การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอน
กันแบบมีศูนยกลางรวมกัน การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนย การนําความ
รอนในแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสที่มีวงกลมอยูขางใน และการนําความรอนในแผนสามเหลี่ยมที่มีการผลติ
ความรอนภายใน โดยที่โดเมนของ 3 รูปแรก จะมีความสมมาตร ดังนั้นจึงมีการแบงคํานวณเพียง 1 
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ใน 4 หรือ 1 ใน 2 ของรูปรางทั้งหมดเพื่อลดจํานวนหนวยประมวลผล สําหรับหัวขอนี้จะทําการ
เปรียบเทียบผลการคํานวณที่ไดกับผลการคํานวณทางเชิงเลขและผลเฉลยแมนตรง  

 
4.1.1 การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลางรวมกัน 
ปญหาแรกที่นํามาใชตรวจสอบโปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นคือ ปญหาการนําความรอนในแผน

วงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลางรวมกัน โดยผิววงกลมดานในมีอุณหภูมิ T1 และผิวดานนอกมี
อุณหภูมิ T2 ซ่ึง T1 > T2 ดังแสดงในรูปที่ 4.1 (ก)  ซ่ึงการตรวจสอบกระทําโดยนําผลที่ไดจากการ
คํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง ในสวนของการคํานวณ
ดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร เนื่องจากรูปรางของโดเมนมีความสมมาตร ดังนั้นเราสามารถคํานวณ
เพียง 1 ใน 4 สวนของรูปได ดังรูปที่ 4.1 (ข) เพื่อลดจํานวนหนวยประมวลผลที่ใชในการคํานวณ 
ซ่ึงในสวนของผลเฉลยแมนตรง เราสามารถคํานวณโดยมีขั้นตอนดังนี้  

 

1T

2T

1R

2R

 
(ก) 

y

x  
(ข) 

รูปที่ 4.1 แผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศนูยกลางรวมกัน (ก) แผนเต็ม (ข) ¼  ของแผน 
 

สมการครอบคลุมของปญหาการนําความรอนในสภาวะอยูตัวแบบหนึ่งมิติในพิกัด
ทรงกระบอกมีรูปแบบสมการ คือ 

 

0=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dr
dTr

dr
d

                        (4.1) 

 
และมีเงื่อนไขขอบเขตดังนี้ 

 
1Rr =  1TT =  

2Rr =  2TT =  

(4.2) 

 
ทําการแกสมการหาผลเฉลยของปญหาโดยการอินทิเกรตสมการ (4.1) สองครั้งเทียบกับ

รัศมี จะไดผลเฉลยในรูปแบบทั่วไปที่ติดคาคงที่ไว จากนั้นจึงหาคาคงที่สัมประสิทธิ์ของสมการนั้น
จากเงื่อนไขขอบเขตทั้งสองเงื่อนไขดังสมการ (4.2) สุดทายจะไดสมการของผลเฉลยแมนตรงของ
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ปญหาการนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลางรวมกันซึ่งมีรูปแบบสมการ
โดยทั่วไป ดังนี้  

 

)/ln(
)/ln()(

12

121
1 RR

RrTT
TT

−
−=                         (4.3) 

 

สําหรับการตรวจสอบโปรแกรมในกรณีนี้ เราจะกําหนดคาคงที่ตางๆเพื่อแทนคาลงใน
สมการ (4.3) โดยใหวงกลมภายในมีรัศมี 1 cm ( 11 =R ) และวงกลมภายนอกมีรัศมี 2 cm 

( 22 =R ) โดยมีอุณหภูมิภายใน 100 K ( 1001 =T ) และมีอุณหภูมิภายนอก 0 K ( 02 =T ) 

หลังจากแทนคาลงในสมการ (4.3) แลว จะไดผลเฉลยเปนคาของอุณหภูมิที่รัศมีตางๆกัน ดังสมการ
ตอไปนี้ 

 

rT ln27.144100 −=                         (4.4) 
 

เมื่อไดผลเฉลยแมนตรงดังสมการ (4.4) แลว ขั้นตอนตอไปจะเปนการคํานวณโดยใช
โปรแกรมเพื่อที่จะนํามาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง สําหรับการคํานวณดวยโปรแกรมใน
ขั้นตอนแรกนั้นจะทําการสรางกริดเริ่มตนโดยใชวิธี TFI ซ่ึงจะไดกริดที่มีลักษณะดังแสดงในรูปที่ 
4.2   

 
 

 
รูปที่ 4.2 กริดที่สรางโดยใชวิธี TFI บนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลาง 
               รวมกัน 

 

จากนั้นทําการปรับกริดใหมีความสม่ําเสมอมากขึ้นโดยใชวิธีการแกสมการอิลิปติกซึ่งจะ
ไดกริดที่มีลักษณะดังแสดงในรูปที่ 4.3 
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รูปที่ 4.3 กริดที่สรางโดยการแกสมการอิลิปติกบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบ 
   มีศูนยกลางรวมกัน 

 
 

การหาจํานวนกริดที่เหมาะสมในการนํามาใชในการคํานวณหาผลลัพธสําหรับโดเมนที่มี
ลักษณะเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลางรวมกันนี้ เราจะทดสอบโดยการใชกริดขนาด 
4x3, 8x4, 18x8 และ 35x15 ในการคํานวณหาผลลัพธของปญหาการนําความรอนในแผนวงกลม
นี้ ซ่ึงผลการทดสอบแสดงดังกราฟในรูปที่ 4.4 พบวาเสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณ
โดยใชกริดขนาด 18x8 และ 35x15 มีคาใกลเคียงกัน ซ่ึงแสดงใหเห็นวาผลลัพธที่ไดมีคุณสมบัติ
ความเปน grid independent หรือกลาวอีกนัยหนึ่งก็คือ การใชกริดขนาด 18x8 มีความละเอียด
เพียงพอที่จะใหผลเฉลยที่ถูกตองและการเพิ่มจํานวนกริดใหมากกวานี้จะไมมีผลตอผลลัพธที่ไดจาก
การคํานวณ 
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รูปที่ 4.4 การกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยการใชกริดขนาด 4x3, 8x4, 18x8 และ 
     35x15  
 
เมื่อไดรูปรางและจํานวนของกริดที่ เหมาะสมแลว จากนั้นนํากริดที่ไดมาใชในการ

คํานวณหาการกระจายอุณหภูมิดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม จะไดผลลัพธเปนอุณหภูมิที่จุดตางๆ
บนโดเมนซึ่งสามารถแสดงเปนเสน contour ไดดังรูปที่ 4.5 

 
 
 

 
รูปที่ 4.5 การกระจายของอุณหภูมิภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมี 

         ศูนยกลางรวมกัน 
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เมื่อคํานวณหาผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธจากโปรแกรมไดแลว ตอไปจะนําผลลัพธจาก
การคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงโดยใชการกระจาย
อุณหภูมิในแนวรัศมี ( r ) ดังกราฟในรูปที่ 4.6  ซ่ึงจะเห็นไดวาผลลัพธจากการคํานวณดวยระเบียบ
วิธีไฟไนตวอลุมมีความสอดคลองกันกับผลเฉลยแมนตรงเปนอยางดี โดยมีคาความคลาดเคลื่อน
เฉลี่ยเทากับ 0.10% จึงสามารถสรุปไดวา ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมบนพิกัดกระชับขอบเขตสามารถ
นํามาใชในการแกปญหาการนําความรอนสําหรับรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบมีศูนยกลาง
รวมกันไดเปนอยางดี 
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รูปที่ 4.6  การเปรียบเทียบการกระจายอณุหภูมิในแนวรศัมี r ระหวางผลลัพธจากการคํานวณดวย 

      ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมกับผลเฉลยแมนตรง 
 

 4.1.2 การนําความรอนในแผนวงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนย 
การตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นสําหรับปญหาการนําความรอนในแผน

วงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนยดังรูปที่ 4.7 (ก) นี้ กระทําโดยนําผลที่ไดจากการคํานวณดวย
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยจากวิธีตัวประกอบรูปราง (shape factor) ซ่ึงมี
ผลเฉลยเปนฟลักซความรอนรวม ในสวนของการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร เนื่องจาก
รูปรางของโดเมนมีความสมมาตร ดังนั้นเราสามารถคํานวณเพียง 1 ใน 2 สวนของรูปได ดังรูปที่ 
4.7 (ข) เพื่อลดจํานวนหนวยประมวลที่ใชในการคํานวณ และในสวนของผลเฉลยจากวิธีตัว
ประกอบรูปราง เราสามารถการคํานวณโดยมีขั้นตอนดังนี้  
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รูปที่ 4.7 แผนที่มีลักษณะเปนวงกลมสองวงซอนกันแบบเยื้องศูนย (ก) แผนเต็ม (ข) ½ ของแผน 

 
ผลเฉลยที่เปนฟลักซทางความรอนรวมสามารถหาไดโดยใชวิธีตัวประกอบรูปราง (shape 

factor) (Incropera and Dewitt, 2002)  ซ่ึงฟลักซความรอนหาไดโดยใชสมการดังตอไปนี ้
  

)( 21 TTSkq −=                         (4.5) 
 

โดยที่ S  คือตัวประกอบรูปราง ซ่ึงสามารถหาไดจากสมการ ดังนี ้
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สําหรับการตรวจสอบโปรแกรมในกรณีนี้ เราจะกําหนดคาคงที่ตางๆ ดังนี้  คือ กําหนดให
วงกลมภายในมีเสนผานศูนยกลาง 1 cm ( 1=d ) และวงกลมภายนอกมีเสนผานศูนยกลาง 4 cm 

( 4=D ) โดยที่วงกลมทั้งสองมีระยะเยื้องศูนยกลาง 0.5 cm ( 5.0=z ) โดยมีอุณหภูมิภายใน 

100 K ( 1001 =T ) และมีอุณหภูมิภายนอก 0 K ( 02 =T ) มีคาคงที่การนําความรอนเปน           
1 W/cm.K ( 1k = ) และมีความยาว 1 cm ( 1=L ) หลังจากแทนคาลงในสมการทั่วไป (4.5) 
และ (4.6) แลว จะไดผลเฉลยเปนฟลักซความรอน  477.1q =  kW    

 

ใชวิธี TFI ในการสรางกริดเริ่มตน ซ่ึงจะไดกริดที่มีลักษณะดังแสดงในรูปที่ 4.8 
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รูปที่ 4.8  กริดที่สรางโดยใชวิธี TFI บนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนย 
 
จากนั้นทําการปรับกริดใหมีความสม่ําเสมอมากขึ้นโดยใชวิธีการแกสมการอิลิปติกซึ่งจะ

ไดกริดที่มีลักษณะดังแสดงในรูปที่ 4.9 
 

 
 

รูปที่ 4.9  กริดที่สรางโดยการแกสมการอิลิปติกบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกัน 
         แบบเยื้องศูนย 

 

ในการหาจํานวนกริดที่เหมาะสมสําหรับปญหาในกรณีที่เปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบ
เยื้องศูนย สามารถทําไดโดยการเปรียบเทียบการใชกริดขนาด 25x10, 50x20 และ 100x40 ในการ
คํานวณหาผลลัพธจากโปรแกรม ซ่ึงผลลัพธที่ไดจากการใชกริดจํานวนตางๆกันไดแสดงไวดังกราฟ
รูปที่ 4.11 จะเห็นไดวาเสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยใชกริดขนาด 50x20 และ 

100x40 มีคาใกลเคียงกัน ซ่ึงแสดงใหเห็นวา การใชกริดขนาด 50x20 นั้นมีความละเอียดเพียง
พอที่จะใชในการคํานวณหาผลเฉลยแลว โดยที่การเพิ่มจํานวนของกริดใหมากกวานี้จะไมทําใหผล
การคํานวณเปลี่ยนแปลง นั่นคือ กริดมีคุณสมบัติความเปน grid independent แลว 

 



 54

0

20

40

60

80

100

2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4
Radius (cm)

Te
m

pe
ra

tu
re

 (K
)

25x10
50x20
100x40

 
รูปที่ 4.10 การกระจายอณุหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยการใชกริดขนาด 25x10, 50x20 และ  

       100x40  
 

เมื่อไดรูปรางและขนาดของกริดที่เหมาะสมแลว จึงนํากริดที่ไดมาใชในการคํานวณหาการ
กระจายอุณหภูมิดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม จะไดผลลัพธเปนอุณหภูมิที่จุดตางๆบนโดเมนซึ่ง
สามารถแสดงเปนเสน contour ไดดังแสดงในรูปที่ 4.11 

 

 
รูปที่ 4.11 การกระจายของอุณหภูมิภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบ 
      เยื้องศูนย 

 
คาฟลักซความรอนที่ ไดจากการการคํานวณโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอร  คือ 

   477.4=q kW  ซ่ึงเมื่อเปรียบเทียบกับผลเฉลยจากวิธีตัวประกอบรูปราง พบวาผลลัพธมีคา
ใกลเคียงกัน ซ่ึงแสดงวาโปรแกรมคอมพิวเตอรมีความถูกตองเปนที่นาพอใจสําหรับกรณีที่เปนการ
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แกปญหาการนําความรอนที่สภาวะอยูตัวสําหรับโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบ
เยื้องศูนยกันนี้ 
 
 4.1.3 การนําความรอนในแผนสี่เหลี่ยมจัตุรัสท่ีมีวงกลมอยูขางใน 

ในหัวขอนี้ ปญหาที่นํามาทดสอบ คือปญหาการนําความรอนในแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสที่มี
วงกลมอยูขางในดังแสดงในรูปที่ 4.12 (ก) นี้ ซ่ึงจะใชผลเฉลยซึ่งผลเฉลยซึ่งเปนฟลักซความรอน
รวมที่ไดจากวิธีตัวประกอบรูปรางเชนเดียวกับของปญหาในหัวขอ 4.1.2 ในการเปรียบเทียบ ใน
สวนของการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร เนื่องจากรูปรางของโดเมนมีความสมมาตร ดังนั้น
เราสามารถคํานวณเพียง 1 ใน 4 สวนของรูปได ดังแสดงในรูปที่ 4.12 (ข)   

 

1T

2T

 
(ก) 

x

y

 
(ข) 

รูปที่ 4.12 แผนสี่เหล่ียมมวีงกลมตรงกลาง (ก) แผนเต็ม (ข) ¼  ของแผน 
 

ผลเฉลยจากวิธีตัวประกอบรูปราง สามารถคํานวณโดยวิธีเชนเดียวกับกรณีที่เปนแผน
วงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนย โดยสามารถหาผลเฉลยที่เปน ฟลักซทางความรอนรวมไดจากวิธีตัว
ประกอบรูปราง (shape factor) โดยใชสมการ (4.5) โดยที่มีคาตัวประกอบรูปราง ( S ) แตกตาง
กับกรณีที่เปนแผนวงกลมที่ซอนกันแบบเยื้องศูนย ดังนี้  

 

)/08.1ln(
2

Dw
LS π

=                         (4.7) 

 

กําหนดใหวงกลมภายในมีเสนผานศูนยกลาง 2 cm ( 2=D ) และสี่เหล่ียมจัตุรัสภายนอก
กวาง 4 cm ( 4=w ) โดยมีอุณหภูมิภายใน 100 K ( 1001 =T ) และมีอุณหภูมิภายนอก 0 K 

( 02 =T ) มีคาคงที่การนําความรอนเปน 1 W/cm.K ( 1k = ) และมีความยาว 1 cm ( 1=L ) ซ่ึง
จะได ฟลักซความรอน 815.8=q   kW  

ใชวิธี TFI ในการสรางกริดเริ่มตน ซ่ึงจะไดกริดที่มีลักษณะดังแสดงในรูปที่ 4.13 
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รูปที่ 4.13 กริดที่สรางโดยใชวิธี TFI สําหรับโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมมีวงกลม

       ตรงกลาง 
 

สําหรับการปรับกริดใหมีความสม่ําเสมอมากขึ้นโดยใชวิธีการแกสมการอิลิปติกสามารถ
ทําไดโดยใชสมการลาปลาซหรือสมการปวซองส โดยที่สมการลาปลาซจะใหกริดที่สม่ําเสมอทั่วทั้ง
โดเมนซึ่งมีลักษณะของกริดดังรูปที่ 4.14 แตจะไมสามารถควบคุมการกระจายของกริดใหมีกริดอยู
ในบริเวณที่เปนมุมของสี่เหล่ียมได การแกปญหาการกระจายตัวของกริดที่มุมสามารถทําไดโดยใช
สมการปวซองสซ่ึงมีฟงกชันควบคุมที่ชวยควบคุมการกระจายของกริดใหมีกริดอยูในบริเวณที่เปน
มุมได ดังแสดงรูปที่ 4.15 ในกรณีที่ใชสมการลาปลาซ ถาผลเฉลยของปญหามีการเปลี่ยนแปลงสูง
ในบริเวณที่เปนมุมนั้นจะทําใหผลการคํานวณที่ไดไมแมนยํา อยางไรก็ตาม สําหรับปญหาการนํา
ความรอนในสภาวะอยูตัวที่พิจารณาในที่นี้ พบวาผลลัพธที่ไดจากการใชกริดที่ไดจากการแกสมการ
ลาปลาซและสมการปวซองสแทบจะไมมีความแตกตางกัน ดังแสดงในกราฟการกระจายอุณหภูมิ
ในรูปที่  4.16 
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รูปที่ 4.14 กริดที่ปรับโดยวธีิแกสมการลาปลาซบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมมีวงกลมตรง 

     กลาง 
 
 

 
 

รูปที่ 4.15 กริดที่ปรับโดยวธีิแกสมการปวซองสบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมมีวงกลมตรง 
    กลาง 
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รูปที่ 4.16 การเปรียบเทียบเสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยใชกริดที่สราง

      จากสมการลาปลาซและสมการปวซองส 
 

ในการหาจํานวนกริดที่เหมาะสมสําหรับปญหาในกรณีที่เปนแผนสี่เหล่ียมจัตุรัสที่วงกลม
อยูขางในจะทดลองใชกริดขนาด 18x8, 67x28 และ 100x42 ซ่ึงจะไดผลการกระจายอุณหภูมิดัง
กราฟในรูปที่ 4.17 ซ่ึงพบวาเสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยใชกริดขนาด 67x28 

และ 100x42  มีคาใกลเคียงกัน จึงแสดงใหเห็นวาผลลัพธที่ไดโดยใชกริดขนาด 67x28 มีความเปน 
grid independent แลว 
 



 59

0

20

40

60

80

100

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Radius (cm)

Te
m

pe
ra

tu
re

 (K
)

18X8
67X28
100X42

 
รูปที่ 4.17 การกระจายอณุหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยการใชกริดขนาด 18x8, 67x28 และ  

        100x42  
 

เมื่อไดรูปรางและขนาดของกริดที่เหมาะสมแลว จึงนํากริดที่ไดมาใชในการคํานวณหาการ
กระจายอุณหภูมิดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม ซ่ึงจะได temperature contour ดังแสดงในรูปที่ 
4.18 

 

 
 

รูปที่ 4.18 การกระจายของอุณหภูมิภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสี่เหล่ียมมีวงกลมตรงกลาง 
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จากนั้นทําการคํานวณหาฟลักซความรอนจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม จะ
ได 816.2=q    kW ซ่ึงจะเห็นไดวา ผลลัพธที่ไดจากโปรแกรมมีความสอดคลองกับผลเฉลยที่ได
จากการใชวิธีตัวประกอบรูปรางเปนอยางดี โดยมีคาความแตกตางนอยกวา 0.05%   

 
4.1.4  การนําความรอนในแผนสามเหลี่ยมท่ีมีการผลิตความรอนภายใน 
กรณีทดสอบนี้เปนกรณีสุดทายสําหรับการตรวจสอบสวนการคํานวณที่เกี่ยวของกับพจน

การแพรกระจายในโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น โดยเพิ่มการผลิตความรอน (heat 

generation) เขาไปในสมการครอบคลุม ในที่นี้ โดเมนเปนแผนสามเหลี่ยมดานเทาสูง 1 หนวย ที่
มีการผลิตความรอนภายในและมีอุณหภูมิที่ขอบทุกดานเทากับศูนย ดังแสดงในรูปที่ 4.19 ซ่ึงการ
ตรวจสอบกระทําไดโดยนําผลที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมาเปรียบเทียบกับ
ผลเฉลยแมนตรงของ Carslaw and Jaeger (1959)  

3/2

genQ
y

x

 
รูปที่ 4.19 แผนสามเหลี่ยมดานเทาสูง 1 หนวย 

 
สมการครอบคลุมของปญหาการนําความรอนที่มีการผลิตความรอนอยูภายในแบบสองมิติ

ในพิกัดคารทีเซียน คือ 
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                        (4.8) 

 
ทําการแกสมการหาผลเฉลยแมนตรงของปญหา จะไดเปนลักษณะการกระจายอุณหภมูติาม

ตําแหนงตางๆภายในสามเหลี่ยม ดังสมการ  
 

yxyxy
k

QT )3)(32(
4

−+−=                         (4.9) 
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เมื่อไดผลเฉลยแมนตรงดังสมการ (4.9) แลว ขั้นตอนตอไปจะเปนการคํานวณโดยใช
โปรแกรมเพื่อที่จะนํามาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงที่ได สําหรับการคํานวณดวยโปรแกรมใน
ขั้นตอนแรกนั้นจะทําการสรางกริดเริ่มตนโดยใชวิธี TFI ซ่ึงจะไดกริดที่มีลักษณะดังรูปที่ 4.20   

 

 
 

รูปที่ 4.20  กริดที่สรางโดยใชวิธี TFI บนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสามเหลี่ยม 

 
จากนั้นทําการปรับกริดใหมีความสม่ําเสมอมากขึ้นโดยใชวิธีการแกสมการอิลิปติกซึ่งจะ

ไดกริดที่มีลักษณะดังรูปที่ 4.21 

 
 

รูปที่ 4.21  กริดที่สรางโดยการแกสมการอลิิปติกบนโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสามเหลี่ยม 
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สําหรับกรณีที่เปนแผนสามเหลี่ยมดานเทาที่มีการผลิตความรอนภายในนี้ ไดทําการ

ทดสอบคุณสมบัติความเปน grid independent โดยการใชกริดขนาด 10x10 20x20 และ 30x30 
ซ่ึงพบวาเสนการกระจายอุณหภูมิที่ไดจากการคํานวณโดยใชกริดขนาด 20x20 และ 30x30 กริด มี
คาใกลเคียงกัน ซ่ึงแสดงใหเห็นวาผลลัพธที่ไดมีคุณสมบัติความเปน grid independent จึง
เลือกใชกริดขนาด 20x20 ในการคํานวณ   ผลการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับคา
อุณหภูมิที่ตําแหนงตางๆบนโดเมนสามารถแสดงเปนเสน contour ไดดังรูปที่ 4.22 

 

 
 

รูปที่ 4.22 การกระจายของอุณหภูมิภายในโดเมนที่มีรูปรางเปนแผนสามเหลี่ยม 
 

จากการเปรียบเทียบผลลัพธจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมกับผลเฉลยแมน
ตรง จะเห็นไดวา ผลการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรมีความสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรง
เปนอยางดีดังแสดงในกราฟรูปที่ 4.23 ซ่ึงแสดงวาโปรแกรมมีความถูกตองเปนที่นาพอใจสําหรับ
การแกปญหาการนําความรอนแบบสภาวะอยูตัวที่มีโดเมนเปนแผนสามเหลี่ยมที่มีการผลิตความ
รอนภายใน  
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รูปที่ 4.23  การเปรียบเทียบการกระจายอณุหภูมิระหวางผลลัพธจากการคํานวณดวยระเบียบวิธี  
       ไฟไนตวอลุมโดยใชกริดขนาด 20x20 กับผลเฉลยแมนตรง ที่ตําแหนง 3/1=x  

 
4.2 ปญหาการไหลและการถายเทความรอน 

 หลังจากที่ไดตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่มีเฉพาะสวนของการ
คํานวณการแพรกระจาย (diffusion part) แลว ในหัวขอนี้ เราจะแสดงผลจากกรณีทดสอบที่ใชใน
การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดมีการเพิ่มสวนของการพา (convection 

part) ลงไป โดยมีรายละเอียดของปญหาที่นํามาทดสอบดังตอไปนี้  
 
 4.2.1 การไหลแบบราบเรียบผาน gradual–expansion channel 

 สําหรับสวนการคํานวณที่ประกอบดวยการพารวมการแพรกระจาย (convection and 

diffusion parts) ของโปรแกรมคอมพิวเตอร เราจะเลือกปญหาการไหลแบบราบเรียบผาน 
gradual–expansion channel เพื่อใชเปนกรณีทดสอบแรกในการตรวจสอบความถูกตองของ
โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น ซ่ึงรูปรางของชองการไหลและเงื่อนไขขอบถูกแสดงดังรูปที่ 
4.24 โดยสวนโคงของผนังดานบนถูกนิยามโดยความสัมพันธระหวางโคออรดิเนต y และ x 

ดังตอไปนี้ 

( )wall
Re1 0.5 tanh 2 30 tanh 2 , 0

Re 3
xy x⎡ ⎤⎛ ⎞= − − − ≤ ≤⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

                    (4.10)

 

เมื่อตัวประกอบความเร็วคารทีเซียนที่ทางเขาถูกกําหนดโดยให  ( )23 1
2

u y= −  และ 0v =  
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 เงื่อนไขขอบที่ทางออกของชองทางไหล คือ การไหลเปนแบบพัฒนาเต็มที่แลว (fully-

developed flow) และมีระนาบสมมาตรอยูที่ระนาบ y = 0  
 
 

flow

symmetry plane

outlet

inlet

wall

y

x

ywall (x)

(0,0) (Re/3,0) x

 
รูปที่ 4.24  รูปรางของ gradual–expansion channel  

 
 

รูปที่ 4.25  กริดขนาด 32x32 สําหรับการไหลผาน gradual–expansion channel ที่ Re = 10 
 

 
รูปที่ 4.26  กริดขนาด 32x32 สําหรับการไหลผาน gradual–expansion channel ที่ Re = 100 
      (not to scale) 
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รูปที่ 4.27  การกระจายของความดันที่ผนงัดานบนของชองทางไหล ที่ Re = 10 
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รูปที่ 4.28  การกระจายของความดันที่ผนงัดานบนของชองทางไหล ที่ Re = 100 
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 numerical scheme ที่ถูกใชในที่นี้คือ power-law scheme โดยทําการตรวจสอบ
โปรแกรมกับปญหาการไหลที่ Re = 10 และ Re = 100 กริดขนาด 32x32 สําหรับการไหลที่ Re 

ทั้งสองแสดงดังรูปที่ 4.25 และ 4.26 ผลกระทบตอการกระจายความดันที่ผนังดานบนซึ่งเกดิจาก
การใชกริดขนาดตางกันถูกแสดงในรูปที่ 4.27 และ 4.28 รวมกับการเปรียบเทียบกับผลลัพธที่ได
จากการคํานวณโดยใชระเบยีบวิธีไฟไนตเอลิเมนตของ Cliffe et al. (1982) ซ่ึงจะเหน็ไดวากรดิ
ทั้งสองขนาด (32x32 และ 80x80) ใหผลลัพธที่มีคาใกลเคียงกัน ซ่ึงหมายความวาผลลัพธที่มีความ
เปน grid independent แลวนั่นเอง 
 ที่ Re = 10 ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณมีความสอดคลองกับขอมูลของ Cliffe et al. ใน
ทุกพื้นที่ ยกเวนที่บริเวณทางเขาซึ่งมีคาเกรเดียนตของความดันขนาดใหญ โดยที่ความแตกตางที่
เกิดขึ้นอาจเนือ่งมาจากการใชวิธีการคํานวณที่ตางกันหรืออาจเปนไปไดวา เราจําเปนตองใชกริดที่มี
ขนาดความละเอียดมากๆเฉพาะการคํานวณในบริเวณนี้ อยางไรก็ตาม สําหรับการไหลที่ Re = 100 
ผลการคํานวณที่ไดมีความสอดคลองกันเปนอยางดกีับ benchmark ของ Cliffe et al. ตลอดทั้ง
โดเมนการคํานวณ 

 การตรวจสอบความถูกตองนีแ้สดงใหเห็นวาสวนของการคํานวณทีเ่กีย่วของกับการไหลใน
โปรแกรมคอมพิวเตอรที่เพิม่เขาไป ทั้งในสวนที่เกี่ยวเนื่องกับสมการโมเมนตัมและสมการความดัน
แกไข มีความถูกตองเปนทีน่าพอใจ 
 
 4.2.2 การถายเทความรอนของการไหลแบบราบเรียบผานทรงกระบอกกลม 

 ปญหาที่สองที่ถูกนํามาสอบเทียบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรในสวนของการ
ไหลนี้ คือ ปญหาการถายเทความรอนของการไหลแบบราบเรียบผานทรงกระบอกกลม ซ่ึงเปน
ปญหาพื้นฐานที่ไดรับความสนใจอยางกวางขวาง จึงมีทั้งผลการทดลองและผลการคํานวณให
เปรียบเทียบเปนจํานวนมาก  
 รูปที ่ 4.29 แสดงรูปรางและขนาดของโดเมนการคํานวณ โดยมเีงื่อนไขขอบดังแสดงใน 
รูปที่ 4.30  เนื่องจากความสมมาตรของปญหา เราจึงพิจารณารูปทรงกระบอกเพยีงครึ่งเดียวเทานั้น 
ที่ทางเขาของโดเมน ความเรว็ u ถูกกําหนดใหเปนคาคงที่ และ ความเร็ว v ถูกกําหนดใหมีคาเปน
ศูนย  ทางออกของโดเมนถูกวางที่ระยะทาง 7 เทาของขนาดเสนผานศูนยกลางทรงกระบอกจาก
ทางเขาของโดเมน และขอบที่ระนาบ y = 0 ถูกวางที่ระยะทาง 3 เทาของขนาดเสนผานศูนยกลาง
วัดจากศูนยกลางของทรงกระบอก  ทั้งนี้เพื่อใหมั่นใจวาการไหลเปนแบบ open flow ซ่ึงขอบทั้ง
สองจะไมรบกวนการไหลในบริเวณใกลทรงกระบอก   
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รูปที่ 4.29  รูปรางและขนาดของโดเมนการไหลผานทรงกระบอกกลม  
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รูปที่ 4.30  เงื่อนไขขอบของโดเมนการคํานวณสําหรับการไหลผานทรงกระบอกกลม 
 

 เอนธาลปบนผิวของทรงกระบอกถูกกําหนดใหมีคาคงที่เทากับ 100 kJ/kg โดยเอนธาลปที่
ทางเขาของโดเมนก็ถูกกําหนดใหมีคาคงที่ดวย นัน่คือ hin = 20 kJ/kg ซ่ึงคาเอนธาลปทั้งสอง
รวมถึงคาความแตกตางของเอนธาลประหวางผิวทรงกระบอกกับทางเขาที่ถูกกําหนดขึ้นมานี้ ไมมี
ผลตอคุณลักษณะดานความรอน (heat transfer characteristics) ของการไหลเนื่องจากคุณสมบตัิ
ตางๆของการไหลมีคาคงที ่
 เราเลือกใชกริดขนาด 50x18 และ 100x36 สําหรับการคํานวณการไหลที่ Re = 40 

ผลกระทบตอคานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ย (average Nusselt number) และคา drag coefficient 

จากการใชกริดที่ตางกันถูกแสดงในตารางที่ 4.1 ผลลัพธถูกเปรียบเทียบกับสหสัมพันธ 
(correlation) ของ Hilpert (1933) และผลการทดลองของ Tritton (1959)  ซ่ึงจะเห็นไดวา
ผลลัพธที่ไดจากการใชกริดขนาดตางกันทั้งสองมีความใกลเคียงกัน      ซ่ึงเปนการบงบอกวา
การใชก ริดขนาด  50x18 ก็มีความละเอียดเพียงพอที่ จะทํ าใหผลลัพธมีความเปน  grid 

independent แลว ดังนั้น สําหรับการคํานวณในหัวขอนี้จะใชกริดขนาด 50x18 เทานั้น 
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ตารางที่ 4.1  คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยและคา drag coefficient สําหรับกริดที่มีขนาดตางกนั 
 

Nusselt number Drag coefficient Grid 
Correlation Computed % Diff Measured Computed % Diff 

50x18 3.246 - 4.04% 1.437 -9.34% 
100x36 

3.383 
3.283 -2.96% 

1.585 
1.390 -12.30% 

 
 
 การกระจายของกริดถูกแสดงในรูปที่ 5.21 ซ่ึงในที่นี้เซลลภายในทรงกระบอกจะไมถูก
นํามาคํานวณและจะถูกกัน (block) ออกจากการไหลโดยตัดความเชื่อมตอระหวางเซลลภายใน
ทรงกระบอกกับเซลลที่ติดกันที่อยูในสนามการไหล  สําหรับ numerical scheme ที่ใชการคํานวณ
ทั้งหมดจะใช SOU (second order upwind) ยกเวนวาจะมีการบงบอกเฉพาะสําหรับการคํานวณ
บางรายการ 

 ในที่นี้ คาเรยโนลดนัมเบอร (Reynolds number) ถูกกําหนดโดย 
 

Red
Udρ
μ

=                         (4.11)

 
เมื่อ d คือเสนผานศูนยกลางของทรงกระบอก U คือความเร็วที่ทางเขา และ ρ และ μ  คือความ
หนาแนนและความหนดืของของไหลตามลําดับ 
 

 
รูปที่ 4.31  กริดขนาด 50x18 สําหรับการไหลผานทรงกระบอกกลม (not to scale) 
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รูปที่ 4.32  การกระจายของความดันบนผิวของทรงกระบอก 
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รูปที่ 4.33  การกระจายของความดันบนผิวของทรงกระบอกสําหรับการไหลที่ Re = 40 และ     
      Re = 100 โดยเปรียบเทยีบกับผลการคํานวณของ Fornberg (1980) 
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 รูปที่ 4.32 แสดงสัมประสิทธิ์ความดันไรมิติ (dimensionless pressure coefficient) ที่
คํานวณได เปรียบเทียบกับผลลัพธของ Thom (1933), Kawaguti (1953) และ Apelt (1961) 

โดยสัมประสิทธิ์ความดันไรมิติ (Cp) ถูกกําหนดโดย 
 

0
20.5p

p pC
Uρ

−
=                         (4.12)

 
เมื่อ p คือความดันที่ตําแหนงตางๆรอบทรงกระบอก และ 0p  และ U  คือ ความดันและความเรว็ที่
ทางเขาของโดเมน  Re ของการไหลเทากบั 40 คาของ Cp ถูกพล็อตที่ตําแหนงมุม θ  ตางๆซึ่งวัด
เทียบจากจุด stagnation ดานหนาของทรงกระบอก 

 เราจะเห็นไดวาผลการคํานวณโดยใช SOU scheme มีความสอดคลองคอนขางดีทั้งกับผล
การทดลองและผลการคํานวณที่มีผูทําวิจยัมากอนหนานี ้ ลักษณะและแนวโนมของกราฟมีลักษณะ
ที่คลายคลึงกัน โดยคาสัมประสิทธิ์ความดนัเริ่มลดลงจากจุด stagnation ดานหนาของทรงกระบอก 
จนกระทั่งตกลงจนถึงจุดต่ําสุดที่มุมประมาณ 80o  จากนั้นกราฟจึงยกขึ้นอีกเล็กนอยจากจุดดังกลาว 
ผลการคํานวณที่ไดมีคาใกลเคียงกันมากกับผลลัพธของ Kawaguti แมวาผลการทํานายจะมีคาสูง
กวาผลการทดลองของ Thom เล็กนอยที่คา θ  > 30o 

 นอกจากนั้น ยงัมีการเปรียบเทียบผลการคํานวณของการไหลที ่Re = 40 และ Re = 100 
กับผลการคํานวณของ Fornberg (1980) ซ่ึงจากการเปรียบเทียบดังแสดงในรูปที่ 4.33 จะเห็นได
วาผลลัพธที่ไดมีความสอดคลองกันอยางนาพอใจ 

 ความยาวของบริเวณปด (closed region) ของ streamlines ดานหลังทรงกระบอก (รูปที่ 
4.34) ถูกคํานวณและนํามาเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Taneda (1956) ดังแสดงในรูปที ่
4.35  สําหรับการทดลองเสนผานศูนยกลางของทรงกระบอกคือ 6 mm และ 2.95 mm ในขณะที่
เสนผานศูนยกลางของทรงกระบอกที่ใชในการคํานวณคือ 0.1 m  ความยาวของบริเวณปด (s) ถูก
ทําใหเปนพจนไรมิติโดยการหารดวยเสนผานศูนยกลาง (d) และพล็อตในชวงของเรยโนลดนัม
เบอรตั้งแต 10 ถึง 40  
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รูปที่ 4.34  บริเวณปดของ streamlines ดานหลังทรงกระบอก 
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รูปที่ 4.35  ความยาวบริเวณปดของ streamlines ดานหลังทรงกระบอกเปรียบเทยีบกับผลการ 

                   ทดลองของ Taneda (1956) 
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 จากรูปที่ 4.35 จะเห็นไดวาคา s/d เพิ่มขึน้เปนเสนตรงตามคา Re ที่เพิ่มขึ้น ซ่ึงในที่นี้การ
คํานวณใช numerical scheme 2 แบบ คือ SOU และ hybrid ซ่ึงจะเห็นวาผลการคํานวณทีใ่ช 
scheme ทั้งสองใหผลลัพธที่ใกลเคียงกับผลการทดลองของ Taneda ถึงแมวา คาที่ทํานายโดยใช 
hybrid scheme จะมีคาต่ํากวาเล็กนอย และ คาที่ทํานายโดยใช SOU scheme จะมีคาสูงกวาบาง 
ที่ Re > 30 

 คา drag coefficient (CD) ของทรงกระบอกถูกนิยามโดย 
 

20.5
D

D
FC

U dρ
≡                         (4.13)

 
เมื่อ  FD  คือ drag force ทีก่ระทําบนทรงกระบอก โดย drag force ประกอบดวย pressure drag 

(Dp) ซ่ึงเกิดจากความแตกตางของความดนัในทิศทางการไหลและ friction  drag (Df) ที่เกิดจาก
ความเคนเฉือนที่พื้นผิว (surface shear stress) ซ่ึงคาทั้งสองสามารถคํานวณจากสมการตอไปนี ้
 

cosp sD p dAθ= ∫                         (4.14)

sinfr w sD dAτ θ= ∫  (4.15)
 
เมื่อ τw คือความเคนเฉือนบนพื้นผิวทรงกระบอกและ As คือ พื้นที่ผิวของทรงกระบอก 

 รูปที่ 4.36 แสดงการเปรียบเทียบ drag coefficient ที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรม
คอมพิวเตอร กับผลการทดลองของ Tritton (1959) และผลการคํานวณของ Thom (1929), 

Kawaguti (1953), Apelt (1961) และ Keller and Tatami (1966) 

 จากการคํานวณที่ Re = 20, 40 และ 100 จะพบวาแนวโนมของกราฟเปนไปในทิศทาง
เดียวกันกับทั้งผลการทดลองและผลการคํานวณของนักวจิัยทานอืน่ ซ่ึง CD  เปนฟงกชันของเรย
โนลดนัมเบอร โดยที่ CD  มีคาลดลงเมื่อ Re มีคาเพิ่มขึ้น สําหรับ Re = 20 และ 40 การทํานาย
ใหผลที่ใกลเคยีงกันมากกับผลการทดลอง อยางไรก็ตามสําหรับคา Re ที่สูง (Re = 100) ผลที่ได
จากการคํานวณจะมีคาต่ํากวาผลการทดลองอยูบาง ที่เปนเชนนี้ ก็อาจเนื่องมาจากสาเหตุที่วา เมื่อ 
Re > 40 แมวาการไหลยังเปนแบบราบเรียบ แตก็จะเริ่มมีลักษณะเปนการไหลแบบไมอยูตัว 
(unsteady) บางแลว ซ่ึงสมมติฐานของการคํานวณในที่นี้ที่กําหนดใหเปนการไหลแบบอยูตวั จะ
ทําใหเกดิความคลาดเคลื่อนของผลลัพธได โดยเฉพาะในสวนของการคํานวณคา Dp ซ่ึงเปนผลมา
จากการกอตวัของ wake เนื่องจากการไหลแบบไมอยูตวัดานหลังทรงกระบอก ทั้งนี ้ผลการคํานวณ
ของนักวจิัยอ่ืนที่นํามาเปรียบเทียบก็ลวนแลวแตกระทําที่ Re 40≤  ทั้งสิ้น ดังแสดงในตารางที่ 4.2 
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ตารางที่ 4.2  ชวงของเรยโนลดนัมเบอรที่ใชในการคํานวณที่มีผูทํามากอนเปรียบเทยีบกับชวงที ่
        ใชในการคํานวณปจจุบนั 
 

Authors Re 
Thom (1929) 10 – 20  

Kawaguti (1953) 40 
Apelt (1961) 40 

Keller and Tatami (1966) 2 – 15 
Present calculation 20 – 100 
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รูปที่ 4.36  คา drag force ที่กระทําบนผวิทรงกระบอก 

 
ในสวนของการถายเทความรอนของการไหล เราจะทําการเปรียบเทียบคานัสเซิลทนัมเบอร

ที่ตําแหนงตางๆรอบพื้นผิวทรงกระบอกกบัผลการทดลองของ Eckert and Soehngen (1952) ดัง
แสดงในรูปที่ 4.37  ในที่นีก้ําหนดใหคา Re ของการไหลเทากับ 28.1 โดยคานัสเซิลทนัมเบอรที่
ตําแหนงตางๆ (Nu) ถูกกําหนดโดยสมการ 
 

in

Pr

s

qNu d
h h μ

′′
≡ ⋅ ⋅

−
                        (4.16)
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เมื่อ q′′  คือคาฟลักซความรอนที่ตําแหนงตางๆ,  hs และ  hin  คือคาเอนธาลปที่ทรงกระบอกและที่
ทางเขาของการไหล ตามลําดับ, Pr คือพรันดเทิลนัมเบอร (Prandtl number) ซ่ึงมีคาเทากับ 0.7 

และ μ  คือคาความหนดืของของไหลซึ่งถูกกําหนดใหเทากับ 0.1 ในทีน่ี ้
 คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยสามารถคํานวณไดจาก 
 

Nu
Nu s

s

dA

dA
= ∫

∫
                        (4.17)

ซ่ึงในรูปที่ 4.38 คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ไดจากผลการคํานวณสําหรับการไหลที่ Re ตางๆ 
ตั้งแต Re = 10 ถึง 100 ถูกนํามาเปรียบเทยีบกับ empirical correlation ของ Hilpert (1933) ที่
กําหนดโดยสมการตอไปนี ้

1 3Nu Re PrmC=                         (4.18)
 
เมื่อ C และ m เปนคาคงที่ ซ่ึงแสดงคาดังตารางที่ 4.3 
 

ตารางที่ 4.3 คาคงที่ในสมการ empirical correlation ของ Hilpert (1933) 
 

Re C m 
4 – 40 0.911 0.385 

40 – 4000 0.683 0.466 
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รูปที่ 4.37 การกระจายคานสัเซิลทนัมเบอรรอบทรงกระบอกที่ Re = 28.1 
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รูปที่ 4.38 คานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยเปรียบเทียบกับคาที่ไดจาก empirical correlation 

 
 

 จากรูปที่ 4.37 จะเห็นไดวาผลการคํานวณสอดคลองกับผลการทดลองเพียงในสวนของ
แนวโนมกราฟที่มีความคลายคลึงกันเทานั้น เมื่อคา θ  > 40o  ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณมีคานอย
กวาผลที่ไดจากการทดลอง อยางไรก็ตามแนวโนมของกราฟมีสวนคลายกันในแงทีว่า คานัสเซิลท
นัมเบอรลดลงโดยตลอดนับตั้งแตจุด stagnation ดานหนาของทรงกระบอกเปนตนมา และสําหรับ 
θ  > 160o คาของ Nu ทั้งจากการคํานวณและการทดลองก็เพิ่มขึ้นเล็กนอยจนกระทั่ง θ  = 180o 

 จากรูปที่ 4.38 พบวาคานัสเซิลทนัมเบอรเฉลี่ยที่ไดจากการทํานายผลมีความสอดคลองกัน
ดีกับ empirical correlation ของ Hilpert  ซ่ึงสามารถสรุปไดวา Nu  เปนฟงกชันของ Re ซ่ึง 
Nu  มีคาเพิ่มขึ้นเมื่อ Re มีคาเพิ่มขึ้น ถึงแมวาการคํานวณจะใหคาที่ต่ํากวา แตคาที่ไดกย็ังอยูในชวง
ของความผิดพลาด  25% ที่เปนที่ยอมรบักันทั่วไปจากการใชสหสมัพันธประเภทนี้ (Incropera 
and de Witt, 2002) 
 ผลการคํานวณในหัวขอนี้แสดงใหเห็นวาสมการการพาความรอนไดถูกใสเขาไปอยาง
ถูกตองในโปรแกรมคอมพิวเตอร และ numerical scheme ทั้งแบบ SOU และ hybrid ก็ไดผาน
การทดสอบดวย 
 
 4.2.3 การไหลแบบปนปวนผาน inclined backward facing step 

 หลังจากที่ไดมกีารเพิ่มสวนของแบบจําลองความปนปวน standard k-ε  พรอม wall 

functions ลงไปในโปรแกรมคอมพิวเตอร เพื่อใหสามารถคํานวณการไหลแบบปนปวนได เราจะ
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ทําการทดสอบความถูกตองของโปรแกรมกับปญหาการไหลใน backward facing step ซ่ึงมี
ทางเขาเปนแบบเอียง โดยเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Westphal et al. (1984) รูปรางของ
ชองทางไหลแสดงดังรูปที่ 4.39 ซ่ึงจะเหน็ไดวาทางเขาเอียงเปนมุมลงเล็กนอย α  เมื่อเทียบกับสวน
ที่เหลือของชองทางไหล คาความยาวลักษณะเฉพาะ (characteristic length) Lch ถูกกําหนดให
เทากับความสงูของ step คือ H  ความยาวของชองทางไหลกอนถึง step คือ 3H  และความยาว
ทั้งหมดนับจาก step คือ 22H  คาความเร็วลักษณะเฉพาะ (characteristic velocity) ถูก
กําหนดใหเปน Uref  และ Re ถูกกําหนดโดย 
 

refRe U Hρ
μ

=                         (4.19)

 
 และมีคาเทากบั 42000 

 กริดขนาด 30x20 ที่ใชในการคํานวณถูกแสดงในรูปที่ 4.40 ซ่ึงในสวนของการตรวจสอบ
ความเปน grid-independent ของผลลัพธ ไดมีการใชกริดละเอียดขนาด 60x40 ในการคํานวณ
ดวย โดยผลการคํานวณของการกระจายความดันและความเคนเฉือนทีผ่นังดานบนและดานลางของ
ชองทางไหลจากการใชกริดขนาดตางกันนี้ถูกแสดงในรูปที่ 5.42 ถึง 5.45 จะเหน็ไดวากริดทั้งสอง
ใหผลที่คลายคลึงกัน จึงอาจถือไดวาผลลัพธจากการใชกริดขนาด 30x20 มีความเปน grid-

independent เพียงพอแลว ในสวนของ numerical scheme ในที่นีไ้ดมีการใชทั้ง QUICK และ 
ในการทดสอบ ซ่ึงไดผลลัพธที่แทบจะไมแตกตางกัน จึงจะแสดงเฉพาะผลลัพธที่ไดจากการใช 
QUICK scheme เทานั้น 
 

o

Uref
inlet outlet

wall

wall

3H
x

y

22H

7.62
12.7

H=5.08

α=10

 
 

 รูปที่ 4.39 รูปรางและมิติของโดเมนการไหลภายในชองทางไหลแบบ inclined  
      backward facing step 
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    รูปที่ 4.40 กริดขนาด 30x20 ที่ใชในการคํานวณการไหลภายในชองทางไหลแบบ inclined 
        backward facing step 
 
 
 โพรไฟลของความเร็วที่ทางเขาถูกกําหนดใหเปนแบบ fully-developed turbulent flow 

โดยใช 1/7th law (Schlichting, 1979) ดังนี ้
 

1 7

ref
yu U
δ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                        (4.19)

 
เมื่อ δ  ถูกกําหนดใหมีคาเทากับครึ่งหนึ่งของความสูงที่ทางเขา  
 คา turbulent kinetic energy (k) ที่ทางเขาถูกกําหนดจาก 
 

22l uk
yCμ

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

                        (4.20)

 
เมื่อ 

( )min ,0.09l yκ δ=                         (4.21)
 
และคา dissipation rate ของ turbulent kinetic energy (ε) มีคาดังนี ้
 

3 2
3 4 kC

lμε =                         (4.22)

 
 การไหลที่ทางออกถูกสมมติใหเปนแบบ fully developed      ดงันั้นจะใชเงื่อนไขขอบคือ 
เกรเดียนตของ u เปนศูนย และ v มีคาเทากับศูนย ที่ผนังดานบนและลางจะใช wall functions ชวย
ในการคํานวณ 
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รูปที่ 4.41 โพรไฟลความเรว็ที่ตําแหนงตางๆของการไหลผาน inclined backward facing step 
 
 
 
 
 
 
 

            Westphal et al. 1984 (Exp) 
 
            QUICK  
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รูปที่ 4.41 (ตอ)  โพรไฟลความเร็วที่ตําแหนงตางๆของการไหลผาน inclined backward facing 
  step 

 
 
 
 
 
 

            Westphal et al. 1984 (Exp) 
 
            QUICK  
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รูปที่ 4.42  ความเคนเฉือนบนผนังดานลาง (ดานที่มี step) ของชองทางไหลแบบ inclined       
      backward facing step 
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รูปที่ 4.43  ความเคนเฉือนบนผนังดานบน (ดานตรงขาม step) ของชองทางไหลแบบ         
      inclined backward facing step 
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รูปที่ 4.44  ความดันบนผนงัดานลาง (ดานที่มี step) ของชองทางไหลแบบ inclined backward 
      facing step 
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รูปที่ 4.45  ความดันบนผนงัดานบน (ดานตรงขาม step) ของชองทางไหลแบบ inclined    
      backward facing step 
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 ในที่นี้ความเร็วและระยะทางถูกทําใหเปนตัวแปรไรมิติโดย Uref และ x นั่นคือ 

refU u U= และ X x H=  โดยรูปที่ 4.41 แสดงการเปรียบเทียบโพรไฟลของความเร็วที่ไดจาก
ผลการคํานวณกับผลการทดลอง ซ่ึงจะเห็นไดวาผลลัพธที่ไดมีความสอดคลองกันดีที่ทุกตําแหนง
ในชองทางไหล 

 รูปที่ 4.42 และ 4.43 แสดงการกระจายของความเคนเฉือนไรมิติบนผนังดานบนและ
ดานลางของชองทางไหล  ผลการคํานวณมีแนวโนมไปในทิศทางเดียวกันกับผลการทดลอง แตใน
บริเวณที่เกิดการหมุนวน (recirculation region) ผลการคํานวณมีความแตกตางพอสมควรเมื่อ
เปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Westphal et al. ความแตกตางที่เกิดขึ้นนี้มีสาเหตุมาจาก wall 

functions ที่ใชซ่ึงไมสามารถใหผลที่แมนยําในบริเวณใกลผนังที่มีความดันยอนกลับ (adverse 

pressure gradients) ขอบกพรองนี้เปนจุดออนที่เปนที่ทราบกันดีของการใชแบบจําลองความ
ปนปวน standard k-ε  รวมกับ wall functions 

 รูปที่ 4.44 และ 4.45 เปรียบเทียบความดันไรมิติ ref
2
ref0.5

p p
Uρ

−  บนผนังดานบนและดานลาง

ของชองทางไหลที่ไดจากการคํานวณกับผลการทดลอง โดยความดันอางอิง pref  เปนความดัน
สถิตยบนผนังดานบนที่ทางเขา  จากรูปทั้งสอง แมวาแนวโนมของกราฟจะคลายกัน แตคาความดัน
ไรมิติที่เปนลบในบริเวณที่มีความดันยอนกลับที่ไดจากการคํานวณมีขนาดเล็กกวาผลการทดลอง
คอนขางมาก ปรากฏการณที่เกิดขึ้นนี้เปนการยืนยันถึงความไมแมนยําของแบบจําลองความ
ปนปวน standard k-ε  สําหรับการไหลประเภทนี้ 
 อยางไรก็ตาม จากผลลัพธที่แสดงในหัวขอนี้ เราสามารถสรุปไดวาแบบจําลองความ
ปนปวน standard k-ε ไดถูกใสเพิ่มเขาไปในโปรแกรมคอมพิวเตอรอยางถูกตอง พรอมกันนี้ก็ได
ทําการทดสอบ QUICK numerical scheme ไปดวย 
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บทที่ 5 
กรณีทดสอบสําหรับแบบจําลองความปนปวน 

 
 

 เพื่อใหโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นมาสามารถนําไปใชในการคํานวณแกปญหา
การไหลที่ ซับซอนมากๆ  เชน  การไหลแบบปนปวนในลักษณะที่ เปนการไหลหมุนวน 
(recirculating flows) การไหลที่มีการแยกตัว (separating flows) หรือการไหลแบบหมุนควง 
(swirling flows) ได จึงไดมีการศึกษาแบบจําลองความปนปวนอื่นๆ เพิ่มเติม นอกเหนือจาก
แบบจําลอง standard k-ε โดยในที่นี้ ไดเลือกแบบจําลอง k-ω  และ k-ε-γ  ขึ้นมาศึกษา ซ่ึงการที่ยัง
มุงเนนที่แบบจําลองความปนปวนแบบ two-equation ก็เนื่องมาจากความรวดเร็วในการคํานวณ 
และความสะดวกตอผูใช (users) ทั่วไปสําหรับแบบจําลองประเภทนี้ 
 ในการทดสอบแบบจําลองที่กลาวมานั้น ไดทําการเปรียบเทียบกับผลการทดลองหรือผล
การคํานวณอื่นๆของปญหาแบบงายซึ่งมีกริดในลักษณะสี่เหล่ียมธรรมดา โดยทดสอบแบบจําลอง 
k-ω กับปญหาตอไปนี ้

1) การไหลและการถายเทความรอนแบบปนปวนผานชองทางไหลผนังเรียบ 

2) การไหลและการถายเทความรอนแบบปนปวนผาน backward facing step 

และทําการทดสอบแบบจําลอง k-ε-γ   กับปญหาตางๆ ดังนี ้
1) การไหลแบบปนปวนผานแผนเรียบ 

2) การไหลแบบปนปวนในทอ 
 

5.1 การไหลและการถายเทความรอนแบบปนปวนผานชองทางไหลผนังเรียบโดยใช  
      แบบจําลอง k-ω  

 เราจะใชผลการคํานวณดวยวิธี DNS (direct numerical analysis) ของ Mansour et al. 

(1988) เปนขอมูลอางอิงในการตรวจสอบความถูกตองของแบบจําลองความปนปวนที่ใช  สําหรับ
ปญหาการไหลแบบปนปวนผานชองทางไหลผนังเรียบ โดยกําหนดใหชองทางไหลมีลักษณะดัง
แสดงในรูปที่ 5.1  และสามารถหาคาเรยโนลดนัมเบอร (ReH) ของการไหลไดจากสมการ 
 
 

ReH  
μ

ρ HU o=  (5.1)

 
เมื่อ oU  คือ ความเร็วที่ทางเขา  Free stream และ H คือ ความสูงของชองทางไหล 
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รูปที่ 5.1 ลักษณะของปญหาการไหลผานชองทางไหลผนังเรียบ 

 
 
 กําหนดใหชองทางไหลมีขนาดความยาวและความสูงเทากับ 15.24 m และ 0.1524 m 

ตามลําดับ  ซ่ึงการไหลจะมีการพัฒนาตัวเขาสูการไหลแบบ  Fully developed เมื่อบริเวณทางเขา 
(Inlet region) มีความยาวประมาณ 50 เทาของระยะ H  (กําหนดใหของไหลมีความหนาแนน
เและความหนืดสัมบูรณเทากับ 1.19 3kg/m และ 25 s/m.N1080.1 −× ตามลําดับ) สําหรับการไหลที ่
ReH 13750=  จะได 1.36 m/soU =  

 สําหรับการทดสอบความเปน grid independent ของผลการคํานวณ ไดเลือกใชกริดแบบ
สม่ําเสมอลักษณะเดียวกันกับกริดในรูปที่ 5.2  สามขนาดคือ  52x32, 102x62 และ 152x92  ซ่ึง
แสดงผลการคํานวณการกระจายความเร็วของชองทางไหลที่ทางออกซึ่งไดจากการใชแบบจําลอง 
standard ε−k  และ ω−k  ดังรูปที่ 5.3 และ 5.4 ตามลําดับ จากรูปทั้งสอง จะพบวา กริดขนาด   
102x62 มีความละเอียดเพียงพอที่จะใหผลการคํานวณที่ถูกตองและการเพิ่มจํานวนกริดใหมากกวา
นี้จะไมมีผลตอผลลัพธที่ไดจากการคํานวณมากนัก 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 5.2  ลักษณะของกริดแบบสม่ําเสมอที่ใชสําหรับปญหาการไหลผานชองทางไหลผนังเรียบ 
   (not to scale) 
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รูปที่ 5.3  ความเร็ว u/U0 ที่ตําแหนงทางออกซี่งไดจากการคํานวณดวยแบบจําลอง 
 ความปนปวน standard ε−k   สําหรับ ReH 13750=  
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.4  ความเร็ว u/U0 ที่ตําแหนงทางออกซึ่งไดจากการคํานวณดวยแบบจําลอง 
 ความปนปวน ω−k    สําหรับ ReH 13750=    
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รูปที่ 5.5  ความเร็ว u/U0 ที่ตําแหนงทางออกซึ่งไดจากการจําลองการไหลเปรียบเทียบ 

กับผลการคํานวณดวยวิธี DNS สําหรับ ReH 13750=   
 

รูปที่ 5.5 แสดงการเปรียบเทียบคาความเร็ว u/U0 ณ ตําแหนงทางออก (ซ่ึงการไหลเปน
แบบ fully developed แลว) ที่ไดจากแบบจําลอง standard ε−k  และ ω−k  โดยใชกริดขนาด 
102x62  กับผลการคํานวณดวยวิธี  DNS    ซ่ึงจะเห็นไดวา  คาความเร็ว u/U0 ที่ไดจากการคาํนวณ
ดวยแบบจําลอง standard ε−k  และ ω−k  มีความสอดคลองกันดีกับผลจากวิธี DNS                           
 ตอไป จะทําการทดสอบแบบจําลองความปนปวนในสวนของการถายเทความรอน โดย
จากผลการทดลองของ Sparrow et al. (1966) ชองทางไหลถูกกําหนดใหมีความสูงและความ
กวางเทากับ 0.01524 m และ 0.0762 m ตามลําดับ  และมีความยาวเปน 140 เทาของ DH  และ
กําหนดใหผนังดานบนและดานลางบริเวณทางเขาไมมีการใหความรอน (Unheated) เปนระยะ
เทากับ 40DH (รูปที่ 5.6)  เพื่อใหแนใจวาการไหลเปนแบบ Fully developed กอนเขาสูบริเวณที่
ใหความรอนดวย heat flux, q′′   (ระยะนี้ถูกเลือกโดย Harnett et al.(1962)) ผลการทดลองที่ได
ในสวนของการถายเทความรอนสามารถแสดงในรูปของ correlation ไดดังนี้ 
 

400.8 PrRe0.023Nu .=  (5.2)
 

เมื่อ  Re  คือ คาเรยโนลดนัมเบอรอางอิงจากคา Hydraulic diameter โดย Re = 
μ

ρ HuD  
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 DH  คือ Hydraulic diameter มีคาเทากับ 0.0254 m ซ่ึงหาไดจาก 
P
ADH

4
=  

 A  คือ พื้นที่หนาตัดของชองทางไหล 

และ P  คือ ความยาวรอบรูปหนาตัดของชองทางไหล 

 ในการจําลองปญหาเพื่อคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร กําหนดใหของไหลมี
คุณสมบัติดังนี้ 
 ความหนาแนน เทากับ      1.19 kg/m3 
 ความหนดืสัมบูรณ เทากับ      1.80×10-5 N.s/m2 
 อุณหภูมิทางเขา เทากับ      298 K 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.6 ลักษณะของปญหาการไหลและการถายเทความรอนผานชองทางไหลผนังเรียบ 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

รูปที่ 5.7  ความเร็ว u/U0 ที่ตําแหนงทางออก  สําหรับ Re = 20000 
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 การตรวจสอบความเปน Grid independent ของผลลัพธแสดงดังรูปที่ 5.7 โดยกริดที่
เลือกใชในการคํานวณตอไปคือกริดขนาด 102x62  

 สําหรับผลลัพธในสวนของการถายเทความรอนนั้น  ถูกแสดงอยูในรูปตัวแปรไรมิตินัสเซิล
นัมเบอรเฉลี่ย (Average Nusselt number, Nu )  โดยรูปที่ 5.8  แสดงคานัสเซิลนัมเบอรเฉลี่ยที่
เรยโนลดนัมเบอรตางๆกัน  ซ่ึงจะเห็นไดวาผลการคํานวณดวยแบบจําลอง standard ε−k  และ 

ω−k  มีความใกลเคียงกัน และเมื่อเปรียบเทียบกับ Correlation ของ Sparrow et al. ก็มีความ
สอดคลองกันที่ทุกๆ คาเรยโนลดนัมเบอร  ซ่ึงแสดงใหเห็นถึงความถูกตองของแบบจําลองที่ใชใน
โปรแกรมคอมพิวเตอร 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 5.8 คานัสเซิลนัมเบอรเฉลี่ยที่เรยโนลดนัมเบอรตางๆ สําหรับ q ′′ =1000 W/m2 
 
 
5.2 การไหลและการถายเทความรอนแบบปนปวนผาน backward facing step โดยใช  
      แบบจําลอง k-ω 

สําหรับในกรณีนี้  จะทําการคํานวณทั้งในสวนของการไหลและการถายเทความรอน  โดย
การไหลเปนแบบปนปวนผาน backward facing step โดยมีโดเมนของการไหลแสดงดังรูปที่ 5.9 

ความสูงของ step เทากับ h และมีทางเขาของชองทางไหลขนาดเทากบั 2h โดยความยาวหลัง step 
และความสูงมขีนาดเทากับ 20h และ 3h ตามลําดับ  สําหรับความเร็วทางเขาจะอางอิงเทียบกบั
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ความเร็วที่ Free stream (Uref) ซ่ึงเมื่อของไหลไหลผานชองทางไหลที่ถูกขยายออกใหกวางขึน้  
จะทําใหเกดิบริเวณของการไหลหมุนวน (recirculation region) ขึ้นที่มุมของผนังดานลางเปน
ระยะทาง Xr  ซ่ึงเรียกวา Reattachment length 

 ผลการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรจะถูกนําไปตรวจสอบกับผลการคํานวณดวยวิธี 
DNS ของ Avancha and Pletcher (2002) ซ่ึงคาเรยโนลดนัมเบอรสําหรับการไหลลักษณะนี้ ถูก
กําหนดโดย 
 

refReh
U hρ
μ

=  (5.3)

   
 

รูปที่ 5.9 ลักษณะของปญหาการไหลและการถายเทความรอนผาน backward facing step 
 
 
 ในการจําลองการไหลกําหนดคา h เทากับ 0.041 m ดังนั้นทางเขาของชองทางไหลจะมี
ขนาดเทากับ 0.082 m โดยชองทางไหลที่ขยายออกมีความสูงเทากับ 0.123 m ซ่ึงทําใหมี
อัตราสวนขยาย (expansion ratio) เทากับ 1.5  สําหรับเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 5540 โดย
คุณสมบัติของของไหลที่ใชมีคาดังนี้ 
 ความเร็วอางองิ  (Uref) = 2.063 m/s  
 ความหนาแนน ( ρ ) = 1.194 3kg/m  
 ความหนดืสัมบูรณ ( μ ) = 510823.1 −× 2s/m.N  
 คาการนําความรอน (k) = 0.02574 W/m.K 
 อุณหภูมิทางเขา (Tinlet) = 293 K 
 ความจุความรอนจําเพาะ (Cp)  = 1006 J/kg.K 
 

Uref 
H
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Wall heat flux , q″
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และเลือกใชกริดขนาด 202x120  ในการคํานวณ (ทดสอบความเปน grid independent ที่กริด
ขนาด 102x60, 202x120 และ 252x160) โดยรูปแบบของกริดแสดงดังรูปที่ 5.10 

  

 
         รูปที่ 5.10 รูปแบบกริดที่ใชในการจําลองการไหลผาน backward facing step สําหรับ    
             5540Re =h  (not to scale) 
 
 

 
รูปที่ 5.11 และ 5.12  แสดงความเร็ว u/Uref และ v/Uref  ที่ h/x  ตางๆ  กันที่ไดจากผล

การคํานวณดวยแบบจําลอง standard ε−k  และ ω−k  เปรียบเทียบกับผลจากวิธี DNS สําหรับ 

5540Re =h  ตามลําดับ  จะเห็นไดวา  ผลการคํานวณจากแบบจําลองทั้งสองไมแตกตางกันมาก
นักในทุกๆ บริเวณ และพบวาผลดังกลาวมีความสอดคลองกันดีกับผลจากวิธี DNS อยางไรก็ตาม 
จะพบวา แบบจําลอง ω−k  สามารถทํานายผลไดดีกวาแบบจําลอง standard ε−k  ในบริเวณที่มี
การหมุนวน 

รูปที่ 5.13 และ 5.14 แสดงเวกเตอรความเร็วและ streamlines ของการไหลผาน 
backward facing step ที่ไดจากผลการคํานวณโดย แบบจําลอง ω−k  ซ่ึงจะสังเกตเห็นบริเวณ
การหมุนวนเกิดขึ้นใกลผนังดานลางติดกับชองทางไหลที่ขยายออกโดยรายละเอียดของการหมุนวน
จะเห็นไดอยางชัดเจนในภาพขยายในรูปที่ 5.15 โดยจะพบบริเวณการหมุนวนขนาดเล็กเกิดขึ้นที่
บริเวณใกลกับ Step  ซ่ึงบริเวณนี้จะมีขนาดใหญขึ้นในกรณีที่ขนาดความสูงของ Step เพิ่มมากขึ้น 
 

    

y 

x  
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        รูปที่ 5.11 ความเร็ว u/Uref ที่ไดจากผลการจําลองการไหลผาน backward facing step  
     เปรียบเทียบกับผลจากวิธี DNS สําหรับ 5540Re =h  ที่ h/x ตางๆ  กัน 

                      (        DNS,      standard ε−k  ,             ω−k )ล 
 
 

 
 
          รูปที่ 5.12  ความเร็ว v/Uref ที่ไดจากผลการจําลองการไหลผาน backward facing step  
      เปรียบเทียบกับผลจากวิธี DNS สําหรับ 5540Re =h  ที่ h/x ตางๆ  กัน 

                         (        DNS,          standard ε−k  ,             ω−k )ล 
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รูปที่ 5.13 เวกเตอรความเรว็ของการไหลผาน backward facing step สําหรับ 5540Re =h  

รูปที่ 5.14 เสน streamlines ของการไหลผาน backward facing step สําหรับ 5540Re =h  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 5.15 รายละเอียดของเวกเตอรความเร็วและ streamlines บริเวณที่เกดิการหมุนวน 

    สําหรับ 5540Re =h  
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จากรูปที่ 5.9 เมื่อของไหลไหลผานชองทางไหลเขามาสูชองทางไหลที่ขยายออกจะมีการ
กําหนดใหผนังดานลางตลอดความยาวมีการใหฟลักซความรอนคงที่ (q″) ปริมาณเทากับ 1000 

W/m2 โดยในสวนนี้เราสนใจพฤติกรรมการถายเทความรอนที่อาจจะสามารถอธิบายโดยใชตัวแปร
ไรมิติสแตนตันนัมเบอร (St) ซ่ึงเปนคาอัตราสวนการพาความรอนตอฟลักซความรอน  โดย
คาสแตนตันนัมเบอรหาไดจาก  

 

( ) ( )
St

p p w b

h q
uC UC T x T xρ ρ

′′
= =

−⎡ ⎤⎣ ⎦
 (5.4)

 
รูปที่ 5.16 แสดงคาสแตนตันนัมเบอรหลังการไหลผาน backward facing step ที่ h/x

ตางๆ  กัน พบวาผลการคํานวณจากแบบจําลอง ω−k  มีความใกลเคียงกับผลการคํานวณดวยวิธี 
DNS พอสมควร ในขณะที่ การใชแบบจําลอง Standard ε−k   แมวาจะมีแนวโนมของผลลัพธ
เปนไปในทิศทางเดียวกันกับผลจากวิธี DNS แตก็ใหผลการทํานายคา St ที่สูงกวากันคอนขางมาก  

เมื่อพิจารณารูปที่ 5.17 ซ่ึงแสดงการกระจายอุณหภูมิไรมิติ ((T-Tref) / Tref) ตลอดความสูง
ของชองทางไหลที่ h/x ตางๆ  กันประกอบ  ก็จะสังเกตไดวาผลลัพธจากแบบจําลอง standard 

ε−k  ใหคาอุณหภูมิที่ต่ํากวาผลจากวิธี DNS ที่ทุกตําแหนง  ในขณะที่ผลจากการใชแบบจําลอง  
ω−k  มีสอดคลองกับผลจากวิธี DNS มากกวา ดังนั้น จึงอาจสรุปไดวาแบบจําลอง ω−k  

สามารถทํานายผลทั้งการไหลและการถายเทความรอนไดแมนยํากวา แบบจําลอง standard ε−k  
สําหรับการไหลประเภทนี้ 
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     รูปที่ 5.16  คาสแตนตันนัมเบอรหลังการไหลผาน backward facing step ที่ h/x ตางๆ  กัน 

                    (        DNS,      Standard ε−k  ,             ω−k )ก 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.17 การกระจายอณุหภูมิไรมิติที่ h/x ตางๆ  กัน 

                              (         DNS,             standard ε−k ,           ω−k ) น 
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5.3 การไหลแบบปนปวนผานแผนเรียบโดยใชแบบจําลอง k-ε-γ  

สําหรับการไหลผานแผนเรียบซึ่งคาของเรยโนลดนัมเบอร LRe  มากกวา 610  การไหลจะ
มีลักษณะเปนแบบปนปวนและเกิดชั้นขอบแบบปนปวน (turbulent boundary layer) ที่บริเวณ
ใกลผิวของแผนเรียบดังแสดงในรูปที่ 5.18 โดยเรยโนลดนัมเบอรมีคาดังนี้  
 

                                       
μ

ρ Lu
L

∞=Re  (5.5)

 
และกําหนดให displacement thickness, ∗δ  และ momentum thickness, θ  มีคาดังตอไปนี ้
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รูปที่ 5.18 ลักษณะของปญหาการไหลแบบปนปวนผานแผนเรียบ 

 
 
 
 Dewan and Arakeri (2000) ไดทําการศึกษาปญหาการไหลแบบปนปวนผานแผนเรียบ
ดวยแบบจําลองความปนปวน k-ε-γ ที่ตําแหนง 2600Re =θ  โดยคาเรยโนลดนัมเบอรที่ขึ้นกับคา 
momentum thickness นี้ ถูกกําหนดจาก 
 

                                       
μ

θρ
θ

∞=
uRe  (5.8)

 
ดังนั้นจึงกําหนดใหของไหลเปนอากาศซึ่งไหลผานแผนเรียบที่มีความยาวเทากับ 1 m และมี
ความเร็วที่ไหลเขา ∞u  เทากับ 50 m s  ( 610233Re ×= .L ) 
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รูปที่ 5.19  เงื่อนไขขอบและกริดทีใ่ชในการคํานวณ (ขนาด 102x202) สําหรับการไหล
  แบบปนปวนผานแผนเรียบ (not to scale) 

 
 

 รูปที่ 5.19 แสดงกริดที่ใชในการคํานวณและเงื่อนไขขอบของปญหา โดยในที่นี้ ใช 
power-law scheme (scheme เดียวกันกับที่ใชในการคํานวณของ Dewan and Arakeri) ในการ
ประมาณพจนของการพา สําหรับการทดสอบความเปน grid independent ของผลลัพธ เรา
คํานวณหาลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว u+  ดวยจํานวนกริดที่แตกตางกัน 3 ขนาด คือ
82x102, 102x202 และ 152x252  ดังแสดงในรูปที่ 5.20 ซ่ึงจะเห็นวา กริดขนาด  102x202 ให
ผลลัพธที่มีความเปน grid independent แลว สวนในรูปที่ 5.21 และ 5.22 แสดงผลการคํานวณ
ลักษณะการกระจายตัวของ intermittency factor และ turbulent kinetic energy ที่ตําแหนง 

2600Re =θ  ตามลําดับ 
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 รูปที่ 5.20  การกระจายตัวของความเร็ว u+ ในชั้นขอบที่ตําแหนง 2600Re =θ  ที่ไดจาก
                       การใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาด 
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 รูปที่ 5.21 ลักษณะการกระจายตัวของ intermittency factor ที่ตําแหนง 2600Re =θ  
 

 

 
 
 

 รูปที่ 5.22  ลักษณะการกระจายตัวของ turbulent kinetic energy ที่ตําแหนง 
  2600Re =θ  
 
 จากรูปที่ 5.21 และ 5.22 จะเห็นไดวาผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน 
Low-Re k-ε-γ นั้นมีความคลายคลึงกับผลการคํานวณของ Dewan and Arakeri และมีความ
ใกลเคียงกับผลการทดลองของ Klebanoff (1955) มากกวาผลการคํานวณของ Chien (1982) ที่
ใชแบบจําลอง Low-Re k-ε ในกรณีของการกระจายคา turbulent kinetic energy  อยางไรก็ตาม

γ  

δy  

δy  

2
∞uk  
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ผลการคํานวณที่ไดจะมีความแตกตางกับผลของ Dewan and Arakeri อยูบางในชวงบริเวณ
ภายนอกชั้นขอบ ( 1>δy ) เนื่องจากที่บริเวณนี้ Dewan and Arakeri ใชแบบจําลองความ
ปนปวน k-ε-γ ที่ไมไดประกอบดวย damping function, μf , 1f , 2f      (รายละเอียดแสดงใน
บทที่ 3)  

 สําหรับการทํานายลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว จะนําผลการคํานวณจากโปรแกรม
คอมพิวเตอรมาทําการเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Klebanoff (1955) โดยในกรณีนี้ 
กําหนดใหของไหลเปนอากาศไหลผานแผนเรียบที่มีความยาวเทากับ 3 m และมีความเร็วที่ไหลเขา 

∞u  เทากับ 50 m s  ( 610709Re ×= .L ) โดยกอนอื่นจะทําการทดสอบความเปน grid 

independent จากผลของการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง Re 8000θ = โดยการใชกริดที่มี
ขนาดตางกันสามขนาดคือ 122x152, 152x202 และ 202x252  ดังแสดงในรูปที่ 5.23  ซ่ึงจะเห็น
ไดชัดเจนวากริดขนาด 152x202 ก็สามารถใหผลลัพธที่มีความเปน grid independent แลว 
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 รูปที่ 5.23  การกระจายตัวของความเร็วu+ ในชั้นขอบที่ตําแหนง Re 8000θ =  ที่ไดจาก
                      การใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาด 
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รูปที่ 5.24 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วu+ ในชั้นขอบที่ตําแหนง 8000Re =θ  

 
 
 
 
 
 

 
 
 

รูปที่ 5.25 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วภายในชัน้ขอบที่ตําแหนง 8000Re =θ  
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 รูปที่ 5.26 ลักษณะการกระจายตัวของ intermittency factor ที่ตําแหนง 8000Re =θ  
 
 
 

 
 ผลการคํานวณจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมที่ประกอบดวยลักษณะการกระจายตัวของ
ความเร็ว u+ , ความเร็ว u u∞ และ intermittency factor แสดงในรูปที่ 5.24 ถึง 5.26 ตามลําดับ 
ลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว u+ และความเร็ว u u∞ ในชั้นขอบที่คํานวณไดมีความ
สอดคลองกับผลการทดลองเปนอยางดี แตในสวนของ intermittency factor ถึงแมวาแนวโนม
ของกราฟจะเปนไปในทิศทางเดียวกัน แตคาที่คํานวณไดก็มีความแตกตางจากผลการทดลองอยู
พอสมควร ซ่ึงความแตกตางที่ เกิดขึ้นนี้ อาจเนื่องมาจากการที่สมการ transport ของ 
intermittency factor ที่ใชยังไมมีแมนยําเพียงพอสําหรับการคํานวณที่ตําแหนง θRe  สูงๆ เชนนี้ 
 
5.4 การไหลแบบปนปวนในทอโดยใชแบบจําลอง k-ε-γ 

การไหลในทอจะเปนเริ่มเปล่ียนเปนการไหลแบบปนปวน เมื่อคา 2300Re >  และการ
ไหลนี้จะกลายเปน fully developed flow ที่ตําแหนง L ในชวงประมาณ 25 ถึง 40 เทาของขนาด
เสนผานศูนยกลางของทอ (D)  ดังนั้นจึงกําหนดโดเมนของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอดัง
แสดงในรูปที่ 5.27 เมื่อคาเรยโนลดนัมเบอร (Re) ถูกคํานวณจาก  
 

μ
ρ DuinRe =  (5.9)

 
ซ่ึงสําหรับโดเมนที่พิจารณาในที่นี้ จะกําหนดให in6=D  (0.1524 m)  

δy  

γ  
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 สําหรับกรณีทดสอบนี้ จะใชแบบจําลองความปนปวนทั้งแบบ High-Re k-ε-γ และ Low-

Re k-ε-γ  ในการคํานวณ รวมถึงใชแบบจําลอง standard k-ε ในการเปรียบเทียบกับแบบจําลอง
ทั้งสองดวย  ในสวนของ numerical scheme จะใช hybrid scheme ในการประมาณพจนของ
การพา  ผลการคํานวณที่ไดจะถูกนําไปเปรียบเทียบกับผลการทดลอง (Schlichting, 1979) ที่มีคา
เรยโนลดนัมเบอรเทากับ 34.0 10× , 51051 ×.  และ 61023 ×.   กริดที่ใชในการคํานวณเปนกริด
แบบไมสม่ําเสมอ  (non-uniform) โดยมีเงื่อนไขขอบดังแสดงในรูปที่ 5.28 (เนื่องจากโดเมนของ
ปญหามีความสมมาตรจึงใชเงื่อนไขขอบแบบสมมาตรรวมดวย) ซ่ึงเงื่อนไขขอบที่ทางเขาสามารถ
กําหนดไดดังนี้ 
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รูปที่ 5.27 ลักษณะของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
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และใช  Wall function สําหรบั k และ ε ที่บรเิวณใกลผนัง01.=γ
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รูปที่ 5.28 เงื่อนไขขอบและกริดขนาด 32x22 ที่ใชสําหรับปญหาการไหลแบบปนปวนใน
 ทอ สําหรับการไหลที่ 3Re 4.0 10= ×  (not to scale) 
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 สําหรับการไหลในกรณี 31004Re ×= .  ไดทดสอบความเปน grid independent ของผล
การคํานวณสําหรับทั้ง 3 แบบจําลอง โดยใชกริด 3 ขนาดคือ 22x17, 32x22 และ 52x32 และ
เลือกใชกริดขนาด 32x22 สําหรับการคํานวณในกรณีนี้ 
 สําหรับกรณีที่การไหลมี 51051Re ×= . เราจะเลือกใชกริดขนาด 62x42 (ทดสอบความ
เปน grid independent ที่กริดขนาด 52x32, 62x42 และ 82x62) และในกรณีที่ 61023Re ×= .  
จะเลือกใชกริดขนาด 152x202 ในการคํานวณ (ทดสอบความเปน grid independent ที่กริดขนาด 
102x82, 152x202 และ 182x222) 
 ผลการคํานวณการกระจายตัวของความเร็วตามแนวรัศมีที่ ( )R R r R′ = −  ตางๆ ที่ไดจาก
แบบจําลองความปนปวนทั้งสาม ถูกนําไปเปรียบเทียบกับผลการทดลอง (Schlichting, 1979) ดัง
แสดงในรูปที่ 5.29 ถึง 5.31 ที่ตําแหนงของการไหลเปนแบบพัฒนาเต็มที่แลว (ตําแหนง L = 

D30  หรือ 5724.x =  m) 
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 รูปที่ 5.29 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง 5724.x =  m ( D30 ) 

  กรณี 31004Re ×= .  
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 รูปที่ 5.30 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง 5724.x =  m ( D30 ) 

  กรณี 51051Re ×= .  
 
 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

 
R′  
 

รูปที่ 5.31   ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนง 5724.x =  m ( D30 ) 

     กรณ ี 61023Re ×= .  

  
 จากรูปที่ 5.29 – 5.31 จะสังเกตเห็นไดวาผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน
ทั้งสามคอนขางจะใกลเคียงกัน ซ่ึงในกรณีที่ Re มีคาสูง ( 51051Re ×= .  และ 61023Re ×= . ) จะ
พบวาผลลัพธที่ไดมีความสอดคลองกับผลการทดลองเปนอยางดี  อยางไรก็ตามในกรณีที่ 

31004Re ×= .  ผลการคํานวณที่ไดคอนขางจะแตกตางจากผลการทดลอง โดยเฉพาะในบริเวณ
ใกลผนัง ( R′  มีคานอยกวา 0.2) โดยแบบจําลอง Low-Re k-ε-γ ใหแนวโนมที่ดีกวาแบบจําลอง 
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Exp  
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standard k-ε และ High-Re k-ε-γ  เล็กนอย ซ่ึงความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้น นาจะเกิดจากการทีก่าร
ไหลที่คา Re นี้ เปนการไหลในชวง transition ซ่ึงยังไมเปนการไหลแบบปนปวนเต็มรูปแบบ
นั่นเอง จึงทําใหการใชแบบจําลองความปนปวนในการคํานวณไมมีประสิทธิภาพเพียงพอ 
 นอกจากนี้เรายังไดทําการเปรียบเทียบผลการคํานวณการกระจายตัวของ u+  ในชั้นขอบ
ของทอที่ตําแหนงของการไหลเปนแบบพัฒนาเต็มที่แลว (ตําแหนง L = D30  หรือ 5724.x = m) 
สําหรับการไหลที่ 41004Re ×= .  กับผลการทดลองของ Laufer (1954) ผลการคํานวณของ 
Nagano and Hishida (1987) ที่ใชแบบจําลอง Low-Re k-ε-γ  แบบเดียวกัน และผลการคํานวณ
ของ  Lam and Bremhorst (1981) ที่ใชแบบจําลอง modified k-ε  ดังแสดงในรูปที่ 5.32 โดย
ใชขนาดทอเทาเดิมและเลือกใชกริดขนาด 152x202 (ทดสอบความเปน grid independent ที่กริด
ขนาด 122x152, 152x202 และ 202x252) 
 

 
 
 

 รูปที่ 5.32 ลักษณะการกระจายตวัของความเร็วไรมิตใินชั้นขอบของทอที่ตําแหนง  
  5724.x =  m ( D30 ) กรณี 41004Re ×= .  

 
 

 จากรูปที่ 5.32 จะเห็นไดวาผลการคํานวณที่ไดมีความใกลเคียงกับผลการคํานวณของ 
Nagano and Hishida  และมีความสอดคลองกันเปนอยางดีกับผลการทดลอง โดยผลการคํานวณ
ที่ไดมีความแมนยํากวาผลการคํานวณของ Lam and Bremhorst ที่ใชแบบจําลอง modified k-ε  
ซ่ึงแสดงใหเห็นถึงประสิทธิภาพของแบบจําลองความปนปวน Low-Re k-ε-γ ที่ใชในที่นี้ 
 
 

+y  

+u  
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บทที่ 6 
สรุปผล 

 
 

 ในโครงการวิจัยนี้ ไดมีการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรขึ้น เพื่อใชสําหรับการคํานวณการ
ไหลและการถายเทความรอนในโดเมนที่ซับซอน      ซ่ึงการคํานวณกระทําโดยใชระเบียบวิธีไฟ
ไนตวอลุมบนพิกัดแบบกระชับขอบเขต โดยทําการแปลงพิกัด (coordinate transformation) ของ
สมการครอบคลุมในพิกัดคารทีเซียนใหอยูในรูปของสมการในพิกัดแบบกระชับขอบเขต โดยใช
สัมประสิทธิ์ของรูปราง (geometric coefficients) เปนตัวชวย และทําการดิสครีไทซสมการเชิง
อนุพันธไม เชิงเสนนี้  ใหอยูในรูปของสมการไฟไนตวอลุม  โดยที่การดิสครีไทซนี้ทําใน 
computational space (ในขณะที่ สัมประสิทธิ์ของรูปราง คํานวณมาจาก physical space) 

จากนั้นจึงทําการแกสมการโดยใช numerical scheme และ solver ตางๆ โดยพิจารณาที่ความ
ถูกตองของผลลัพธที่ได (accuracy) และเสถียรภาพของกระบวนการคํานวณ (stability) สําหรับ
การแกสมการโมเมนตัมควบคูกับการหาคาความดัน ใชวิธี SIMPLE (Semi-Implicit Method 

for Pressure-Linked Equations) ของ Patankar and Spalding (1972)   รวมกับกริดแบบเยื้อง
กัน โดยใชตัวประกอบความเร็วแบบคารทีเซียนเปนตัวแปรตาม เพื่อหลีกเลี่ยงการดิสครีไทซสมการ
ที่มี curvature terms  เนื่องจากการใชตัวประกอบความเร็วแบบ covariant โดยแบบจําลองความ
ปนปวนเบื้องตนที่ใชในงานวิจัย คือแบบจําลอง standard k-ε รวมกับ wall function นอกจากนี้ 
ในงานวิจัยก็ยังมีการศึกษาเพิ่มเติมเกี่ยวกับแบบจําลอง k-ω  และ k-ε-γ  ในการจําลองการไหลแบบ
ปนปวนดวย 
 ในระหวางการประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอร เพื่อใหแนใจในความถูกตองของโปรแกรม 
ไดมีการปรับเทียบความถูกตองของโปรแกรม (validation) เปนระยะๆ โดยปญหาที่นํามา
ตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอร เปนปญหาแบบงายซึ่งมีผลเฉลยแมนตรง ผลการทดลองหรือมีผล
การคํานวณจากนักวิจัยอ่ืนๆ ที่ไดทํามากอนหนานี้ โดยเริ่มจากการตรวจสอบโปรแกรมที่มีเฉพาะ
สวนการคํานวณการแพรกระจาย กับปญหาการนําความรอนในแผนรูปทรงตางๆ จากนั้นจึงทําการ
เพิ่มสวนการคํานวณการไหลและการถายเทความรอนเขาไปในโปรแกรม และทําการทดสอบกับ
ปญหาการไหลแบบราบเรียบผาน gradual–expansion channel  การไหลผานทรงกระบอกกลมที่
มีความรอน  จากนั้นจึงไดมีการเพิ่มแบบจําลองความปนปวน standard k-ε ลงไปในโปรแกรม
และทําการทดสอบโปรแกรมกับปญหาการไหลแบบปนปวนผาน inclined backward facing 

step สําหรับในสวนของแบบจําลองความปนปวนอื่นๆ ก็ไดมีการทดสอบกับปญหาการไหลแบบ
ตางๆ  เชน การไหลภายในชองทางไหล และการไหลผาน backward facing step เปนตน 
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นอกจากนี้ numerical scheme ที่ใชสําหรับประมาณคาพจนการพา ทุก scheme ทั้ง upwind, 

hybrid, power-law, QUICK หรือ SOU ก็มีการตรวจสอบความถูกตองทุกครั้ง หลังจากที่มีการ
เพิ่ม scheme เหลานี้เขาไปในโปรแกรม 
 จากผลการทดสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ เขียนขึ้นมานี้ จะเห็นไดวาโปรแกรมมี
ประสิทธิภาพในระดับที่นาพอใจ โดยสามารถทํานายผลไดใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรง และผล
การทดลองหรือผลการคํานวณตางๆ ที่นํามาเปรียบเทียบ โดยเฉพาะสําหรับปญหาทางดานกล
ศาสตรของไหลและการถายเทความรอนที่ไมซับซอนนัก เชน การนําความรอนในแผนรูปทรง
ตางๆ หรือ การไหลแบบราบเรียบโดยทั่วไปนั้น การคํานวณจะใหผลลัพธที่มีความแมนยําคอนขาง
สูง  
 อยางไรก็ตาม ในกรณีของปรากฏการณการไหลที่คอนขางซับซอน เชน การไหลแบบ
ปนปวนตางๆ นั้น แมวาผลการคํานวณที่ไดจะมีความสอดคลองกับผลการทดลอง แตก็ยังมีความ
คลาดเคลื่อนเกิดขึ้นบางในบางบริเวณ เชนบริเวณการหมุนวนที่มีความดันยอนกลับ  เปนตน ซ่ึง
ความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นนี้ ไมไดเปนผลมาจากตัวโปรแกรมหรือจากวิธีการคํานวณโดยรวม แต
เปนผลมาจากแบบจําลองความปนปวนที่ใช เชน แบบจําลอง standard k-ε  มักจะใหผลที่ไมคอย
แมนยํานักสําหรับการไหลในบริเวณใกลผนัง และในบริเวณที่เกิด separation หรือเกิดบริเวณการ
ไหลหมุนวน  ซ่ึงขอบกพรองเหลานี้ สามารถแกไขได โดยเลือกใชแบบจําลองความปนปวนที่มี
ความเหมาะสมสําหรับการไหลในแตละประเภท สําหรับในที่นี้ ก็ไดมีการทดสอบแบบจําลองความ
ปนปวนชนิดอื่นๆ คือแบบจําลอง k-ω  และ k-ε-γ  ซ่ึงพบวาแบบจําลองทั้งสองมีประสิทธิภาพที่
ดีกวาแบบจําลอง  standard k-ε  สําหรับปญหาการไหลที่นํามาทดสอบในที่นี้ โดยสมการ 
transport ของ intermittency ที่เพิ่มเขามาสําหรับแบบจําลอง k-ε-γ  ทําใหไมจําเปนตองใช wall 

function ในการคํานวณบริเวณใกลผนัง ซ่ึงทําใหผลลัพธที่ไดมีความแมนยําขึ้น และในกรณีของ
แบบจําลอง k-ω  ก็สามารถทํานายผลที่เกี่ยวของกับการถายเทความรอนไดดีกวา แบบจําลอง  
standard k-ε  อยางเห็นไดชัด 

 จากการตรวจสอบผลการคํานวณที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรทั้งหมดที่แสดงในรายงาน
ฉบับนี้ สามารถยืนยันไดวาโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นมีความถูกตองเพียงพอที่จะนําไปใชงาน หรือ
ประยุกตใชในงานวิจัยระดับสูงตอไป 

ในสวนของขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยที่ควรทําตอไปในอนาคต เพื่อใหโปรแกรม
คอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นมานี้สามารถทํานายผลการไหลที่ซับซอนในงานวิจัยระดับสูง ควรมีการ
พัฒนาเพิ่มเติมในสวนตอไปนี ้

 
1) ปรับปรุงโปรแกรมใหสามารถใชแบบจําลอง k-ω  และ k-ε-γ  ไดอยางเต็มรูปแบบใน

การคํานวณการไหลแบบปนปวนบนโดเมนที่ซับซอน 
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2) ทําการทดสอบโปรแกรมกับปญหาประเภทสถานะไมอยูตัว (unsteady) 

3) ศึกษาการนําวิธี LES (Large Eddy Simulation) ซ่ึงเปนวิธีที่สามารถทํานายผลการ
ไหลแบบปนปวนไดคอนขางแมนยํา เขามาใชรวมกับการคํานวณบนพิกัดกระชับ
ขอบเขต 

4) เพิ่ม accuracy และ stability ของการคํานวณ โดยใช numerical scheme ที่มี
ประสิทธิภาพสูง เชน TVD (Total Variation Diminishing) ซ่ึงรวมขอดีทางดาน 
accuracy และ stability ของ second order และ first order scheme เอาไวดวยกัน 

5)  ปรับปรุงโปรแกรมใหสามารถคํานวณบนโดเมนที่มีทั้งของแข็งและของไหลอยู
รวมกัน โดยมีการคํานวณปฏิสัมพันธระหวางของแข็งกับของไหลไปพรอมกัน เชน 
ในกรณีของ conjugate heat transfer หรือ deformation ของของแข็งที่เกิดจากการ
ไหล 

6) ปรับปรุงโปรแกรมใหมีลักษณะความเปน user-friendly มากขึ้น 

7) พัฒนาโปรแกรมใหสามารถคํานวณปญหาการไหลและการถายเทความรอนในสามมิติ
ได 

 
นอกจากนี้ ยังอาจจะทําการพัฒนาใหโปรแกรมสามารถแกปญหาทางวิศวกรรม

ประเภทตางๆ เชน การไหลที่มีการแผรังสีความรอน การไหลที่มีของไหลหลายสถานะผสมกัน 
(multiphase flow) การไหลที่มีการสันดาปเกิดขึ้น หรือการไหลที่ขอบของโดเมนสามารถ
เคลื่อนไหวได (flows with moving boundaries) เปนตน 
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