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เปนสมการ สมการเชิงอนุพันธยอยชนิดประวิง (delay partial differential equations) ที่มีลักษณะ
ใกลเคียงกันกับสมการ สมการของเบอรเจอร (Burger equation) และสมการ KdV (Korteweg-de
Vries equation) ซึ่งเปนสมการที่ถูกนํามาศึกษาโดยตรง และ ประยุกต เพื่อใชในการวิเคราะห
ปรากฏการณธรรมชาติในเชิงฟสิกสหลายดาน เนื่องดวยฟงกชันนัล G  ที่ปรากฏในสมการเปนไป
ไดอยางหลากหลาย งานวิจัยชิ้นนี้ไดทําการหาผลเฉลยวิเคราะห (analytical solutions) ของสมการ
(1) และจําแนกประเภททั้งหมดที่เปนไปไดของฟงกชันนัล G  แตเนื่องดวยความซับซอนของสม
การ จึงทําไดเฉพาะในกรณีฟงกชัน  G  ข้ึนอยูกับตัวแปร ( , )u x t τ−  เพียงตัวแปรเดียว และกรณี

( )( , ), ( , ) ( ( , ) ( , )) ( ( , ))G u x t u x t g u x t u x t H u x tτ τ τ τ τ− − = − − − + −

เมื่อ g  เปนฟงกชันนัลใดๆ ของ ( , ) ( , )u x t u x tτ− −  และ H  เปนฟงกชันนัลใดๆ ของ ( , )u x t
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is a delay partial differential equation with arbitrary functional G . The equation is similar to
Burger’s equation and KdV (Korteweg-de Vries equation) which are studied in many fields of
Physics. By the arbitrariness of he functional G , its solutions and the classification of them are
presented in this report. However, the complexity of problem restricts to be able to show only the
case G  depends on only ( , )u x t τ−  and the case

( )( , ), ( , ) ( ( , ) ( , )) ( ( , ))G u x t u x t g u x t u x t H u x tτ τ τ τ τ− − = − − − + − ,
where g  is an arbitrary functional of ( , ) ( , )u x t u x tτ− −  and H  is an arbitrary functional of

( , )u x t .



เนื้อหางานวิจัย
1. ท่ีมาและหลักการ
สมการเชิงอนุพันธยอยชนิดประวิง (delay partial differential equation - DPDE) ซ่ึงมีคาการประวิง 0τ > [2]
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เปนสมการที่มีลักษณะใกลเคียงกันกับสมการของเบอรเจอร (Burger equation) และสมการ KdV (Korteweg-de
Vries equation) ซ่ึงเปนสมการที่ใชในการอธิบายปรากฎการณการขยายตัวของกาซ (rarefaction gas) [1] เพื่อ
ความสะดวก เราจะสามารถเขียนสมการ (1.1) ใหมไดในรูป
(1.2) ( ),t xu uu G u uτ+ = ,
เมื่อ u τ หมายถึง ( , )u x t τ− , u  หมายถึง ( , )u x t  และ xu , tu  หมายถึงอนุพันธยอยของตัวแปรไมอิสระ u
เทียบกับตัวแปรอิสระ x  และ t  ตามลําดับ

เนื่องดวยสมการดังกลาวเปนสมการที่มีพจนประวิง ทําใหเปนการยากที่จะหาผลเฉลยวิเคราะห 
(analytical solution) แนวทางหนึ่งที่จะสามารถนํามาประยุกตใชในการหาผลเฉลยวิเคราะหของสมการเชิง
อนุพันธไดก็คือ การประยุกตใช กลุมวิเคราะห (group analysis) [8,9,10] โดยแนวคิดที่จะใชกลุมวิเคราะหหาผล
เฉลยของสมการเชิงอนุพันธชนิดประวิงมีมาไมนาน และถูกรวบรวมแนวคิดและพัฒนาเปนขั้นตอนวิธีในป พ.ศ. 
2546 [5,6,7]  นอกจากนี้กลุมวิเคราะหยังสามารถถูกนํามาประยุกตใชจําแนกประเภท (classification) ของสม
การเชิงอนุพันธโดยพิจารณาจากรูปแบบของผลเฉลยได

2. การประยุกตใชกลุมวิเคราะหหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ
โดยทฤษฎีของกลุมวิเคราะห เราจะพิจารณา สมมาตร (symmetry) ซ่ึงก็คือการแปลง (transformation)

:ϕ Ω×Δ → Ω  ที่สงผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธไปยังอีกผลเฉลยหนึ่งของสมการเดียวกัน โดย Ω  เปน
ปริภูมิของตัวแปร( , , )x t u  และ Δ⊂ R  เปนชวงสมมาตรรอบจุดศูนย ถากําหนดใหตัวแปร ε  เปนพารามิเตอร
ของการแปลง ϕ  ซ่ึงสงชุดตัวแปร ( , , )x t u  ไปยังชุดตัวแปรใหม ( , , )x t u  (ตัวแปรใหมยังคงอยูในเซตเดิม)
จะใชสัญกรณ ( , , ; ) ( , , )x t u x t uϕ ε =  หรือ ( , , ) ( , , )x t u x t uεϕ =  แทนความหมายดังกลาว
เซตของฟงกชัน εϕ  จะมีคุณสมบัติเปน  กลุมการแปลงพารามิเตอรเดี่ยวของปริภูมิ Ω  (a one-parameter
transformation group of space Ω ) ถาสมาชิกในเซตดังกลาวมีคุณสมบัติตอไปนี้ [7,8,9,10]
1.) 0( , , ) ( , , )x t u x t uϕ =  สําหรับทุกๆ ( , , )x t u ∈ Ω ;
2.) ( )

1 2 1 2
( , , ) ( , , )x t u x t uε ε ε εϕ ϕ ϕ +=  สําหรับทุกๆ 1 2 1 2, ,ε ε ε ε+ ∈ Δ  และ ( , , )x t u ∈ Ω ;

3.) ถา ( , , ) ( , , )x t u x t uεϕ =  สําหรับทุกๆ ( , , )x t u ∈ Ω , แลว 0ε = .



สัญกรณตอไปนี้  ( , , ; ), ( , , ; ), ( , , ; )x t ux x t u t x t u u x t uϕ ε ϕ ε ϕ ε= = =  สามารถนํามาใชไดโดยมีความ
หมายเดียวกันกับ ( , , ) ( , , )x t u x t uεϕ =

จากแนวคิดขางตน สามารถนิยามการแปลงตัวแปร u  ที่มีพจนประวิงและอนุพันธ ใหอยูในรูปแบบของตัวแปร
ใหมไดคือ ( , )u u x tτ τ= −  และ  / , /x tu u x u u t= ∂ ∂ = ∂ ∂  ตามลําดับ

การเชื่อมโยงระหวางสมมาตร และ สมการเชิงอนุพันธชนิดประวิงกระทําไดตามแนวคิดตอไปนี้
พิจารณาสมการเชิงอนุพันธยอยชนิดประวิงใดๆ
(2.1) ( , , , , , ) 0x tF x t u u u uτ =

สมการเชิงอนุพันธนี้จะเปนจริงสําหรับชุดตัวแปร ( , , )x t u  ซ่ึงเปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ และสําหรับ
ชุดตัวแปร ( , , )x t u  ซ่ึงไดมาจากการแปลงผลเฉลยดังกลาวดวยสมมาตรซึ่งสงผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ
(2.1) ไปยังผลเฉลยของสมการเดียวกัน หรือ เรียกอีกอยางหนึ่งวา สมมาตรซึ่งถูกรองรับโดยสมการเชิงอนุพันธ
(2.1) (symmetries admitted by equation (2.1) ) เมื่อแทนคาชุดตัวแปรดังกลาวลงในสมการเชิงอนุพันธ ก็จะทํา
ใหสมการ (2.1) เปนจริงดวย นั่นทําใหอนุพันธของสมการ (2.1) ที่มีตัวแปร , ,x t u  และ อนุพันธ ,x tu u  เทียบ
กับพารามิเตอร ε  ตองมีคาเปนศูนย

(2.2)                                 i
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เราเรียกตัวดําเนินการ iX  วา ตัวกอกําเนิดกณิกนันตของลี-แบ็กกลันดแบบบัญญัติ (a canonical Lie-Bäcklund
infinitesimal generator) [3] และเรียกสมการ (2.2) วาสมการกําหนด (a determining equation (DME)) เนื่องดวย
i

(2.1)
( , , , , , ) 0x tXF x t u u u uτ ≡ , ดังนั้นเราจะกลาววาตัวกอกําหนด iX  ถูกรองรับ (admitted) โดยสมการ (2.1)

หรือ สมการ (2.1) รองรับ (admits) ตัวดําเนินการ iX
ทฤษฎีของลี [8,9,10] กลาวไววาตัวดําเนินการดังกลาวจะสมนัยแบบหนึ่งตอหนึ่ง (one-to-one

correspondence) กับสมมาตร นั่นคือถาหาตัวดําเนินการ iX  ได เราก็จะสามารถหาสมมาตรได และในทํานอง
เดียวกันถาเราสามารถหาสมมาตรได เราก็จะสามารถหาตัวดําเนินการ iX  ไดเชนกัน



แนวความคิดของกลุมวิเคราะหในการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ  (2.1) จะไมไดหาผลเฉลยของ
สมการเชิงอนุพันธดังกลาวโดยตรง แตจะหาคาของฟงกชันไมทราบคา ,ξ η และ ζ  ที่ปรากฏในสมการกําหนด
(2.2) และเนื่องดวย ตัวดําเนินการ iX  สมมูลกับตัวดําเนินการแบบฉบับ (a classical infinitesimal generator)[9]

x t uX ξ η ζ= ∂ + ∂ + ∂

ทําใหสามารถประยุกตใชทฤษฎีของสมการเชิงอนุพันธ และ การวิเคราะห (analysis) หาผลเฉลยของสมการเชิง
อนุพันธ (2.1) โดยการหาผลเฉลยของสมการแคแรกเทอริสติก

(2.3)       dx dt du
ξ η ζ

= =

3. ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )u ux t u x t x t G u x t
t x

τ∂ ∂
+ = −

∂ ∂
โดยการประยุกตใชกลุมวิเคราะหหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ ทําใหสามารถหาสมการกําหนด

ของสมการ

(3.1)    ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )u ux t u x t x t G u x t
t x

τ∂ ∂
+ = −

∂ ∂
ไดโดยพิจารณาจาก j

( , )
( , ) 0

t x
t x u G u u uu

u uu G u uX τ

τ

= −
⎡ ⎤+ − ≡⎢ ⎥⎣ ⎦  และสมการกําหนดที่ไดคือ

(3.2)
( ) [ ]( )
( ) ( )

2

2

'

' 0

x x x t u x u t

u x t u x t

u G u u u u G G

G G G G u u

τ τ τ τ

τ τ τ

η η ξ ξ η η η ξ ξ ξ ζ

η η ζ η η η ζ ζ ζ

⎡ ⎤− − + + + + − − − +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤+ − − − − + − + + ≡⎢ ⎥⎣ ⎦

,

เมื่อ
( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ),x t u x t u x t u x t u x t u x t uτ τ τ τ τ τξ ξ ξ ξ τ η η η η τ ζ ζ ζ ζ τ= = − = = − = = −

( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ),x t u x t ux t u x t u x t u x t u x t u x t u
x t u x t u
ξ ξ ξ η η η

ξ ξ ξ η η η
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

( , , ), ( , , ), ( , , )x t ux t u x t u x t u
x t u
ζ ζ ζ

ζ ζ ζ
∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

และ ( )( , 2 )G G u x tτ τ= −

ในการหาคาฟงกชันไมทราบคา  ,ξ η และ ζ  เราจะพิจารณาวา , , , , ,x xx t u u u uτ τ  เปนตัวแปรอิสระใดๆ ทําให
สามารถลดทอนรูปของสมการ (3.2) เหลือเพียง
(3.3) ( )1 ' 0G u Gτξ − ≡ ,

และไดวา 1 2 1 1, ,x uξ ξ ξ η η ζ ξ= + = =  และ 1 2 1, ,ξ ξ η  เปนคาคงตัวใดๆ
3.1 เคอรเนล (kernel)
เคอรเนล เปนเซตของสมมาตรสําหรับสมการเชิงอนุพันธเมื่อ G  ฟงกชันนัลใดๆ ซ่ึงในกรณีนี้ สมการ (3.3) จะ
เปนจริงไดเมื่อคาคงตัว 1ξ  มีคาเปนศูนย ซ่ึงทําใหไดวา ξ  และ η  เปนคาคงตัวใดๆ และ ζ  มีคาเปนศูนย



กําหนดให 1Cξ =  และ 2Cη =  เมื่อพิจารณาสมการแคแรกเทอริสติกทําใหไดวา 
1 2 0

dx dt du
C C

= =  โดยทฤษฎี

บทของกลุมวิเคราะหทําใหไดวา ฟงกชันนัลใดๆ ของ ( )2 1,u C x C t−  จะมีคุณสมบัติเปนคาคงตัวภายใตแมนิ
โฟลด (manifold) ซ่ึงถูกกําหนดโดยสมการเชิงอนุพันธ (3.1) และ โดยทฤษฎีบทของการวิเคราะหทําใหเรา
สามารถเขียนตัวแปร u  ใหอยูในรูปของฟงกชันใดๆ ของ 2 1C x C t−  ได นั่นคือ ( )2 1u f C x C t= −  และ
คาที่ไดเปนรูปแบบของผลเฉลยของสมการ (3.1) ซ่ึงเมื่อแทนลงในสมการดังกลาว จะทําใหแปลงสมการเชิง
อนุพันธยอยชนิดประวิง เปนสมการเชิงอนุพันธสามัญฟงกชันนัล (Functional Ordinary Differential Equation -
FODE)

( )1

2 1

( )
'( )

( )

G f C
f

C f C

θ τ
θ

θ
+

=
−

เมื่อ 2 1C x C tθ = −

3.2 ภาคขยายของเคอรเนล (Extension of Kernel)
ภาคขยายของเคอรเนล หมายถึงเซตของสมมาตรสําหรับสมการเชิงอนุพันธเมื่อ G  เปนฟงกชันนัลเฉพาะบาง
ฟงกชันนัล
พบวาถา ( )G u kuτ τ= โดย k เปนคาคงตัวใดๆ จะทําใหสมการ (3.3) เปนจริง สําหรับกรณีนี้ ทําใหเราหา
ฟงกชันไมทราบคาไดคือ 1 2 1 1, ,x uξ ξ ξ η η ζ ξ= + = =  เมื่อ 1 2 1, ,ξ ξ η  เปนคาคงตัวใดๆ สําหรับกรณีนี้ เราจะ
สามารถหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธได 2 รูปแบบคือ
3.2.1 กรณี 1 0η =

สําห รับกรณีนี้ เ มื่ อหาผล เฉลยของสมการแคแรก เทอริสติ กและจัด รูปสมการ  จะได ว า  
( ) ( )u x C f t= +  เมื่อ C  เปนคาคงตัวใดๆ และ f  เปนฟงกชันใดๆ ของตัวแปร t  เปนผลเฉลยของสมการ 

(3.1) และแปลงสมการ (3.1) ใหอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธสามัญประวิง (Delay Ordinary Differential 
Equation - DODE)

[ ]2'( ) ( ) ( )f t kf t f tτ= − −

3.2.2 กรณี 1 0η ≠

สําห รับกรณีนี้ เ มื่ อหาผล เฉลยของสมการแคแรก เทอริสติ กและจัด รูปสมการ  จะได ว า  

( )1 1
2( )C t C tu e f x C e−= +  เมื่อ 1 2,C C  เปนคาคงตัวใดๆ และ f  เปนฟงกชันใดๆ เปนผลเฉลยของสมการ 

(3.1) และแปลงสมการ (3.1) ใหอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธสามัญฟงกชันนัล
( ) ( )
( )

1
1

1

'( )
CC f kf e

f
f C

τφ φ
φ

φ φ

−
=

−

เมื่อ 1
2( ) C tx C eφ −= +



4. ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ( , )
u u
x t u x t x t G u x t u x t

t x
τ

∂ ∂
+ = −

∂ ∂
สมการกําหนดของสมการ

(4.1)    ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ( , )
u u
x t u x t x t G u x t u x t

t x
τ

∂ ∂
+ = −

∂ ∂
สามารถหาไดโดยพิจารณาจาก i ( )( )

( ),
, 0

t x
t x u G u u uu

X u uu G u u τ

τ

= −
+ − ≡  และเพื่อลดความกํากวมในการ

คํานวณ จะกําหนดให t xu G uu= −   ซ่ึงสงผลให ( )2 ,xt x u x x xxuu u G u G u uuτ
τ= + − −

tt t u t x t xtuu uG u G u u uuτ
τ= + − −  และ ,t xu G u uτ τ τ τ= −  เมื่อ ( ), ,G G u uτ τ ττ= ( , 2 ),u u x tττ τ= −

( , ),t tu u x tτ τ= −  τ τ= −( , )x xu u x t

สมการกําหนดที่ไดจากการคํานวณ คือ

(4.2)             
[ ] [ ]

[ ]

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0

x x t x u t x uu

t x u u t x uu

u G u u u u G u G

G u G G G G u G

τ

τ

τ τ τ τ

τ τ τ

η η ξ ξ η η η ξ ξ ξ ζ

η η η η η ζ ζ ζ ζ ζ

− + − + + + − + + +

− + + + − − − + + + ≡

จากการคํานวณหาผลเฉลยโดยหลักการเดียวกับตัวอยางขางตน ทําใหได
4.1 เคอรเนล
สําหรับกรณีนี้ ผลเฉลยยังคงเปน ( )2 1u f C x C t= −  เมื่อ 1C  และ 2C  เปนคาคงตัวใดๆ และเมื่อแทนลงใน
สมการ (4.1) ทําใหแปลงสมการดังกลาวใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพันธสามัญฟงกชันนัล

( )1

2 1

( ), ( )
'( ) ,

( )

G f C f
f

C f C

θ τ θ
θ

θ
+

=
−

เมื่อ 2 1C x C tθ = − .

4.2 ภาคขยายของเคอรเนล
เนื่องดวยความซับซอนของสมการ ทําใหสามารถวิเคราะหหาผลเฉลยไดเฉพาะในกรณีของฟงกชันนัล 

( ), ( ) ( )G u u g u u H uτ τ= − +  เมื่อ g  เปนฟงกชันนัลใดๆ ของ u u τ−  และ H เปนฟงกชันนัลใดๆ 
ของ u

4.2.1 กรณี ( ), ( ) ( )G u u g u u H uτ τ= − +

สําหรับกรณีนี้ ( )2 1u f C x C t= −  เมื่อ 1C  และ 2C  เปนคาคงตัวใดๆ เปนผลเฉลยของสมการ (4.1) และแปลง
สมการ (4.1) ใหอยูในรูป

( ) ( )1

2 1

( ) ( ) ( )
'( ) ,

( )

g f f C H f
f

C f C

θ θ τ θ
θ

θ
− + +

=
−

เมื่อ 2 1C x C tθ = − .



4.2.2 กรณี ( ) 2 2
1 1 2 3, ( )G u u C u u H u H u Hτ τ= − + + +  เมื่อ  1 1 2, ,C H H  และ 3H  เปนคาคงตัวใดๆ

ผลเฉลยของสมการอยูในรูป
  

 ( ( ))
p dt p dt

u e qe dt x tψ
− ⎡ ⎤∫ ∫⎢ ⎥= + −

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ F

เมื่อ 5 4

3 4 5

cos sin
cos sin

C t C t
p

C C t C t
λ λ

λ
λ λ
−

=
+ +

, 8 7

3 4 5

cos sin
cos sin

C t C t
q

C C t C t
λ λ

λ
λ λ
−

=
+ +

, 6 7 8

3 4 5

cos sin
( )

cos sin
C C t C t

t dt
C C t C t

λ λ
ψ

λ λ
+ +

=
+ +∫ ,

F เปนฟงกชันใดๆ 1 3 4 5 6 1 2 3, , , , , , ,C C C C C H H H  เปนคาคงตัวใดๆ, 1 0H ≠ ,

( )21 1 3 24 ( )H C H Hλ = + − 2 4 5 2 5 4
7 8

1 1

,
2 2

H C C H C C
C C

H H
λ λ+ +

= − = −

4.2.3 กรณี ( ) 1 2,G u u C u C uτ τ= +  เมื่อ 1C  และ 2C  เปนคาคงตัวใดๆ
ผลเฉลยของสมการอยูในรูป ( ) ( )1 2 1 2 1ln( )u x x tξ ξ η ξ ξ ξ= + + −F  เมื่อ F เปนฟงกชันใดๆ 1 2, ,ξ ξ η เปน
คาคงตัวใดๆ และแปลงสมการ (4.1) ใหอยูในรูป

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )2

1 2 11 C Cχ η χ χ χ χ ξ τ− + = + +F' F F F F

เมื่อ 1 2 1ln( )x tχ η ξ ξ ξ= + −

4.2.4 กรณี ( ) 1 3, ( )G u u C u u Hτ τ= − +  เมื่อ 1C  และ 3 0H ≠  เปนคาคงตัวใดๆ
สามารถหาผลเฉลยไดจากสมการแคแรกเทอริสติก

1 3 4 1 3 4cos sin sin cos
dx dt du

x C t C t u C t C tξ ρ ρ η ξ ρ ρ ρ ρ
= =

+ + − +

เมื่อ 1 3 4, ,C Cξ เปนคาคงตัวใดๆ และ 3 1Hρ ξ=

4.2.5 กรณี ( ) 2
1 1, ( )G u u C u u H uτ τ= − +  เมื่อ 1C  และ 1 0H ≠  เปนคาคงตัวใดๆ

มีผลเฉลยคือ

( )
1

1

1

1
1 2

2 1 1 2

ln
H x

H x
H x

e
u e t

H e
η ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟= + −⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜⎜ +⎝ ⎠⎝ ⎠
F

เมื่อ F เปนฟงกชันใดๆ 1 2, ,ξ ξ η เปนคาคงตัวใดๆ และแปลงสมการ (4.1) ใหอยูในรูป
[ ]21 2

1 - 1

H
C

τ ξ
η

Θ Θ+ Θ
Θ =

Θ
F( )- F( )+ F( )

F'( )
F( )

เมื่อ 
1

1

1

2 1 1 2

ln
H x

H x

e
t

H e
η ξ

ξ ξ ξ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟Θ = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ +⎝ ⎠



4.2.6 กรณี ( ) 2
1 1 3, ( )G u u C u u H u Hτ τ= − + +  เมื่อ 1C  และ 1 30, 0H H≠ ≠  เปนคาคงตัวใดๆ

สามารถหาผลเฉลยไดจากสมการแคแรกเทอริสติก

( ) ( ) ( )1 1
3 4 2 1 3 4 3 4cos sin cos sin sin cosH x H x

dx dt du
e C t C t e H u C t C t C t C tρ ρ ξ η ρ ρ ρ ρ ρ

= =
⎡ ⎤+ + + + − +⎣ ⎦

เมื่อ 2 3 4, ,C Cξ เปนคาคงตัวใดๆ และρ = 1 3H H

4.2.7 กรณีอ่ืนๆ
สําหรับคา ( ), ( ) ( )G u u g u u H uτ τ= − +  ในกรณีนอกเหนือจากกรณี 4.2.2-4.2.7 สมการ (4.1) จะมีผล
เฉลยในรูป ( )2 1u f C x C t= −  เมื่อ 1C  และ 2C  เปนคาคงตัวใดๆ
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