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Abstract 
Wavelet transforms, both continuous and discrete, have proved to be a very efficient tool in 
detecting point singularities.  However, due to its isotropic scaling, wavelet transforms are 
not ideal tools in detecting one-dimensional singularities like singularity lines or curves.  
Recently, wavelet-like transforms with parabolic scaling, such as Hart Smith's and curvelet 
transforms, were introduced and applied successfully in edge detection.  Our goal is then to 
investigate how these transforms can be used in detecting point, line, and curve singularities.  
New necessary and new sufficient conditions for an L2(R2) function to possess Hölder 
regularity, uniform and pointwise, with exponent α > 0 are given.  Similar to the 
characterization of Hölder regularity by the continuous wavelet transform, the conditions 
here are in terms of bounds of the Smith and curvelet transforms across fine scales.  
However, due to the parabolic scaling, the sufficient and necessary conditions differ in both 
the uniform and pointwise cases, with larger gap in pointwise regularities.  Naturally, global 
conditions for pointwise singularities can be weakened.  We then investigate functions with 
sufficiently smooth background in one direction and potential singularity in the perpendicular 
direction.  Specifically, sufficient and necessary conditions, which include the special case 
with one-dimensional singularity line, are derived for pointwise Hölder exponent.  Inside 
their “cones” of influence, these conditions are practically the same, giving near-
characterization of direction of singularity.  There are many interesting research problems 
worth investigating in the future such as 1) For other transforms with parabolic scaling, do 
similar theorems hold?  2) For functions with low regularity in the direction perpendicular to 
a given curve and sufficiently smooth background in the direction of the curve, what are 
sufficient and necessary conditions in terms of upper bounds of its transform.  3) Can and, if 
yes, how these theorems be developed into an edge detection algorithm?  



 
บทคัดยอ 

เปนที่ประจักษชัดแลววา ผลการแปลงเวฟเลตทั้งแบบตอเน่ืองและแบบไมตอเน่ืองเปนเครื่องมือที่มี
ประสิทธิภาพในการตรวจจับความไมราบเรียบรายจุด  อยางไรก็ตาม ลักษณะที่เหมือนกันของ
ฟงกชันเวฟเลตที่สเกลตางๆ กันทําใหผลการแปลงเวฟเลตไมใชเครื่องมือที่เหมาะสมในการตรวจจับ
ความไมราบเรียบบนเสนตรง หรือเสนโคง  ไมนานมานี้ผลการแปลงที่คลายเวฟเลตและใชสเกลเชิง
พาราโบลา เชน ผลการแปลงของฮารทสมิธ และผลการแปลงเคิรฟเลต ไดถูกคิดคนขึ้นและประสบ
ความสําเรจ็ในการนํามาใชตรวจจับขอบในภาพถาย  ดังน้ันเราจึงตองการศึกษาหาวิธีในการใชผลการ
แปลงเหลานี้ในการตรวจจบัความไมราบเรียบบนเสนตรงหรือเสนโคง  ในโครงการนี้เราไดคนพบ
เง่ือนไขที่จําเปนและเง่ือนไขที่พอเพียงทีจ่ะทําใหฟงกชันใน L2(R2) มีความราบเรียบแบบโฮลเดอรที่
กําหนดใหทั้งแบบรายจุดและแบบสม่ําเสมอ  ผลที่ไดมีความคลายคลึงกับการตรวจจับความราบเรียบ
ดวยผลการแปลงเวฟเลตตอเน่ือง น่ันคือเง่ือนไขที่ไดเปนเง่ือนไขในรูปขอบเขตของผลการแปลงทั้งสอง 
ณ สเกลตาง โดยเฉพาะอยางยิ่งสเกลละเอียด  อยางไรก็ตามการสเกลเชิงพาราโบลาของผลการแปลง
ทั้งสองทําใหเง่ือนไขที่จําเปนและเง่ือนไขที่พอเพียงมีความแตกตางกัน ทั้งในกรณีของความราบเรียบ
รายจุดและแบบสม่ําเสมอ และมีความแตกตางกันมากกวาในกรณรีายจุด  เรายังไดศึกษาฟงกชันซึ่งมี
ความราบเรียบคอนขางสูงในทิศทางหนึ่งๆ และมีความราบเรียบต่ําในทิศทางตั้งฉาก ผลที่ไดคือเง่ือนไข
ที่จําเปนและเงื่อนไขที่พอเพียงในรูปของขอบเขตของผลการแปลงทั้งสอง  เง่ือนไขทั้งสองมีความ
คลายคลึงกันมาก โดยเฉพาะอยางยิ่งในกรวยที่สงผล (cones of influence)  ปญหาที่นาสนใจในการ
ศึกษาวิจัยตอไปมีมากมายเชน 1) สําหรับผลการแปลงที่ใชสเกลเชิงพาราโบลาอื่นๆ ทฤษฎีที่ไดจะมี
ความคลายคลึงหรือแตกตางกันอยางไร  2) สําหรับฟงกชันที่มีความราบเรียบต่ําในทิศทางตั้งฉากกับ
เสนโคงหน่ึง และมีความราบเรียบคอนขางสูงในทศิทางของเสนโคงน้ัน เง่ือนไขที่จําเปนและเง่ือนไขที่
พอเพียงในรูปของขอบเขตของผลการแปลงทั้งสองจะเปนเชนไร  3) ทฤษฎีที่ไดน้ีจะสามารถนําไป
พัฒนาเปนเทคนิคการตรวจจับขอบไดหรือไม อยางไร  
 
Keywords :  Hölder regularity, Hart Smith transform, continuous curvelet transform,  
(คําหลัก) parabolic scaling, directional regularity 
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บทนํา 
 

เปนที่ทราบกนัดีวาเวฟเลตเปนกลองจุลทรรศนเชิงคณิตศาสตรที่มีประสิทธิภาพ และยังเปน
เครื่องมือที่เหมาะสมในการวิเคราะหความราบเรียบของฟงกชัน ขอมูลความราบเรียบนี้มีประโยชนใน
หลายสาขาเชน การลดสัญญาณรบกวน (denoising) และการจําแนกสัญญาณ (classification of 
signals) [16,17,18] เปนตน Jaffard [7-11] ไดคนพบและศึกษาความสัมพันธระหวางความปรกติแบบ
โฮลเดอร (Holder regularity) ทั้งแบบรายจุดและแบบสม่ําเสมอ และผลการแปลงเวฟเลต (wavelet 
transform) ของฟงกชันหนึ่งตัวแปร ความสัมพันธน้ีกลาววาฟงกชันหนึ่งจะมีความราบเรียบเอกรูปโฮล
เดอร (uniform Holder regularity) เปน α  ก็ตอเม่ือมีคาคงที่ 0C >  ซ่ึงทําใหผลการแปลงเวฟเลตมีคา
สัมบูรณไมเกิน Caα  ทุกสเกล 0a >  ความราบเรียบรายจุดก็สามารถอธิบายไดดวยผลการแปลงเวฟ
เลตเชนกัน หากแตเง่ือนไขจําเปนและเงื่อนไขเพียงพอซึ่งขึ้นอยูกับระยะหางระหวางจุดที่กําลังวิเคราะห
และจุดศูนยกลางของเวฟเลตจะมีอันดับที่ตางกันเล็กนอย  

อยางไรก็ตามเวฟเลตกลับไมใชเครื่องมือที่เหมาะสําหรับการวิเคราะหหาลักษณะความไมราบ 
เรียบตามเสน อันเนื่องมาจากรูปรางที่เหมือนกันของเวฟเลต ณ สเกลตางๆกัน จนกระทั่งไมนานมานี้ได
มีการเสนอผลการแปลงที่ใชสเกลเชิงพาราโบลาเชน ผลการแปลงเคริฟเลต (curvelet transform) และ
ผลการแปลงคอนทัวรเลต (contourlet transform) และนํามาใชในการวเิคราะหหาขอบไดอยางมี
ประสิทธิภาพ [1-4,19] ในปญหาของการหาขอบที่เปนเสนโคงที่เรียบพอ (C2-curve) ผลการแปลงทั้ง
สองไดรับการพิสูจนทางคณิตศาสตรแลววาดีที่สุด [1,2,19]  ใน [3,4] Candes และ Donoho ไดใชผล
การแปลงเคิรฟเลตและผลการแปลงฮารทสมิธ [14] ในการจําแนกเซตหนาคลื่นและปริภูมิ ( , )sH x θ  ซ่ึง
เปนเครื่องมือวัดความราบเรียบเชิงทศิทางผานทางปริภูมิฟูเรียร  สําหรับความราบเรียบโฮลเดอรซ่ึง
นิยามบนปริภูมิตั้งตนโดยไมตองใชผลการแปลงฟูเรียรน้ัน Nualtong และ Sumetkijakan [15] ไดศึกษา
ความสัมพันธระหวางความราบเรียบเอกรูปและรายจุด กับขอบเขตของผลการแปลงทั้งสอง เง่ือนไข
จําเปนและเง่ือนไขเพียงพอมีอันดับที่ตางกันคอนขางมาก 

หัวขอที่นาศึกษาตอไปคือการจําแนกความราบเรียบแบบตางๆ  โดยใชผลการแปลงขางตน 
เพ่ือใหไดเง่ือนไขจําเปนและเง่ือนไขเพียงพอที่ใกลเคียงกันมากขึ้น รวมทั้งการพิจารณาฟงกชันที่มี
เสนตรงภาวะเอกฐานและวธิีในการวเิคราะหฟงกชันดังกลาวโดยผลการแปลงเคิรฟเลตและฮารทสมิธ 
 



สรุปงานวิจัย 
 

บทนิยาม 1.  ให 0α >  ไมเปนจํานวนเต็ม เรากลาววา f  มีความราบเรียบโฮลเดอร
แบบรายจุดเปน α  ที่จุด u  และเขยีนแทนดวย ( )f C uα∈  หากมีพหุนาม uP  ที่มีดีกรีนอยกวา 
α  และคาคงที่ uC  ซ่ึงทําใหสําหรับ x  ในยานใกลเคียงของ u  

( ) ( )u uf x P x u C x u α− − ≤ −    (0.1) 

ให Ω  เปนเซตยอยเปดของ 2�  ถามีคาคงที่ uC C=  ที่ไมขึ้นกับจุด u∈Ω  ซ่ึงทําให (0.2) 
เปนจริงสําหรับทุก ,x u∈Ω  แลวเรากลาววา f  มีความราบเรยีบโฮลเดอรแบบสม่ําเสมอเปน 
α  บน Ω  และเขียนแทนดวย ( )f Cα∈ Ω  

เราจะนิยามเลขชี้กําลังโฮลเดอรแบบสม่ําเสมอบน Ω  และเลขชี้กําลังโฮลเดอรแบบราย
จุดที่ u  เปน ( ) ( ){ }sup :l f Cαα αΩ = ∈ Ω  และ ( ) ( ){ }sup :p u f C uαα α= ∈  ตามลําดับ 

สุดทายเรานิยามเลขชี้กําลงัโฮลเดอรแบบเฉพาะทีข่อง f  ที่จุด u  เปน ( ) ( )liml l nn
u Iα α

→∞
=  

เม่ือ 1 2 nI I I⊇ ⊇ ⊇ ⊇L L  เปนเซตเปดซึ่งทําให { }
1

n
n

I u
∞

=

=I  

 
บทนิยาม 2.  ให v  เปนเวกเตอรหน่ึงหนวยใน 2�  และ 2u∈�  เรากลาววา f  มีความ

ราบเรียบโฮลเดอรแบบรายจุดเปน α  ที่จุด u  ในทิศทาง v  และเขยีนแทนดวย ( );f C u vα∈  
หากมีพหุนาม ,u vP  ที่มีดีกรีนอยกวา α  และคาคงที่ ,u vC  ซ่ึงทําใหสําหรับ λ  ในยานใกลเคยีงของ 

0  เรามี  ( ) ( ), ,u v u vf u v P C αλ λ λ+ − ≤  

เรากลาววา f  มีความราบเรียบโฮลเดอรแบบสม่าํเสมอเปน α  บนเซตเปด Ω  ใน
ทิศทาง v  และเขียนแทนดวย ( );f C vα∈ Ω  หากเราสามารถเลือก ,u vC  ที่ไมขึ้นกับ u  ทุก 

2u∈�  ซ่ึงทําใหอสมการขางตนเปนจริงสําหรับทุก λ  ที่ u vλ+ ∈Ω  
 
ผลการแปลงฮารทสมิธถูกนิยามครั้งแรกใน [] แตเราจะเลือกใชนิยามใน [] ให ( )2 2Lϕ∈ �  

เรานิยาม ( ) ( )( )
3
4

1/ab ax a D R x bθ θϕ ϕ
−

−= −      สําหรับ 0a > , 2b∈� , และ [ )0, 2θ π∈  

เม่ือ 1/
1 1,aD diag
a a

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 และ R θ−  คือเมทริกซทีก่อใหเกิดการหมุนตามเข็มนาฬิกาเปนมุม θ  

เรเดียน  ผลการแปลงฮารทสมิธของ f  จึงนิยามใหเปน ,ab fθϕ  เม่ือ 0a >  คือสเกล 2b∈�  
คือตําแหนง และ [ )0, 2θ π∈  คือทิศทางของ abθϕ  เพ่ือความสะดวก สําหรับเวกเตอร 2v∈�  เรา
นิยามให 1/, aa

v D R vθθ −=  



ทฤษฎีบท 1.  มีตัวคูณฟูเรียร M  ที่มีอันดับเปน 0 ซ่ึงทําใหเม่ือไรก็ตามที่ 2 2( )f L∈ �  ที่ 

0

2ˆsupp :f
a

ξ ξ
⎧ ⎫

⊆ >⎨ ⎬
⎩ ⎭

 เราไดวา  0

2

2

30 0
,

a

ab ab
daf Mf dbd
a

π

θ θϕ ϕ θ= ∫ ∫ ∫�   ใน 2 2( )L �  

 
ผลการแปลงเคิรฟเลตซ่ึงปรากฏใน Candes และ Donoho ถูกนิยามในพิกัดเชิงขั้ว ( ),r ω  

ของตัวแปรฟูเรียร  ให W  เปนฟงกชันคาบวกที่มีคาเปนศูนยนอกเซต 1 ,2
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 และ V  เปน

ฟงกชันคาจริงที่มีคาเปนศนูยนอกเซต [ ]1,1−  ที่สอดคลองกับเง่ือนไข 

( )2

0
1drW r

r
∞

=∫    และ   ( )
1 2

1
1V dω ω

−
=∫  

สําหรับแตละสเกล ( )00,a a∈  เรานิยาม 00aγ  โดยให 

� ( ) ( )
3
4

00 cos , sina r r a W ar V
a
ωγ ω ω ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 เม่ือ 0r ≥  และ [0,2 )ω π∈  

สุดทายเรานิยามฟงกชันเคริฟเลต abθγ  สําหรับ 00 a a< <  2b∈�  และ [0,2 )θ π∈  โดย 
        ( )( )00( )ab ax R x bθ θγ γ= −  เม่ือ 2x∈�  

และนิยามผลการแปลงเคริฟเลตของ f  เปน ,ab fθγ  
ทฤษฎีบท 2.  มีฟงกชันตามรัศมี Φ  ซ่ึงมีผลการแปลงฟูเรียรเปนศนูยนอกเซตทีมี่ขอบเขต

เซตหนึ่ง และทําใหทุก ( )2 2f L∈ �  
0

2 2

2

30 0
, ,

a

b b ab ab
daf f db f dbd
a

π

θ θγ γ θ= Φ Φ +∫ ∫ ∫ ∫
� �

 ใน ( )2 2L �  

เม่ือ ( ) ( )b x x bΦ = Φ −  
 
ในขั้นตอนแรกของงานวิจัย เราไดพิสูจนสมบัติของทั้งฟงกชันฮารทสมิธและฟงกชันเคิรฟเลต

ที่จะเปนประโยชนตอไป สมบัติเหลานั้นไดแกโมเมนตเชิงทศิทางที่เปนศูนย และขอบเขตของ
อนุพันธอันดับตางๆ  เราจําเปนตองสมมติในที่น้ีวามีจํานวนจริงบวก '

1 1 2, ,C C C  ซ่ึงทําให 
[ ]'

1 1 2 2ˆsupp , ,C C C Cϕ ⎡ ⎤⊆ × −⎣ ⎦  สําหรับฟงกชันฮารทสมิธ ϕ  และฟงกชันหนาตาง V  และ W  ใน

นิยามของฟงกชันเคิรฟเลตอยูใน C∞   
บทตัง้ 1.  มีคาคงที่ 0C >  ซ่ึงทําใหฟงกชันฮารทสมิธ abθϕ  และฟงกชันเคิรฟเลต abθγ  มี

โมเมนตเชิงทศิทางที่เปนศนูย ณ อันดับ L < ∞  ใดๆ ในทิศทาง v  ซ่ึงทํามุมกับ vθ  ไมเกิน C a  
บทตัง้ 2.  สําหรับแตละ 1,2,...N =  มีคาคงที่ NC  ซ่ึงทําให 

( )
3 | |
4

2

,
1

N
ab N

a

C ax
x b

ν

ν
θ

θ

γ
− −

∂ ≤
+ −

       ทุก 2x∈�  



จากนั้นเราจึงพิจารณาความราบเรียบโฮลเดอรแบบสม่ําเสมอ และแบบรายจุดของฟงกชัน 

( )2 2f L∈ �  ที่มีขอบเขต  และในทฤษฎีตางๆที่จะกลาวถึงตอไปนี้เราให abθφ  แทนฟงกชันฮารทส

มิธ abθϕ  หรือฟงกชันเคิรฟเลต abθγ  เน่ืองจากทั้งสองฟงกชันมีสมบัติที่จําเปนในการพิสูจน
เหมือนกัน 

ทฤษฎีบท 3.  ถา ( )2f Cα∈ �  แลวจะมีคาคงที่ C  และสเกล 0a  ซ่ึงทําให 

 
3
4,ab f Ca

α

θφ
+

≤   ทุกๆ 00 a a< < , 2b∈� , และ [ )0, 2θ π∈  

 
ทฤษฎีบท 4.  ให 0α >  ไมเปนจํานวนเต็ม  ถามีคาคงที่ C  และสเกล 0a  ซ่ึงทําให 

 
5
4,ab f Ca

α

θφ
+

≤   ทุกๆ 00 a a< < , 2b∈� , และ [ )0, 2θ π∈  

แลวจะไดวา ( )2f Cα∈ �  

 
ทฤษฎีบท 5.  ถา ( )f C uα∈  แลวจะมีคาคงที่ C  และสเกล 0a  ซ่ึงทําให 

 
3

2 4
/ 2, 1ab

b u
f Ca

a

αα

θ αφ
+ ⎛ ⎞−

≤ ⎜ + ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ทุกๆ 00 a a< < , 2b∈� , [ )0, 2θ π∈  

 
ทฤษฎีบท 6.  ให 0α >  ไมเปนจํานวนเต็ม  ถามีคาคงที ่ C  สเกล 0a  และ ' 2α α<  ซ่ึงทํา

ให 

 
'5

4
'/ 2, 1ab

b u
f Ca

a

α
α

θ αφ
+ ⎛ ⎞−

≤ ⎜ + ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ทุกๆ 00 a a< < , 2b∈� , [ )0, 2θ π∈  

แลวจะไดวา ( )f C uα∈  
หากเราพิจารณาบทพิสูจนของทฤษฎีบท 6 อยางละเอียดจะพบวาเงื่อนไขที่จําเปนสําหรับ 

( )f C uα∈  สามารถทําใหออนลงไดอีกดังน้ี 
ทฤษฎีบท 7.  ให 0α >  ไมเปนจํานวนเต็ม  ถามีคาคงที่ ,A C  สเกล 0a  มุม 0θ  และ 

' 2α α<  ซ่ึงทําให 

 

'5
4

0'/ 2

'3
4

0'/ 2

1 ,

,

1 ,
ab

b u
Ca A a

a
f

b u
Ca A a

a

α
α

α

θ α
α

α

θ θ

φ

θ θ

+

+

⎧ ⎛ ⎞−
⎪ ⎜ + ⎟ − >

⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠≤ ⎨
⎛ ⎞−⎪
⎜ + ⎟ − ≤⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

  

ทุกๆ 00 a a< < , 2b∈� , [ )0, 2θ π∈   แลวจะไดวา ( )f C uα∈  



 
ตอจากนั้นเราจึงพิจารณาหาเงื่อนไขที่จําเปนในสถานการณเม่ือฟงกชันมีความราบเรียบที่

คอนขางสูงในทิศทางหนึ่ง และพบวาไดเง่ือนไขที่คลายคลึงกับเง่ือนไขที่เพียงพอในทฤษฎีบท 7  
ทฤษฎีบท 8.  ให f  มีเลขชีก้ําลังโฮลเดอรแบบเฉพาะที่ (local Holder exponent) ที่จุด u  

เปน (0,1]α ∈  และมีมุม 0θ  และ 0ε >  ซ่ึงทําให ( )0

2 1 2 ,f C vα ε
θ

+ +∈ �  จะไดวามีคาคงที่ ,A C  

และ ' [ , ]α α ε α∈ −  ซ่ึงทําให 

 

5
4

0

'3'
4

0'

,
,

1 ,
ab

Ca A a
f b u

Ca A a
a

α

α
θ α

α

θ θ
φ

θ θ

+

+

⎧
− >⎪⎪≤ ⎨ ⎛ ⎞−

⎪ ⎜ + ⎟ − ≤
⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

  

ทุกๆ 0a > , 2b∈� , [ )0, 2θ π∈  
 

เราสามารถปรับแตงทฤษฎีบท 8. เล็กนอยเพ่ือใหไดทฤษฎีที่เนนใหเห็นถึงเสนตรงภาวะเอก
ฐาน 

ทฤษฎีบท 9.  ให f  มีความราบเรียบโฮลเดอรบนเสนตรงที่ผานจุด u  และทํามุม 0θ  
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บทวิจารณ 
 

เน่ืองจากผลการแปลงทั้งสองในงานวิจัยชิน้นี้มีสเกลเชิงพาราโบลา ผลการแปลงทั้งสองจึง
สามารถเลือกดึงขอมูลของฟงกชันในทิศทางหนึ่งๆ ได  ถึงแมวาจะเปนประโยชนตอไปในการ
วิเคราะหเสนตรงภาวะเอกฐาน แตกลบัทําใหเง่ือนไขจําเปนและเง่ือนไขเพียงพอสําหรับความ
ราบเรียบแบบสม่ําเสมอในทฤษฎีบท 3-4 มีอันดับของสเกลทีต่างกันถึง ½ ขาพเจาคอนขางเชื่อม่ัน
วาความตางกนัของอันดับของสเกลนี้ไมสามารถปรับปรุงไดหากไมสมมติเง่ือนไขอ่ืนเพ่ิม สิ่งที่ตอง
ทําตอไปจึงเปนการหาตัวอยางฟงกชันที่จะสนับสนุนขอกลาวอางนี้ 

สําหรับความราบเรียบแบบรายจุด เง่ือนไขจําเปนและเพียงพอที่ไดในทฤษฎีบท 5-6 มีอันดับ

ของสเกลทีต่างกันถึง 1
2

α +  อันเนื่องมาจากการที่เราไมสามารถใชเทคนิคเดิมในความราบเรียบ

แบบสมํ่าเสมอได ขณะน้ีเรายังไมสามารถปรับปรุงไดและยังไมพบตัวอยางคาน 
จากทฤษฎบีท 7-9 ผลการแปลงฮารทสมิธและเคิรฟเลตสามารถตรวจจับเสนตรงภาวะเอก

ฐานไดภายใตเง่ือนไขของความราบเรียบที่มากพอในทิศทางของเสนตรง ทฤษฎีน้ีแสดงใหเห็นถึง
ความสามารถของผลการแปลงที่มีสเกลเชิงพาราโบลาในการวิเคราะหหาเสนตรงภาวะเอกฐาน 
เง่ือนไขจําเปนและเง่ือนไขเพียงพอที่ไดน้ันเหมือนกันเลยหากพิจารณาบนกรวยทีส่งผล ดังน้ันจึงนา
ศึกษาตอไปถงึความเปนไปไดในการนําไปใชจริง ทฤษฎีบท 7-9 นาจะไดรับการศึกษาโดยละเอียด
ตอไป ดังหัวขอที่นาวิจัยตอไปซ่ึงไดสรุปไวในขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต 



ขอเสนอแนะสําหรับงานวจิัยในอนาคต 
 

เน่ืองจากงานวิจัยชิ้นนี้เปนงานวิจัยชิ้นแรกๆ ที่ศึกษาเสนตรงภาวะเอกฐานที่มีความราบเรียบ
ในทิศตั้งฉากเปนบวก ตางจากขอบโดยทั่วไปที่มีความไมตอเน่ืองในทิศตั้งฉากนั้น และไดพบ
ความสัมพันธของเสนตรงภาวะเอกฐานดงักลาว กับขอบเขตของผลการแปลงฮารทสมิธและผลการ
แปลงเคิรฟเลต ณ สเกลตางๆ ปญหาหรือหัวของานวิจัยที่นาสนใจศึกษาตอไปจึงมีตั้งแตการ
ปรับปรุงผลทีไ่ดจนถึงปญหาใหมๆ ที่เกิดจากงานชิ้นนี้ เชน 

1. ขอบเขตของผลการแปลงทั้งสองที่ตางกันถึง 1/2 ในทฤษฎีบท 3-4 จะสามารถปรับปรุงได
หรือไม น่ันคือบทกลับของทฤษฎีทั้งสองจริงหรือไม 

2. ในทํานองเดียวกัน บทกลับของทฤษฎบีท 5-6 จะสามารถปรับปรุงไดหรือไม หากไมไดจะ
สามารถปรับปรุงขอบเขตในเงื่อนไขจําเปนและเพียงพอใหใกลกันมากขึ้นไดหรือไม 

3. ภายใตสมมตฐิานของความราบเรียบเบื้องหลังที่มากพอในทิศทางหนึ่ง หาเง่ือนไขจําเปน
และเพียงพอที่ฟงกชันจะมีเสนตรงภาวะเอกฐานเปนเสนตรงเสนหนึ่ง ในรูปของขอบเขต
ของผลการแปลงขางตน ณ สเกลตางๆ คาดวาทฤษฎีน้ีนาจะไดมาจากการปรับปรุง
ทฤษฎีในงานวิจัยน้ี 

4. หาเง่ือนไขจําเปนและเง่ือนไขเพียงพอที่ฟงกชันจะมีเสนตรงภาวะเอกฐานเปนเสนตรง 2
เสนตัดกัน สถาณการณเชนนี้มักเกิดขึ้นทีมุ่มของวัตถุเหลี่ยมในภาพนั่นเอง 

5. หาเง่ือนไขจําเปนและเง่ือนไขเพียงพอที่ฟงกชันจะมีเสนโคงภาวะเอกฐานเปนเสนโคงเสน
หน่ึง โดยอาจเริ่มจากเสนโคงงายๆ เชนพาราโบลา หรือ เสนโคง C2 

6. เน่ืองจากขอบเขตของผลการแปลงในงานนี้ มีอันดับของสเกลเทากนัสําหรับผลการแปลง
ทั้งสอง จึงนาศึกษาตอไปวาขอบเขตนี้ยังมีอันดับเทาเดิมหรือไมหากใชผลการแปลงที่มี
สเกลเชิงพาราโบลาอื่นๆ เชนผลการแปลงเชียรเลต (shearlet transform) 

7. สรางทฤษฎทีัว่ไปของการวเิคราะหหาเสนตรงภาวะเอกฐาน หรือเสนโคงภาวะเอกฐาน 
โดยผลการแปลงที่มีสเกลเชิงพาราโบลา และสอดคลองกับเง่ือนไขบางประการ 

8. นําผลที่ไดไปเขียนเปนโปรแกรมสําหรับตรวจจับขอบในภาพ และเปรียบเทยีบ
ประสิทธิภาพกับโปรแกรมอื่นๆ 

9. คาํถามที่ธรรมชาติอีกคําถามหนึ่งก็คือทฤษฎีเหลานี้จะยังเปนจริงหรือไม สําหรับความ
ราบเรียบแบบอื่นๆ เชน ความราบเรียบของคาลเดอรอนและซิกมันด (Calderon-
Zygmund) 
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1 Introduction

As an efficient mathematical microscope, wavelets have been one of the better tools
for analyzing regularity of functions. This regularity information can be used for ex-
ample in denoising, classification, or re-construction of signals [16, 19, 21]. However,
due to its isotropic nature, wavelets are not optimal for analyzing anisotropic features
like edges. Recently, transforms that are based on parabolic scaling, e.g. curvelet and
contourlet transforms, have proved to be very efficient [7, 24]. For some problems,
like non-linear approximation or recovering edges of a real-valued function on R

2

that is smooth apart from discontinuity on a C2 curve, these new transforms are in
some sense even optimal [2, 3, 7]. However, regularity characterizations in terms of
these transforms have not been studied as much as they deserve.

The characterization of uniform and pointwise Hölder regularities by wavelet
transform was first obtained by Jaffard [10] in his study of two-microlocal spaces.
Holschneider and Tchamitchian [8] independently gave wavelet characterizations
of uniform Hölder regularities. See also [6, 9, 11–14]. Such characterizations say,
roughly, that a function has Hölder exponent α if and only if its wavelet transform
satisfies a corresponding bound condition across scales. The Hart Smith’s transform,
another transform that uses parabolic scaling, was rediscovered and compared to con-
tinuous curvelet transform by Candès and Donoho [4, 5] in use of the characterization
of the so-called wavefront set and microlocal Sobolev spaces Hs(x, θ). These mea-
sure directional regularity properties by using Fourier-domain definitions. Nualtong
and the second named author [20] have done some study on uniform and pointwise
Hölder regularity estimation by using Hart Smith and curvelet transforms. As far as
we know, these are the only studies on transforms based on parabolic scaling in use
of regularity estimation.

In this work, we refine earlier results in [20] for pointwise and uniform regularity
and give necessary and sufficient conditions for a special case, which includes the line
singularity, by using the curvelet and Hart Smith transforms. The paper is organized
in the following way: In Sect. 2, we first give mathematical preliminaries, define Hart
Smith and curvelet transforms and finally derive some common properties of those
transforms. In Sect. 3, we first investigate uniform and pointwise Hölder regularities
and finally directional regularity properties.

2 Transforms Based on Parabolic Scaling

2.1 Definitions and Preliminaries

We first give some basic notation and definitions. Vectors in C
d are in boldface, e.g. x,

while matrices in R
2×2 are denoted by capital letters, e.g. M. Partial derivatives of

a d-variable real-valued function f are denoted by ∂νf := ∂
ν1
1 ∂

ν2
2 · · · ∂νd

d f where
∂i means the partial derivative with respect to the ith-variable and the index vector
ν = (ν1, ν2, . . . , νd) is in N

d
0 , the cartesian product of d copies of the non-negative

integers N0, with |ν| := ν1 + ν2 + · · · + νd . For general (non-index) vectors x =
(x1, . . . , xd) ∈ C

d , we denote xν := ∏d
i=1 x

νi

i and ‖x‖ :=
√∑d

i=1 xixi .
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For E ⊆ R
d and f,g ∈ L2(E), their inner product is 〈f,g〉 := ∫

E
f g dμ where μ

is Lebesgue measure. Norm in L2(E) is ‖f ‖L2(E) := √〈f,f 〉. We adopt f̂ (ξ) =
∫

Rd f (x)e−2πix·ξ dx, ξ ∈ R
d , as our definition of the Fourier transform. So the

Plancherel’s formula becomes 〈f,g〉 = 〈f̂ , ĝ〉 and the Fourier inversion formula is
f (x) = ∫

Rd f̂ (ξ)e2πiξ ·x dξ .
In our derivations we will use a generic constant C whose value may change from

one line to the next as long as it remains independent from objects we are trying to
estimate.

Hölder regularity of functions of several variables is defined as follows.

Definition 1 Let α > 0 and α /∈ N. A function f : Rd → R is said to be pointwise
Hölder regular with exponent α at u, denoted by f ∈ Cα(u), if there exists a polyno-
mial Pu of degree less than α and a constant Cu such that for all x in a neighborhood
of u

|f (x) − Pu(x − u)| ≤ Cu‖x − u‖α. (2.1)

Let � be an open subset of R
d . If (2.1) holds for all x,u ∈ � with Cu being a

uniform constant independent of u, then we say that f is uniformly Hölder regular
with exponent α on � or f ∈ Cα(�).

The uniform and pointwise Hölder exponents of f on � and at u are then defined
as

αl(�) := sup{α:f ∈ Cα(�)}
and

αp(u) := sup{α:f ∈ Cα(u)}.
Following [22], we define local Hölder exponent as follows.

Definition 2 Let (In)n∈N be a family of nested open sets in R
d , i.e. In+1 ⊂ In, with

intersection
⋂

n In = {u}. The local Hölder exponent of a function f at u, denoted
by αl(u), is

αl(u) = lim
n→∞αl(In).

In many situations, local and pointwise Hölder exponents coincide, e.g., if f (x) =
|x|γ then αp(0) = αl(0) = γ . However, local Hölder exponent αl(u) is also sen-
sitive to oscillating behavior of f near the point u. A simple example is f (x) =
|x|γ sin(1/|x|β) for which αp(0) = γ but αl(0) = γ

1+β
, i.e., αl is influenced by the

wild oscillatory behavior of f near 0. See [17, 22] for more on the nature of αl

and αp .
Finally, we give a definition of directional regularity.

Definition 3 Let v ∈ R
d be a fixed unit vector and u ∈ R

d . A function f : Rd → R

is pointwise Hölder regular with exponent α at u in the direction v, denoted by f ∈
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Cα(u;v), if there exist a constant Cu,v and a polynomial Pu,v of degree less than α

such that

|f (u + λv) − Pu,v(λ)| ≤ Cu,v|λ|α
holds for all λ in a neighborhood of 0 ∈ R.

If one can choose Cu,v so that it is independent of u for all u ∈ � ⊆ R
d and the

inequality holds for all λ ∈ R such that u + λv ∈ �, then we say that f is uniformly
Hölder regular with exponent α on � in direction v or f ∈ Cα(�;v).

A simple example of functions with varying directional Hölder regularities at the
origin is given by f (x) = rα(θ) where (r, θ) is the polar coordinates at x and α(θ)

is any continuous positive function. It is easy to see that f ∈ Cα(θ)(0; (cos θ, sin θ)).
Whether or not it is possible to prescribe arbitrary directional smoothness at differ-
ent points is still open. See [15]. In application, the problem of determining direc-
tional smoothness arises naturally in medical imaging such as the X-ray pictures of
bones [1].

2.2 Hart Smith Transform

The original transform was defined in Fourier domain and used L1-normaliza-
tion [23]. We use here the variation that was described in [4, 5] which adopts L2-
normalization.

For a given ϕ ∈ L2(R2), we define

ϕabθ (x) = a− 3
4 ϕ

(
D 1

a
R−θ (x − b)

)
,

for θ ∈ [0,2π), b ∈ R
2, and 0 < a < a0, where a0 is a fixed coarsest scale, D 1

a
=

diag( 1
a
, 1√

a
), and R−θ is the matrix affecting planar rotation of θ radians in clockwise

direction. Inverses of these matrices are therefore D−1
1
a

= Da and R−1
−θ = Rθ . Hart

Smith’s directional wavelet transform can then be defined as

�f (a,b, θ) := 〈ϕabθ , f 〉 .

Here, a defines the scale, b the location, and θ the orientation of ϕabθ . This gives a
true affine transform that uses parabolic scaling, i.e., the family {ϕabθ } is generated
by translating, rotating, and parabolically dilating a single generating function ϕ.

For each scale a and direction θ , let us define the norm

‖v‖a,θ := ‖D 1
a
R−θv‖ for v ∈ R

2.

This norm has ellipsoidal unit ball with minor axis pointing in the direction θ and
it becomes more and more needle like when a goes to zero. We define vector vθ :=
Rθ (0,1)T so that vθ is parallel to the major axis of the ellipse ‖v‖a,θ = 1. It follows
immediately also that ‖v‖√

a
≤ ‖v‖a,θ ≤ ‖v‖

a
when 0 < a ≤ 1. Because of this, we can

think that the energy of ϕabθ is essentially concentrated on the ellipse centered at b
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with minor axis of length “about” a and major axis of length “about”
√

a pointing
in the direction vθ . This makes the use of this kind of transforms attractive when
studying smooth curves on R

2; if we take a piece of curve with length about
√

a, it
will fit to a rectangle that has length about

√
a and width about a. Actually, some near

optimality properties in non-linear approximation and de-noising by using curvelets
have been proved [2, 3].

Let us note here that a high-frequency function is a square integrable func-
tion whose Fourier transform is supported outside a ball of some fixed radius. For
high-frequency functions we have the following reconstruction formula. See also
[4, 5, 23].

Theorem 1 There exists a Fourier multiplier M of order 0 so that whenever f ∈
L2(R2) is a high-frequency function supported in frequency space ‖ξ‖ > 2

a0
, then

f =
∫ a0

0

∫ 2π

0

∫

R2
〈ϕabθ ,Mf 〉ϕabθ db dθ

da

a3
in L2(R2). (2.2)

The function Mf is defined in the frequency domain by a multiplier formula M̂f (ξ) =
m(‖ξ‖)f̂ (ξ), where m is a standard Fourier multiplier of order 0 (that is, for each
k ≥ 0, there is a constant Ck such that for all t ∈ R, |m(k)(t)| ≤ Ck(1 + |t |2)−k/2).

Notice that the restriction to high frequency functions makes the reconstruction
formula a little hard to use in some situations. In the study of regularity, this may not
be a problem since we can first divide a general f ∈ L2 first to low and high frequency
parts fL and fH , i.e. produce fL first by lowpass filtering and then set fH = f − fL.
Because fL is always infinitely differentiable, regularity properties of f = fL + fH

depends only on fH and therefore we can assume that we are working only with high
frequency functions. However, this kind of preprocessing with lowpass filter is not
necessary (see for example Theorem 6).

Another inconvenience in using Hart Smith transform is that we have to use
Fourier multiplier M . Generally, by Plancherel’s formula we get

〈ϕabθ ,Mf 〉 = 〈
ϕ̂abθ ,m(‖ · ‖)f̂ 〉 = 〈

m(‖ · ‖)ϕ̂abθ , f̂
〉 = 〈Mϕabθ , f 〉.

Because of this and the fact that ϕabθ and Mϕabθ are duals [4, 5], we can write the
reconstruction formula also as

f =
∫ a0

0

∫ 2π

0

∫

R2
〈Mϕabθ , f 〉ϕabθ db dθ

da

a3

=
∫ a0

0

∫ 2π

0

∫

R2
〈ϕabθ , f 〉Mϕabθ db dθ

da

a3
.

The functions ϕabθ and Mϕabθ are actually very similar. First, since translation in
spatial domain means modulation in frequency domain, it’s clear that b will be a pa-
rameter that just translates Mϕabθ . Secondly, because m is purely a radial function in
Fourier domain, it does not affect rotation properties, i.e. θ act as a rotation parameter
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also for Mϕabθ . True parabolic dilatation is the only property that we lose. However,
we will show in Sect. 2.4 that if ϕ is properly chosen then ϕabθ and Mϕabθ will have
essentially the same decay properties (see Lemma 2). Moreover, we will see in the-
orems of Sect. 3 that one really does not have to mind about the Fourier multiplier
when investigating regularity properties.

2.3 Continuous Curvelet Transform

There exists different constructions of curvelets, we will follow mainly the one in
Candès and Donoho [4, 5]. Resulting continuous curvelet transform (CCT) has a
simpler inversion formula than that of Hart Smith transform and still enjoys properties
reminiscent of the parabolic scaling. CCT is defined in the polar coordinates (r,ω)

of the Fourier/frequency domain. Let W be a positive real-valued function supported
inside ( 1

2 ,2), called a radial window, and let V be a real-valued function supported on
[−1,1], called an angular window, for which the following admissibility conditions
hold:

∫ ∞

0
W(r)2 dr

r
= 1 and

∫ 1

−1
V (ω)2 dω = 1. (2.3)

At each scale a, 0 < a < a0, γa00 is defined by

γ̂a00 (r cos(ω), r sin(ω)) = a
3
4 W (ar)V

(
ω/

√
a

)
for r ≥ 0 and ω ∈ [0,2π).

For each 0 < a < a0, b ∈ R
2, and θ ∈ [0,2π), a curvelet γabθ is defined by

γabθ (x) = γa00 (Rθ (x − b)) , for x ∈ R
2. (2.4)

Equipped with this family of high-frequency elements γabθ , we define the continuous
curvelet transform

�f (a,b, θ) = 〈γabθ , f 〉 for all 0 < a < a0,b ∈ R
2, and θ ∈ [0,2π).

We will follow [4] and assume that both V and W are C∞, which implies that
the curvelets and their derivatives have rapid decay, even though it suffices for our
regularity analysis to assume only that V and W are CN for N large enough. This
assumption is then enough to ensure that the resulting curvelets and their derivatives
up to desired order (largest α of interest) decay fast enough.

The admissibility conditions (2.3) and the polar coordinate design of curvelets
yield the following reconstruction formula for all f ∈ L2(R2) [5].

Theorem 2 There exists a bandlimited purely radial function � such that for all
f ∈ L2(R2),

f =
∫

R2
〈�b, f 〉�b db +

∫ a0

0

∫ 2π

0

∫

R2
〈γabθ , f 〉γabθ db dθ

da

a3
in L2, (2.5)

where �b(x) = �(x − b).
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Again, for analysis of singularities, the low frequency part
∫

R2 〈�b, f 〉�b db is
not an issue as it is always C∞.

Unlike Smith transform, curvelet transform does not use a true affine parabolic
scaling as a slightly different generating function γa00 is used at each scale a > 0.
However, at fine scales, curvelet and Smith transforms have similar decay properties.
See Lemma 2.

2.4 Directional Vanishing Moment and Decay Properties

In this section we show that all functions ϕabθ , Mϕabθ , and γabθ do have properties
needed in proving theorems in Sect. 3. This will make all of them almost equiv-
alent when investigating Hölder regularities. We consider the case when supp(ϕ̂) ⊆
[C1,C

′
1]×[−C2,C2] for some C1 > 0. We want to remark that this assumed property

of Hart Smith transform is more general than the one used in [4, 5] when compar-
ing Hart Smith and curvelet transforms. Indeed, ϕ can even be separable. For any
nonzero vectors v and v′ in R

2, let us denote the angle from v to v′ in clockwise
direction by ∠(v,v′).

Definition 4 A function f of two variables is said to have an L-order directional
vanishing moments along a direction v = (v1, v2)

T (suppose that v1 �= 0; if v1 = 0
then v2 �= 0 and we can swap the two dimensions) if

∫

R

tnf (t, tv2/v1 − c)dt = 0, ∀c ∈ R, 0 ≤ n ≤ L.

Essentially, the above definition means that any 1-D slices of the function have van-
ishing moments of order L. Notice from the definition that f has directional vanish-
ing moment along direction v if and only if the same holds along direction −v.

Lemma 1 There exists C < ∞ (independent of a,b and θ ) such that the curvelet
functions γabθ have directional vanishing moments of any order L < ∞ along all
directions v that satisfy |∠(vθ ,v)| ≥ Ca1/2. Moreover, if there exists finite and strictly
positive constants C1,C

′
1 and C2 such that supp(ϕ̂) ⊂ [C1,C

′
1]× [−C2,C2], then the

above is true also for functions ϕabθ and Mϕabθ .

Proof Because m is smooth and bounded, the Fourier transforms ϕ̂abθ (ξ) and
m(‖ξ‖)ϕ̂abθ (ξ ) of functions ϕabθ and Mϕabθ have the same compact support (and the
same order of differentiability). This makes them equivalent in the sense that both sat-
isfy conditions of the Lemma and therefore it is enough to produce a proof for ϕabθ .
Moreover, compact support in frequency domain implies that ϕabθ and Mϕabθ are
in C∞.

Let a > 0, b ∈ R
2 and θ = 0, so vθ = (0,1)T . Let v = (v1, v2)

T = (cos θ ′, sin θ ′)T
be a unit vector such that |∠(v0,v)| ≥ Ca1/2. We make now restriction to values
θ ′ ∈ [0,π/2), i.e. 0 < ∠(v0,v) ≤ π/2. On this interval we always have ∠(v0,v) <

tan(∠(v0,v)). Choose now C = C2/C1. Because

v1

v2
= tan(∠(v0,v)) > ∠(v0,v) ≥ Ca1/2 = C2a

−1/2

C1a−1
,
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it follows that the lines passing through the origin with slopes ± v1
v2

do not intersect the

rectangle [a−1C1, a
−1C′

1] × [−a−1/2C2, a
−1/2C2]. In particular, since supp(ϕ̂ab0) is

a subset of the rectangle, it does not intersect with the line ξ2 = − v1
v2

ξ1. Now, since
rotation commutes with Fourier transform, we have supp(ϕ̂abσ ) = Rσ supp(ϕ̂ab0) and
so

supp(ϕ̂ab0) ∩
{

(ξ1, ξ2): ξ2 = −v1

v2
ξ1

}

= ∅

⇐⇒ supp(ϕ̂ab(−θ ′)) ∩ R−θ ′
{

(ξ1, ξ2): ξ2 = −v1

v2
ξ1

}

= ∅

⇐⇒ supp(ϕ̂ab(−θ ′)) ∩ {(ξ1, ξ2): ξ1 = 0} = ∅.

Consequently, all partial derivatives of ϕ̂ab(−θ ′) vanish on the ξ2-axis. This property
of ϕab(−θ ′) implies that it has directional vanishing moments along the direction of
x1-axis of any order L. Indeed, if we denote g(x2) := ∫

xn
1 ϕab(−θ ′)(x1, x2)dx1 then

differentiating under the integral sign gives

0 = ∂n
1 ϕ̂ab(−θ ′)(0, ξ2)

= (−2πi)n
∫ (∫

xn
1 ϕab(−θ ′)(x1, x2)dx1

)

e−2πix2ξ2dx2

= (−2πi)n
∫

g(x2)e
−2πix2ξ2dx2

= (−2πi)nĝ(ξ2),

for all ξ2 ∈ R̂, which implies that g(x2) ≡ 0. Therefore, ϕab0 has vanishing moments
along the direction v. For angles θ ′ ∈ (π/2,π] one can make similar derivations since
[a−1C1, a

−1C′
1] × [−a−1/2C2, a

−1/2C2] is symmetric about the ξ1-axis. And proof
for the case θ = 0 is complete.

The general case for θ ∈ [0,2π) follows easily from the fact that θ just rotates the
function ϕabθ . Because ϕabθ has directional vanishing moments along the direction
v if and only if ϕab0 have directional vanishing moments along direction R−θv and

|∠(vθ ,v)| = |∠(R−θvθ ,R−θv)| = |∠(v0,R−θv)|,
we can denote R−θv := (cos θ ′, sin θ ′)T and make exactly same calculations as
in the case θ = 0. For curvelets, one can use exactly same proof because clearly
supp(γ̂a00) ⊆ [a−1C1, a

−1C′
1] × [−a−1/2C2, a

−1/2C2] for some strictly positive C1,
C′

1 and C2. �

Some results on the decay of ∂νϕabθ , ∂νMϕabθ , and ∂νγabθ are given below.

Lemma 2 Suppose that the windows V and W in the definition of CCT are C∞ and
have compact supports. Then for each N = 1,2, . . . there is a constant CN such that

∀x ∈ R
2 |∂νγabθ (x)| ≤ CNa−3/4−|ν|

1 + ‖x − b‖2N
a,θ

. (2.6)
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Moreover, if ϕ̂ ∈ C∞ and if there exist finite and strictly positive constants C1,C
′
1,

and C2 such that supp(ϕ̂) ⊂ [C1,C
′
1]× [−C2,C2], then (2.6) also holds for functions

ϕabθ and Mϕabθ .

Proof We produce a proof only for Mϕabθ . The proof is identical for ϕabθ and, at the
end of the proof, we will point out differences of proof for curvelets.

We first recall the basic properties of the Fourier transform:

f (x) = (−2πix)νg(x) ⇐⇒ f̂ (ξ) = ∂νĝ(ξ),

f (x) = ∂νg(x) ⇐⇒ f̂ (ξ ) = (2πiξ )ν ĝ(ξ).

Therefore we have
∫

R2
�kĝ(ξ)e2πix·ξdξ = (−4π2‖x‖2)kg(x), (2.7)

where � is the Laplacian i.e. � := ∂2
1 + ∂2

2 . We restrict first to the case θ = 0 and
b = 0. Fix an index vector ν := (ν1, ν2) and define

ga(x) := Mϕa00(Dax) and ha(x) := ∂νga(x) = aν1+ ν2
2 (∂νMϕa00)(Dax).

A straightforward computation yields

ĥa(ξ) = (i2πξ )ν ĝa(ξ)

= (2πiξ )νa−3/2M̂ϕa00(D1/aξ)

= (2πiξ )νa−3/2m(‖D1/aξ‖)ϕ̂a00(D1/aξ)

= (2πiξ )νa−3/2m(‖D1/aξ‖)a−3/4ϕ̂(ξ)a3/2

= (2πiξ )νa−3/4m(‖D1/aξ‖)ϕ̂(ξ). (2.8)

If we now replace ĝ by ĥa and x by D1/ax in (2.7) we get

∣
∣(−4π2‖D1/ax‖2)kaν1+ν2/2(∂νMϕa00)(x)

∣
∣

= ∣
∣(−4π2‖D1/ax‖2)kha(D1/ax)

∣
∣

=
∣
∣
∣
∣

∫

R2
(�kĥa)(ξ)e2πiD1/ax·ξdξ

∣
∣
∣
∣

≤
∫

R2
|(�kĥa)(ξ)||e2πiD1/ax·ξ |dξ

=
∫

R2
|(�kĥa)(ξ )|dξ

= a−3/4
∫

R2
|�k((2πiξ )νm(‖D1/aξ‖)ϕ̂(ξ))|dξ

≤ Ca−3/4.
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In the last step we used the notification that |�k((2πiξ )νm(‖D1/aξ‖)ϕ̂(ξ))| ≤ C

where C is independent of a. This is a direct consequence of the fact that if
ξ ∈ supp(ϕ̂) then

∣
∣m(n)(‖D1/aξ‖)∣∣ ≤ C‖D1/aξ‖−n ≤ C‖(a−1C1,0)T ‖−n = Can. (2.9)

When k = 0 this reduces to

∣
∣aν1+ν2/2(∂νMϕa00)(x)

∣
∣ ≤ Ca−3/4.

By combining the above estimates, we get

aν1+ν2/2(1 + 4kπ2k‖D1/ax‖2k)|∂νMϕa00)(x)|
= ∣

∣aν1+ν2/2(∂νMϕa00)(x)
∣
∣ + ∣

∣(−4π2‖D1/ax‖2)kaν1+ν2/2(∂νMϕa00)(x)
∣
∣

≤ Ca−3/4,

which finally gives the inequality

|∂νMϕa00)(x)| ≤ Ca−3/4−ν1−ν2/2

1 + (2π)2k‖D1/ax‖2k
≤ Ca−3/4−ν1−ν2/2

1 + ‖D1/ax‖2k
.

Now we give brief arguments how we get estimate for general θ and b. Because
translation do not change regularity properties, it is clear that all above would hold
also for a general b. Rotation will clearly change properties of partial derivatives of
function. However, taking partial derivative of a smooth function Mϕabθ with respect
to x1 is the same as taking directional derivative of Mϕab0 to direction R−θ (1,0)T .
Since a directional derivative is a linear combination of partial derivatives, and par-
tial derivatives with respect to x1 and x2 in the above calculations produced factors
a−ν1−ν2/2, in the worst case we will get factor a−ν1−ν2 = a−|ν| instead of a−ν1−ν2/2.
For curvelets the only essential difference is that we choose ga(x) := γa00(Dax),
which leads to formula

ĥa(ξ) = (2πiξ )νa−3/2γ̂a00(D1/aξ)

= (2πiξ )νa−3/4W
(√

ξ2
1 + aξ2

2

)
V

(

a−1/2 arctan
a1/2ξ2

ξ1

)

. (2.10)

From compact supports of V and W we easily see that there exists positive constants
C′ and C′′ such that ξ ∈ supp(ĥa) implicates C′ ≤ ξ1 ≤ C′′ and |ξ2| ≤ C′′ for all
sufficiently small a. Therefore it is also easy to see from (2.10) that partial derivatives
of ĥa(ξ) are bounded by Ca−3/4, and so we get the same estimate as before. �

We would like to remark that, by geometric arguments, the above lemmas would
be valid also when supp(ϕ̂) ⊂ (([−C′

1,−C1] ∪ [C1,C
′
1]) × [−C2,C2]). This is im-

portant if one prefers a real valued function ϕ.
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3 Regularity and Decay of Transforms

In the previous section we showed that γabθ , ϕabθ and Mϕabθ all have essentially
the same vanishing moment and decay properties. In this section we denote any of
those functions by φabθ , and dual by φ

�

abθ
. Moreover, we assume that φ always has

vanishing moments and decay properties as stated in Lemmas 1 and 2. However, we
would like to remark that, in some theorems, weaker properties would suffice, as can
be seen in the proofs.

3.1 Uniform Regularity

Let us first note here that in the proofs of Theorems 3 and 5 we do not need vanishing
moments in more than one direction (for example in the direction of x1-axis). In fact,

∫

R2
φabθ (x)Pu(x − u)dx =

∫

R2
φa00(x)Pu(Rθ (x − u) + b)dx = 0,

because Pu(Rθ (x − u) + b) is a polynomial.
The following theorem gives a necessary condition for Hölder regularity in terms

of decay of Hart Smith or curvelet transforms.

Theorem 3 If a bounded function f ∈ Cα(R2), then there exist a constant C and a
fixed coarsest scale a0 for which

|〈φabθ , f 〉| ≤ Caα+ 3
4

for all 0 < a < a0, b ∈ R
2, and θ ∈ [0,2π).

Proof Without loss of generality, we can assume that b = 0 and θ = 0. The general
case follows by simple translation and rotation of f because uniform regularity is
invariant under those operations.

We first recall that uniform regularity of f means that there exist a constant C

independent of u ∈ R
2 and, for each u, a polynomial Pu of degree less than α such

that

|f (x) − Pu(x − u)| ≤ C‖x − u‖α

for all x ∈ R
2. Therefore, for each x2 ∈ R, there exists a polynomial P(0,x2) such that,

for all x1 ∈ R,

|f (x1, x2) − P(0,x2)(x1,0)| ≤ C‖(x1, x2) − (0, x2)‖α = C|x1|α. (3.1)

Also, since φa00 has rapid decay, the integral
∫

R2 |P(0,x2)(x1,0)φa00(x)|dx is finite
which allows us to apply Fubini’s theorem and write

∫

R2
P(0,x2)(x1,0)φa00(x) dx =

∫

R

(∫

R

P(0,x2)(x1,0)φa00(x1, x2)dx1

)

dx2

=
∫

R

0dx2 = 0, (3.2)
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where we have used the assumption that φa00 has directional vanishing moments of
any order along the x1-axis for a sufficiently small. By using (3.1), (3.2) and (2.6) we
get

|〈φabθ , f 〉| =
∣
∣
∣
∣

∫

R2

(
f (x) − P(0,x2)(x1,0)

)
φa00(x)dx

∣
∣
∣
∣

≤
∫

R2

∣
∣f (x) − P(0,x2)(x1,0)

∣
∣|φa00(x)|dx

≤ C

∫

R2
|x1|α|φa00(x)|dx

≤ C

∫

R2
|x1|α

∣
∣
∣
∣

a−3/4

1 + ‖x‖2N
a,0

∣
∣
∣
∣dx

≤ C

∫

R2
|ay1|α

∣
∣
∣
∣

a3/4

1 + ‖y‖2N

∣
∣
∣
∣dy

≤ Caα+3/4. �

A sufficient condition for a function f to be Cα is given in the next theorem.
Unfortunately, the condition here is not closed to the necessary condition presented
above, due to the effect of parabolic scaling.

Theorem 4 Let f ∈ L2(R2) and α > 0 a non-integer. If there is a constant C < ∞
such that

|〈φabθ , f 〉| ≤ Caα+ 5
4 ,

for all 0 < a < a0, b ∈ R
2, and θ ∈ [0,2π), then f ∈ Cα(R2).

We omit the proof of this theorem since it’s essentially the same as that for the
pointwise case, see Theorem 6.

3.2 Pointwise Regularity

Pointwise regularity estimates are harder to obtain than those for uniform regularity.
Necessary conditions and sufficient conditions derived here will differ even more than
in the uniform case.

Theorem 5 If a bounded function f ∈ Cα(u) then there exists C < ∞ such that

|〈φabθ , f 〉| ≤ Ca
α
2 + 3

4

(

1 +
∥
∥
∥
∥
b − u

a1/2

∥
∥
∥
∥

α)

(3.3)

for all 0 < a < a0, b ∈ R
2, and θ ∈ [0,2π).

Proof We would like to remark that because f is bounded, the polynomial approx-
imation property (2.1) holds in all R

2 although by definition it holds only in some
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neighborhood of point u. Therefore the proof is similar to that for uniform regularity,
but we obviously do not have varying polynomials for different x2. We do have

|〈φabθ , f 〉| ≤
∫

R2
|φabθ (x)| |f (x) − Pu(x − u)| dx

≤ Ca− 3
4

∫

R2

‖x − u‖α

1 + ‖x − b‖2N
a,θ

dx

= Ca− 3
4

∫

R2

‖x − u‖α

1 + ‖D1/aR−θ (x − b)‖2N
dx

= Ca− 3
4 + 3

2

∫

R2

‖Rθ Day + b − u‖α

1 + ‖y‖2N
dy

≤ Ca− 3
4 + 3

2

∫

R2

‖Rθ Day‖α + ‖b − u‖α

1 + ‖y‖2N
dy

≤ Ca
3
4 + α

2

(

1 +
∥
∥
∥
∥
b − u

a1/2

∥
∥
∥
∥

α)

,

since we can choose N large enough so that the last integral is finite. We have also
used the fact that Rθ Da is a bounded linear operator with norm ‖RθDa‖ = a1/2. �

Theorem 6 Let f ∈ L2(R2) and α be a non-integer positive number. If there exist
C < ∞ and α′ < 2α such that

|〈φabθ , f 〉| ≤ Caα+ 5
4

(

1 +
∥
∥
∥
∥
b − u

a1/2

∥
∥
∥
∥

α′)

, (3.4)

for all 0 < a < a0, b ∈ R
2, and θ ∈ [0,2π), then f ∈ Cα(u).

Proof First we divide f ∈ L2(R) to low and high frequency parts fL and fH . As
discussed before, regularity of the function f depends only on regularity of high
frequency part fH , and therefore it’s enough to calculate estimates only for fH . It
is clear that, for a small enough, 〈φ̂abθ , f̂L〉 = 0 as the frequency support of φabθ is
moving farther away from the origin. Because of that and by Plancherel’s formula,
we have

〈φabθ , f 〉 = 〈φabθ , fL〉 + 〈φabθ , fH 〉 = 〈φabθ , fH 〉.
Therefore the assumption (3.4) gives

|〈φabθ , fH 〉| ≤ C2a
α+ 5

4

(

1 +
∥
∥
∥
∥
b − u

a1/2

∥
∥
∥
∥

α′)

. (3.5)

The rest of the proof follows the one given in [10, 18] for wavelets in L2(R). We
reproduce it here even though there is not much change in higher dimension with
parabolic scaling. The reason is that a little modification can be used in later investi-
gation of directional regularity properties.
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Without loss of generality, we can choose a0 = 1 in (2.2). We use the notation
x = u + λv, where ‖v‖ = 1. Here we can set u = 0, the general case follows by
simple translation. The reconstruction formula (2.2) can be rewritten

fH (x) =
−1∑

j=−∞
�j(x), (3.6)

where

�j(x) :=
∫ 2j+1

2j

∫ 2π

0

∫

R2
〈φabθ , fH 〉φ�

abθ
(x) db dθ

da

a3
.

We try to approximate fH by polynomial

P0(λv) :=
�α�∑

k=0

λk

k!
−1∑

j=−∞
(v · ∇)k�j (0).

Next we investigate how fast the terms (λv ·∇)k�j (λv) go to zero when j → −∞.
First, by using assumptions of the theorem, implication (3.5) and the decay esti-
mate (2.6), we can derive

∣
∣∂k−l

1 ∂l
2�j(x)

∣
∣

=
∣
∣
∣
∣

∫ 2j+1

2j

∫ 2π

0

∫

R2
〈φabθ , fH 〉∂k−l

1 ∂l
2φ

�

abθ
(x) db dθ

da

a3

∣
∣
∣
∣

≤ C

∫ 2j+1

2j

∫ 2π

0

∫

R2
aα+5/4

(

1 +
∥
∥
∥
∥

b

a1/2

∥
∥
∥
∥

α′)
a−3/4−k

1 + ‖x − b‖2N
a,θ

db dθ
da

a3

= C

∫ 2j+1

2j

∫ 2π

0

∫

R2

(

1 +
∥
∥
∥
∥
x − Rθ Day

a1/2

∥
∥
∥
∥

α′)
aα+5/4−k+3/2−3/4

1 + ‖y‖2N
dy dθ

da

a3

≤ C

∫ 2j+1

2j

∫ 2π

0

∫

R2

aα−k+2(1 + a−α′/2(‖x‖α′ + ‖Rθ Day‖α′
))

1 + ‖y‖2N
dy dθ

da

a3

≤ C

∫ 2j+1

2j

∫ 2π

0

∫

R2

aα−k+2(1 + ‖y‖α′ + a−α′/2‖x‖α′
)

1 + ‖y‖2N
dy dθ

da

a3

≤ C

∫ 2j+1

2j

aα−k−1(C + a−α′/2‖x‖α′)
da

≤ C2j (α−k) + C2j (α−k−α′/2)‖x‖α′
. (3.7)
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Therefore

∣
∣(v · ∇)k�j (λv)

∣
∣ = |(v1∂1 + v2∂2)

k�j (λv)|

=
∣
∣
∣
∣
∣

k∑

l=0

(
k

l

)

vk−l
1 vl

2∂
k−l
1 ∂l

2�j(λv)

∣
∣
∣
∣
∣

≤ C

k∑

l=0

(
k

l

)

|vk−l
1 vl

2|
(
2j (α−k) + 2j (α−k−α′/2)|λ|α′)

≤ C
(
2j (α−k) + 2j (α−k−α′/2)|λ|α′)

. (3.8)

Notice that C can be really independent from v since |v1| ≤ 1 and |v2| ≤ 1. Equation
(3.8) clearly also holds for k = 0. Then, by the triangle inequality,

|fH (λv) − P0(λv)| =
∣
∣
∣
∣
∣

−1∑

j=−∞
�j(λv) −

�α�∑

k=0

λk

k!
−1∑

j=−∞
(v · ∇)k�j (0)

∣
∣
∣
∣
∣

≤
−1∑

j=−∞

∣
∣
∣
∣
∣
�j(λv) −

�α�∑

k=0

λk

k! (v · ∇)k�j (0)

∣
∣
∣
∣
∣
.

We investigate now coarse and fine scales separately and therefore we choose J such
that 2J−1 ≤ |λ| ≤ 2J . It’s essential to notice that our generic constant C can remain
independent of J in all calculations. By noticing that each summand is the absolute
error of the approximation of �j(λv) by its Taylor polynomial of degree �α�, we get,
for coarse scales,

−1∑

j=J

∣
∣
∣
∣
∣
�j(λv) −

�α�∑

k=0

λk

k! (v · ∇)k�j (0)

∣
∣
∣
∣
∣

≤
−1∑

j=J

|λ|�α�+1

(�α� + 1)! sup
h∈[0,λ]

∣
∣(v · ∇)�α�+1�j(hv)

∣
∣

≤
−1∑

j=J

C|λ|�α�+1(2j (α−�α�−1) + 2j (α−�α�−1−α′/2)|λ|α′)

≤ C|λ|�α�+1((2J+1)(α−�α�−1) + (2J+1)(α−�α�−1−α′/2)|λ|α′)

≤ C|λ|�α�+1(|λ|(α−�α�−1) + |λ|(α−�α�−1−α′/2)|λ|α′)

≤ C|λ|α,
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where the estimate (3.8) was used in the second inequality. At fine scales we use
directly the estimate (3.8) and get

J−1∑

j=−∞

∣
∣
∣
∣
∣
�j(λv) −

�α�∑

k=0

λk

k! (v · ∇)k�j (0)

∣
∣
∣
∣
∣

≤ C

J−1∑

j=−∞

[
(
2jα + 2j (α−α′/2)|λ|α′) +

�α�∑

k=0

|λ|k
k! 2j (α−k)

]

≤ C|λ|α.

The assumption α′ < 2α was needed to make infinite summations to converge. Be-
cause ‖x‖ = |λ|, the theorem is proved. �

3.3 Direction of Singularity

In this section we study what kind of directional information the decay of the trans-
forms can provide. Comparing to previous theorems, we now approve a weaker rate
of decay of |〈φabθ , f 〉| for some angle θ0. Loosely speaking, this angle can define
direction where f has low regularity, for example 1-dimensional singularity. We first
consider new sufficient conditions for regularity.

Theorem 7 Let f ∈ L2(R2), u ∈ R
2, and assume that α > 0 is not an integer. If there

exist α′ < 2α, θ0 ∈ [0,2π], and A,C < ∞ such that

|〈φabθ , f 〉| ≤
⎧
⎨

⎩

Caα+ 5
4 (1 + ‖ b−u

a1/2 ‖α′
), if θ /∈ θ0 + Aa1/2[−1,1],

Caα+ 3
4 (1 + ‖ b−u

a1/2 ‖α′
), if θ ∈ θ0 + Aa1/2[−1,1]

for all 0 < a < a0, b ∈ R
2, and θ ∈ [0,2π), then f ∈ Cα(u).

Proof Let us denote Iθ0,a := θ0 + Aa1/2[−1,1]. The only difference from the proof
of Theorem 6 is that, in the derivation of (3.7), we split the integral with respect to
the angle θ into

∫

[0,2π]
dθ =

∫

[0,2π]\Iθ0,a

dθ +
∫

Iθ0,a

dθ.

The first integral obviously gives the same estimate as in (3.7), while the second
yields an extra factor of 2Ca1/2 instead of 2π . �

We now give a simple example. Let f (x1, x2) = g(x1, x2)|x1|α , where g is
a bounded positive C∞(R2) function. Then f ∈ Cα({(0, x2)|x2 ∈ R},vπ/2) ∩
C∞(R2,v0). First we recall that φabθ has vanishing moments of any order to all
directions v such that |∠(v,vθ )| ≥ Aa1/2. Therefore it is clear that

|〈φabθ , f 〉| ≤ CaN whenever |∠(v0,vθ )| ≥ Aa1/2
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for any N < ∞. With similar methods as in the uniform regularity case, we can derive

|〈φabθ , f 〉| ≤ Caα+3/4 whenever |∠(v0,vθ )| ≤ Aa.

For angles Aa ≤ |∠(v0,vθ )| < Aa1/2, the same estimate cannot be so easily obtained.
The next theorem gives more precise necessary decay condition for special type of
functions that includes our example. Essentially these functions might have aligned
singularity lines. Because local Hölder exponent is used in the assumption of this the-
orem, we actually consider not only traditional singularities but also wild oscillatory
behavior.

Theorem 8 Let f be bounded with local Hölder exponent α ∈ (0,1] at point u and
f ∈ C2α+1+ε(R2,vθ0) for some θ0 ∈ [0,2π) with any fixed ε > 0. Then there exist
α′ ∈ [α − ε,α] and A,C < ∞ such that for a > 0 and b ∈ R

2,

|〈φabθ , f 〉| ≤
{

Caα+ 5
4 , if θ /∈ θ0 + Aa1/2[−1,1],

Caα′+ 3
4 (1 + ‖ b−u

a
‖α′

), if θ ∈ θ0 + Aa1/2[−1,1].

Proof From Definition 2, for all ε > 0, there exists a ball B(u, rε) such that
αl(B(u, rε)) ≥ α − ε. This means that

|f (x) − f (y)| ≤ Cε‖x − y‖αl(B(u,rε)) ≤ Cε‖x − y‖α−ε, ∀x,y ∈ B(u, rε).

For simplicity we assume again that u = 0 and θ0 = 0, the general case follows by
simple translation and rotation. For angles θ such that |∠(v0,vθ )| ≤ Aa1/2 we can
write that

|〈φabθ , f 〉| =
∣
∣
∣
∣

∫

R2
(f (x) − f (0, x2))φabθ (x)dx

∣
∣
∣
∣

≤ C

∫

R2
‖(x1,0)T ‖αl(B(0,rε))

(
a−3/4

1 + ‖x − b‖2N
a,θ

)

dx

≤ C

∫

R2
‖x‖αl(B(0,rε))

(
a−3/4

1 + ‖x − b‖2N
a,θ

)

dx

≤ C

∫

R2

(
(a‖y‖)αl(B(0,rε)) + ‖b‖αl(B(0,rε))

)(
a3/4

1 + ‖y‖2N

)

dy

= Caαl(B(0,rε))+3/4
(

1 +
∥
∥
∥
∥
b

a

∥
∥
∥
∥

αl(B(0,rε))
)

.

So we choose α′ = αl(B(0, rε)). We then turn to the investigation of angles θ

such that |∠(v0,vθ )| ≥ Aa1/2. Our method is similar as making the integration of
〈φabθ , f 〉 by taking line integrals to direction of x2. This idea arises from the fact
that f has high uniform regularity in that direction. Since the regularity property that
we will use now is invariant under translation, the estimate we will get here is the
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same for all b and we can restrict to the case b = 0. We start by taking the rectan-
gle Aa := [−a−c, a−c]2 for some 0 < c < 1/2, to be determined later. We notice
that Rθ DaAa is oriented similarly to the essential support of φabθ and Aa → R

2 and
Rθ DaAa → 0 when a → 0. We will also use here the notation v(x) := x1vθ /| cos(θ)|,
i.e. v(x) lies on major axis of Rθ DaAa and v(x) − x is always parallel to x2-axis.

|〈φabθ , f 〉| =
∣
∣
∣
∣

∫

R2

(
f (x) − Pv(x)(x − v(x))

)
φa0θ (x)dx

∣
∣
∣
∣

≤
∣
∣
∣
∣

∫

R2\Rθ DaAa

(
f (x) − Pv(x)(x − v(x))

)
φa0θ (x)dx

∣
∣
∣
∣

+
∣
∣
∣
∣

∫

Rθ DaAa

(
f (x) − Pv(x)(x − v(x))

)
φa0θ (x)dx

∣
∣
∣
∣.

For the first integral we can write
∣
∣
∣
∣

∫

R2\Rθ DaAa

(
f (x) − Pv(x)(x − v(x)

)
φa0θ (x)dx

∣
∣
∣
∣

≤ Ca− 3
4

∫

R2\Rθ DaAa

|f (x) − Pv(x)(x − v(x))|
1 + ‖x‖2N

a,θ

dx

= Ca
3
4

∫

R2\Aa

|f (Rθ Day) − Py′(Rθ Day − y′)|
1 + ‖y‖2N

dy ≤ CaK,

where y′ = v(Rθ Day) and K can be chosen arbitrarily large. That is because
(i) 1 + ‖y‖2N will clearly dominate the integration since it grows much faster than
f (Rθ Day)−Py′(Rθ Day −y′) when we choose N large enough (since f is bounded)
and (ii) ‖y‖ ≥ a−c, i.e., when c is first fixed, we just choose N large enough to make
K as large as necessary.

The length l of the part of the line parallel to the x2-axis lying inside the rectangle
Rθ DaAa is at most |l| ≤ √

2a1/2−c. Let us now assume that f ∈ Cαs (R2,vθ0) i.e. for
every y ∈ R

2 there exists a polynomial Py such that

|f (x) − Py(x − y)| ≤ C‖x − y‖αs , when (x − y) ‖ vθ0

for all x in some neighborhood of y. Now Rθ DaAa ⊂ B(0, r) clearly for any fixed r

when a is just small enough. Therefore, for x ∈ Rθ DaAa ,
∣
∣f (x) − Pv(x)(x − v(x))

∣
∣ ≤ C|l|αs ≤ Ca(1/2−c)αs .

With these, we obtain an estimate for the second integral
∣
∣
∣
∣

∫

Rθ DaAa

(
f (x) − Pv(x)(x − v(x))

)
φabθ (x)dx

∣
∣
∣
∣

≤ C

∫

Aa

a( 1
2 −c)αs a

3
4

1 + ‖y‖2N
dy ≤ Caαs(

1
2 −c)+ 3

4 .
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Therefore we have the condition

αs(1/2 − c) + 3/4 ≥ αl(0) + 5/4.

Now we remember that we can choose any c ∈ (0,1/2) and, therefore, for any small
ε we can choose c = ε

4αl+2+2ε
. With this the above condition is clearly true when

αs ≥ 2αl(0) + 1 + ε. �

3.4 Numerical Examples

In this section we demonstrate how Theorems 7 and 8 can be used in practice by a
simple numerical example. As generating kernel function φ we use the tensor prod-
uct of the Meyer scaling function φM and wavelet function ψM i.e., φ(x1, x2) =
ψM(x1)φM(x2). Support of this function in Fourier domain meets conditions in The-
orems 3 and 4, hence suitable for our analysis. For more details about Meyer scal-
ing function and wavelet, see for example [6]. All implementations are made in
MATLAB. Strange behavior in some graphs at fine scales and large angles, where
the transform is too small in value, are caused by the size of our sampling grid of 224

points on [−10,10]2 for φM and precision of calculations used in numerical algo-
rithms.

We first choose the test set S of functions

S = {
f (Rθ0x) : f (x) = e−‖x‖|x1|α,α ∈ (0,1], θ0 ∈ [0,π]}.

All functions f ∈ S clearly meets conditions in Theorem 8. Notice also that the local
and pointwise Hölder exponents at the origin of every f ∈ S are the same.

As a test case we pick f (x) = e−‖x‖|x1|0.25 ∈ S. From the formula of f we see
clearly that α = 0.25 and θ0 = 0, but can we explore these values from some graphs
if we only know that f ∈ S? It turns out that one can read these values from the
behavior of the Hart Smith transform of f .

We investigate scales a = 2−s , s ∈ N. Let us define the function

Iθb(s) := log2(|〈φ2−sbθ , f 〉|)
and numerically evaluate its values when b = 0. The fact that Ca1/2 = C2−s/2 is the
critical angle is more clearly emphasized once we define

g(s, t) := Iθ0(s) + (α + 3/4)s, where t := −2 log2 |θ |,
whose graph is shown in Fig. 2. There clearly exists a line s = t + c, where c is a
constant, that divides the domain of g into two parts, the one where g is approxi-
mately constant (these are “small angles” where Iθ0(s) decays slower) and another
one where g still decays (these are “large angles” where Iθ0(s) decays faster).

Theorem 7 gives estimate α ≥ 0.25. Figure 1 illustrates that Iθ0(s) ≈ −(0.25 +
3/4)s + C for angles small enough comparing to the scale (|θ | < Cπ2−s/2), i.e., it
satisfies a sufficient condition on small angles for f being in C0.25(0). For |θ | larger
than Cπ2−s/2, we see from Fig. 2 that Iθ0(s) ≤ −(0.25 + 5/4)s + C. So sufficient
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Fig. 1 Decay behavior of Iθ0(s) across scales s at various angles θ for the function f (x) = e−‖x‖|x1|0.25

Fig. 2 Graph of g(s, t) with different scales s and angles t for the function f (x) = e−‖x‖|x1|0.25

condition on large angles is also clearly satisfied. By similar calculations we could
also verify that sufficient conditions for points b �= 0 are satisfied and that would lead
to final result that f ∈ C0.25(0), i.e. α ≥ 0.25.
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Fig. 3 Estimation error E(s, t) with different scales s and angles t for the function f (x) = e−‖x‖|x1|0.25

Since Iθ0(s) ≈ −(0.25+3/4)s +C for |θ | < C2−s/2, Theorem 8 says that Hölder
exponent cannot be higher than 0.25. Therefore, α ≈ 0.25. Another contribution of
Theorem 8 is that the faster decay of Iθ0(s) for large angles θ indicates that θ0 ≈ 0.

In this simple example, we actually get a pretty good estimate αe for α from the
investigation of a simple function αe(s, θ) := Iθ0(s +1)−Iθ0(s). Figure 3 shows how
the error E(s, t) := log10 |α − αe(s, θ)| behaves. Naturally E(s, t) behaves very sim-
ilar to g(s, t) and small estimation errors occur only on domain where g is constant.
Moreover, these errors seem to decrease along the lines s = t + c, i.e., the finer scales
(and the smaller angles) we use, the better estimation accuracy we get. However our
implementation limits the accuracy of the estimation errors to be about 10−3 (this
accuracy is achieved in many (s, t) couples), the peak value being 10−3.8 at scale
s = 5.
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