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โครงการวิจัยมีจุดประสงคเพ่ือศึกษาระบบสสารประเภทโบซอนที่มีอันตรกิริยาแบบคูลอมบ เปน
กลางทางไฟฟาประกอบดวยอนุภาคประจุลบ N  อนุภาค และทุกอนุภาคของระบบอยูภายใน
ทรงกลมรัศมี R  ปริมาตร Rυ  เราตองการศกึษาวาเม่ือเราเพ่ิมจํานวนอนุภาคมากๆ แลวรศัมี
ของทรงกลมจะเพิ่มขึ้นหรือลดลงอยางไร โดยการหาคําตอบจะเริ่มจากการหาขอบเขตบนและ
ขอบเขตลางของพลังงานจลนของระบบ โดยใชวธิีการทางคณิตศาสตร คําตอบทีเ่ราไดแสดงให
เห็นวาของเขตบนของพลังงานจลนเปนปริมาณที่หาคาไดแนนอน และขอบเขตลางของพลังงาน
จลนมีคาขึ้นกบัความหนาแนนของอนุภาคในทรงกลม  ดังน้ันเราสามารถคํานวณความนาจะเปน
ที่จะพบทุกอนภุาคอยูภายในทรงกลมโดยใชความหนาแนนดังกลาว และไดความสัมพันธ
ระหวางความนาจะเปนและจํานวนอนุภาคดังอสมการดานลาง 
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เม่ือ 0a  คือรัศมีของบอหร และ || eZ  เปนประจุบวกสูงสุดของนิวคลีไอในระบบ เราจงึได
ขอสรุปจากอสมการดานบนวา ถาสสารประเภทโบซอนมีการยุบตวัเกิดขึ้นจริงแลว เม่ือเราเพิม่
จํานวนอนุภาคในระบบใหมากขึ้น รัศมี R  ของทรงกลมตองลดลงในสัดสวนไมเร็วไปกวา 

3/1−N   มิเชนน้ันจะทําใหคาทางดานซายมือของอสมการดานบนเขาสูอนันต ทําใหขัดแยงกับ
คาที่แนนอนทางดานขวามือของอสมการดานบน พฤติกรรมการลดลงของรัศมีของทรงกลม
สําหรับสสารประเภทโบซอนนั้นตรงขามกับสสารทัว่ๆ ไป ซ่ึงเม่ือเราเพิ่มจํานวนอนุภาคเขาไป
ในระบบมากๆ รัศมี R  ของทรงกลมตองเพิ่มขึ้นในสัดสวนไมชาไปกวา 3/1N   
 
Keywords : กอนสสารประเภทโบซอน; การยุบตัวของสสารประเภทโบซอน; เสถียรภาพ
ของสสาร 
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Abstract 
 
Project Code : MRG4980107 
 
Project Title : Contributions to Stability and Instability of Matter in Bulk 
 
Investigator : Mr. Chaiyapoj Muthaporn 

Department of Physics, Faculty of Science, Khon Kaen University 
 
E-mail Address :  chaiyapoj@hotmail.com 
 
Project Period :  1 July, 2006 – 31 December, 2010 
 
The goal of this project was to study the behavior of radius R , of a sphere of “bosonic 
matter” with Coulomb interaction, as a function of the number of negatively charged 
particles, N , as the latter is made to increase. To establish this result, we derived  
upper and lower bounds of the kinetic energy of such systems by rigorous mathematical 
techniques. The analytical results showed that the lower bound of the kinetic energy 
involving the density of particles as well as the upper bound are  finite numbers. It was 
shown that the probability of finding the particles involve lying within the sphere of 
radius R  is bounded above as follows: 
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where 0a  is the Bohr radius, and || eZ  is the maximum of the positively charged  
nuclei. This result tell us,  that if deflation of such matter occurs upon collapse as more 
and more matter is put together, then for a non vanishing probability of having the 
negatively charged particles within a sphere of radius R , the latter necessarily cannot 
decrease faster than  3/1−N  for large  N . This is in clear distinction with ordinary 
matter (i.e., matter with the exclusion principle) which inflates and R  necessarily 
increases not any slower than  3/1N  for large N . 
 
Keywords : Bosonic Matter in Bulk; The Collapse of  “Bosonic Matter”; Stability of 
Matter 

-ข-



สารบัญ 
 
  หนา 
บทคัดยอ  ก 
Abstract  ข
1. ความสําคญัและที่มาของปญหา  1 
2. วัตถุประสงค  2 
3. ระเบียบวิธวีิจัย  3 
       3.1 ขอบเขตบนของพลังงานจลน  5 
       3.2 ขอบเขตลางของพลังงานสถานะพื้นและพลงังานจลนของระบบ  6 
4. สรุปและวิจารณ  30 
เอกสารอางอิง  34 
Output จากโครงการวิจัยทีไ่ดรับทุนจาก สกว.  34 
ภาคผนวก 
 

 35 

 
 
 

-ค-



1. ความสําคัญและที่มาของปญหา 
 

คําถามเกี่ยวกบัเสถียรภาพของสสารนั้น  เปนที่สนใจของนักฟสิกสมาตั้งแต  Rutherford 
พบวาสสารประกอบดวยอนุภาคที่มีประจุบวกและประจุลบโดยมีอันตรกิริยาระหวางกันแบบ    
คูลอมบ ในป 1931 Paul Ehrenfest (cf. [1]) ไดตั้งคําถามเกี่ยวกับเสถียรภาพและขนาดของ
สสารขึ้นมาวา ทําไมอิเล็กตรอนซึ่งมีประจุลบไมยุบตัวลงสูนิวเคลยีสของอะตอมซึ่งมีประจุบวก 
ทําไมเมื่อเราเพิ่มจํานวนอิเล็กตรอนเขาไปในสสารแลวขนาดของสสารกลับเพ่ิมขึน้ แทนที่จะ
ขนาดจะลดลงเนื่องจากพฤติกรรมของแรงคูลอมบระหวางนิวเคลียสและอิเล็กตรอน โดย 
Ehrenfest ไดตอบคําถามนี้วา น่ันเปนเพราะหลักการกีดกันของเพาลี “อิเล็กตรอนสองตัวไม
สามารถอยูในสถานะเดียวกนัได” คําตอบนี้ไดรับการพิสูจนและยืนยันโดยใชวิธีการทาง
คณิตศาสตรเปนครั้งแรกในอีกหลายสิบปตอมาโดย Dyson [1] วาหลักการกีดกันของเพาลีเปน
สิ่งจําเปนอยางยิ่งสําหรับการมีเสถียรภาพของสสาร สสารที่ละทิ้งหลักการกีดกันของเพาลี เชน
ระบบของอิเล็กตรอนที่กําหนดใหสปนเทากับ 0 หรือเรียกอีกชื่อวา “ระบบสสารประเภทโบซอน” 
จะไมเสถียร และมีงานวิจัย [2] ไดตอบคําถามที่วา ทําไมขนาดของสสารถึงไดเพ่ิมขึ้นเม่ือเรา
เพ่ิมจํานวนของอิเล็กตรอน ซ่ึงคําตอบคือ เม่ือเราเพิ่มอนุภาคเขาไปในระบบใหมากขึ้นเรื่อยๆ 
โดยใหอนุภาคทั้งหมดอยูภายในทรงกลมรัศมี R   รัศมี R  ของทรงกลมจําเปนตองเพ่ิมขึ้นใน
สัดสวนไมนอยกวา 1 3N  เม่ือ N  มีคามากๆ ( N  เปนจํานวนของอิเล็กตรอน) 

 
ในกรณีที่เราเปลี่ยนอิเล็กตรอนใหเปนอนุภาคชนิดโบซอน น่ันคือเราไดละทิ้งหลกัการกีดกัน

ของเพาลี Dyson [1] พบวาสสารในระบบดังกลาวจะไมมีเสถียรภาพตอไป โดยระบบสสารนั้นจะ
เกิดการยุบตวั Dyson คํานวณขอบเขตบนของพลังงานสถานะพื้นของระบบสสารดังกลาวมีคา
แปรผันตรงกบั 7 5N  เปนการยืนยันวาระบบสสารชนดิโบซอนจะเปนระบบสสารที่เปนแบบ   
อเสถียรภาพ  Manoukian และ Muthaporn [3] ไดศึกษาปญหาอเสถียรภาพของสสารชนิดนี้ ได
ปรับปรุงคาขอบเขตบนที่ไดใหมีความแมนยํามากยิ่งขึ้น นอกจากนี้  Muthaporn และ  
Manoukian [4, 5] พบวาอเสถียรภาพของสสารชนิดโบซอนไมขึ้นกับมิตขิองอวกาศที่ระบบ
ดังกลาวอาศัยอยู ทําใหเราสรุปไดวา ไมวาอนุภาคในระบบโบซอนจะวางเรียงตวัในแนวเสนตรง 
หรือเรียงตัวกนัเปนแผน หรือถูกบรรจุในปริมาตรใดๆ ระบบน้ันจะเปนระบบแบบอเสถียรภาพ 
หรือระบบจะเกิดการยุบตวัน่ันเอง แตก็ยังไมมีงานวิจัยชิ้นใดทีศ่ึกษาพฤติกรรมการลดลงของ
รัศมี R เม่ือเทียบกับจํานวนอนุภาคโบซอน N  ที่เพ่ิมขึ้นเรือ่ยๆ ในระบบสสารดังกลาว 

 
 
 
 
 

 



ดังน้ันความคาดหวังในตอนเริ่มตนของโครงการวิจัย ผูวิจัยมุงตอบคําถามสองขอดังน้ี  
 
1. ถาเราบรรจุสสารชนิดโบซอนไวในปริมาตรอันหนึ่ง และจากนั้นเพ่ิมอนุภาคโบซอน

เพ่ิมขึ้นเรื่อยๆ พฤติกรรมการลดลงของรัศมี R  ของระบบดังกลาวจะขึน้กับจํานวนของอนุภาค
โบซอน N  ในระบบอยางไร  

2. งานวิจัยของ Manoukian และ Sirininlakul [2005] น้ันยังไมไดศึกษาในแงสมัพัทธภาพ 
ดังน้ันผูวิจัยจะศึกษาในแงสมัพัทธภาพของระบบดังกลาวและระบบสสารประเภทโบซอน และดู
พฤติกรรมการเพิ่มและลดของรัศมี R  จะยังคงเหมือนเดิมหรือแตกตางจากเดิมหรือไม อยางไร 

 
การตอบปญหาดังกลาวจะทาํใหเราทราบและเขาใจลึกซึ้งเกี่ยวกับเสถียรภาพ และอเสถียรภาพ
ของสสารมากยิ่งขึ้น นอกจากนี้เราอาจสามารถนําวิธีการทางคณติศาสตร ที่ใชคํานวณหา
พลังงานสถานะพื้นของระบบไปประยุกตใชกบัการหาพลังงานสถานะพื้นของระบบสสาร
บางอยางที่มีอยูจริงในธรรมชาติได และองคความรูทีไ่ดจากงานวิจัยเปนองคความรูพ้ืนฐานทาง
ฟสิกสที่จะคงอยูตอไปตราบนานเทานาน 

 
จากผลการวิจัยเราไดคําตอบของคําถามขอ 1 วาพฤติกรรมของรศัมี R  จะตองลดลงใน

อัตราไมเร็วกวา 3/1−N  เม่ือ ∞→N  และหาคาได แตผูวิจัยยังไมสามารถคํานวณพฤติกรรม
ของระบบในมติิตางๆ ที่ไมเทากับสาม และยังไมสามารถคํานวณพฤติกรรมของระบบในกรณีทีมี่
ทฤษฎีสัมพัทธภาพเขามาเกี่ยวของได ดังน้ันวัตถุประสงคของโครงการวิจัยจะมีเฉพาะในสวน
ของคําถามขอที่ 1 สวนในกรณีที่มิติไมเทากับสาม และคําถามขอ 2 น้ัน เราหวังวาในอนาคตถา
เราศึกษาระบบของสสารในกรณีเฉพาะบางระบบเรานาจะไดคําตอบที่เราตองการได  

 
 

2. วัตถุประสงค 
 
ศึกษาความสมัพันธระหวางรัศมี R  ของทรงกลมที่บรรจุสสารประเภทโบซอน กับจํานวน
อนุภาคโบซอนประจุลบ N  ที่ใสเพ่ิมเขาไปในระบบ โดย N  มีคามาก 
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3. ระเบียบวิธีวิจัย 
 
ระบบที่เราศึกษาเปนระบบของนิวเคลยีสที่มีอิเล็กตรอนอยูรอบๆ โดยเราถือวานวิเคลียสหยุดนิง่
กับที่ เราใหจํานวนนิวเคลยีสเทากับ k  และจํานวนอิเลก็ตรอนเทากบั N  ดังน้ันฮามิลโทเนียน 
(Hamiltonian) ของระบบน้ีคือ 
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เม่ือ ixr , jR

r
 คือเวกเตอรบอกตําแหนงของอิเล็กตรอนและนิวเคลยีสตามลําดับ และเรายัง

กําหนดใหระบบที่เราศึกษาเปนกลางทางไฟฟา น่ันคือ  NZ
k

j
j =∑

=1
 

 
ถาเราหยุดสปนของอิเล็กตรอนในระบบดงักลาว อิเลก็ตรอนจะไมมีพฤติกรรมตามหลักการกีด
กันของเพาล ี (Pauli’s exclusion principle) เราเรียกระบบสสารนี้วา “สสารประเภทโบซอน 
(bosonic matter)” มีงานวิจัยตางๆ [1, 6, 7] ที่พิสูจนวา ระบบสสารประเภทโบซอนเปนระบบที่
ไมเสถียร วธิกีารพิสูจนเราจะดูจากพลังงานสถานะพื้น NE  ของระบบ ถา NE  ~ αN  โดยที่ 

1>α  แสดงใหเห็นวาระบบไมเสถียร เน่ืองจากถาเรานําสสารประเภทโบซอน 2 ระบบมา
รวมกัน แตละระบบมีอิเลก็ตรอน N  กอนรวมกันระบบรวมจะมีพลังงานสถานะพื้นแปรตาม 

αN2  แตหลังจากรวมแลวระบบรวมมีจํานวนอิเล็กตรอน N2   ตัว ดังน้ันพลังงานสถานะพื้นจะ
แปรตาม α)2( N  พลังงานที่ถูกปลดปลอยออกมาหลังจากการรวมของระบบทั้งสองจึงแปรตาม 

]2)2[( αα NN −  และปกติแลวสสารที่เราพบเจอในชีวติประจําวันจํานวนของอิเล็กตรอนจะอยู
ใน order ของ 2310  ตัวขึ้นไป ดังน้ันพลังงานที่มันปลดปลอยออกมาจะมหาศาลมากระบบจึงไม
เสถียร ซ่ึงจะตางจากระบบของสสารปกติทัว่ไปที่อิเล็กตรอนเปนอนุภาคชนิดเฟอรมิออนมีสปน
ครึ่ง พลังงานสถานะพื้นของระบบสสารเฟอรมิออนนี้จะแปรตาม N  น่ันคือ 1=α  แสดงใหเห็น
วาระบบสสารปกติจะเสถียร แมวาจะเอาสสารสองระบบมารวมกันพลังงานที่เพ่ิมขึ้นจะเปน
สัดสวนโดยตรงกับจํานวนอนุภาคของระบบ นอกจากนี้เรายังพบวาเม่ือเพ่ิมจํานวนอิเล็กตรอน
เขาไปเรื่อยๆ กอนสสารทั่วไปจะมีขนาดเพิ่มขึ้นตามจํานวนของอิเล็กตรอน ซ่ึงงานวิจัยของ 
Manoukian และ Sirininlakul [2] ไดพิสูจนมาแลววา กอนสสารจะอยูภายในทรงกลมรัศมี R  
และเม่ือเราเพิม่จํานวนอิเล็กตรอน N  ตวั รัศมีน้ีจะเพ่ิมขึ้นในอัตราสวนไมนอยกวา 3/1N  ใน
กรณีที่ N  มากๆ (อยูใน order 2310  ตัว) โดยบทสรุปน้ีมาจากการใชวธิีการทางคณิตศาสตรที่
สลับซับซอนเพื่อพิสูจนหาความนาจะเปนที่จะพบอิเล็กตรอน N ตัวบรรจุอยูภายในทรงกลมรัศมี 
R  และมีปริมาตร Rυ  ไดความนาจะเปนในกรณี ∞→N  คูณดวยอัตราสวนระหวางปริมาณ
อิเล็กตรอนและปริมาตรจะตองมีขอบเขตแนนอนคือ 
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เม่ือ 22

0 / mea h=  คือรัศมีของบอหร และ eZ  คือประจุของนิวเคลียสทีมี่จํานวนโปรตอนมาก
ที่สุด อสมการที่ (2) บอกเราวาเมื่อเราเพิ่มจํานวนอิเล็กตรอนในระบบไปเรื่อยๆ ปริมาตร Rυ  
ของระบบจําเปนตองขยายตัวในสัดสวนที่ไมนอยกวาปริมาณของอิเล็กตรอนในระบบในกรณี 

∞→N   มิเชนน้ันแลวคาทางดานซายมือของอสมการจะเขาสูอนันตทําใหอสมการที่ (2) ไม
เปนจริง 
 

โดยอาศัยหลักการเดียวกันเม่ือยอนกลับมาที่ระบบสสารประเภทโบซอน (ระบบที่
อิเล็กตรอนถกูหยุดสปน) ถาเราสามารถหาความนาจะเปนของระบบในรูปอสมการที่ (2) ได เรา
จะสามารถสรุปพฤติกรรมของระบบนี้ในกรณีที่เพ่ิม N  มากๆ ได ตอจากนี้ไปจะเริ่มพิสูจนเพ่ือ
หาความสัมพันธดังกลาว 
 
 โดยเริ่มจากนิยามของความหนาแนนของอนุภาค N  ตัว สปน 0  (โบซอน) คือ 
 

( )∫= 2
2

3
2

3 ,,,)( NN xxxxdxdNx r
K

rrr
L

rr φρ     (3) 

 
และแนนอนเราไดปริมาณอนุภาคมีคาเทากับ 
 

Nxxd =∫ )(3 rr ρ       (4) 

 
เราจะกําหนดให φ  เปนสถานะที่ normalized ของระบบและเปนสถานะที่ใหคาคาดหวังสําหรับ
ฮามิลโทเนียน H  มีคานอยกวาศูนยเสมอ สถานะนี้ไมจําเปนสถานะพื้นของระบบ น่ันคือ 
 

0)( <≤− φφε HmN     (5) 
 
เม่ือ 0)( <=− NN Emε  เปนพลังงานสถานะพื้นของระบบนี้ สังเกตวาเราใหมันมีคาขึ้นกับมวล 
m  ของอิเล็กตรอน  
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3.1 ขอบเขตบนของพลังงานจลน 
 
ขั้นตอนแรกของการพิสูจนเราจะหาขอบเขตบนของพลงังานจลนของระบบ ระบบของเรามีคา
คาดหวังของพลังงานจลนเทากับ 
 

φφ ∑
=

=
N

i

i

m
p

T
1

2

2

r

     (6) 

 
กําหนดใหสถานะ )(mφ  เปนสถานะที่ขึ้นกับมวล m  และเนื่องจาก )(mNε−  เปนสถานะพื้น
ของระบบน้ี (พลังงานที่มีคานอยที่สุดของระบบ) ดังน้ันสถานะตางๆ ของระบบจะมีคาคาดหวัง
ของพลังงานมากกวาหรือเทากับพลังงานสถานะพื้นเสมอ ดังน้ันถาเราเปลีย่นตัวเลขของมวล 
m  เปน 2/m  ในสถานะ )(mφ  เราไดสถานะ )2/(mφ  จะตองมีคาคาดหวังของพลังงาน
มากกวาพลังงานสถานะพื้นของระบบเสมอ น่ันคือ 
 

)2/()2/()( mHmmN φφε ≤−      (7) 

 
โปรดสังเกตวาฮามิลโทเนียน H  ในสมการที่ (1) น้ัน สวนที่ขึ้นกบัมวลมีแคสวนที่เปนพลังงาน
จลน สําหรับสวนที่เปน interaction terms ไมขึ้นกับมวลเลย เรากําหนดใหสวนทีเ่ปน 
interaction terms คือ V  ดังน้ัน 
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จากอสมการ (5) เราได [2] 
 

)(
4

)()2(
1

2

mV
m

p
mm

N

i

i
N φφε +≤− ∑

=

r

    (9) 

 
เราบวกเทอม 2/T  ในอสมการที่ (9) โดยที่ T  มีนิยามในสมการที่ (6) เราไดดานขวามือของ
อสมการคือคาคาดหวังของพลังงานนั่นเอง และจากอสมการที่ (5)  คาคาดหวังตองนอยกวา
ศูนย น่ันคือ 
 

0)()(
2

)2( <≤+− mHmTmN φφε    (10) 

-5- 



 
เน่ืองจาก 0≥T  ดังน้ันจากอสมการที่ (10) เราสรุปไดทันทวีา 
 

)2(2 mT Nε<       (11) 
 
น่ันคือถาเราหาพลังงานสถานะพื้น )(mNε−  ของระบบ N  อิเล็กตรอนมวล m  ได  ใหเรา
แทน )(mNε−  ดวย )2( mNε−   ขอบเขตบนของพลังงานจลนของระบบสสาร N  อิเล็กตรอน
มวล m  มีคานอยกวา )2(2 mNε  เสมอ ในหัวขอถัดไปเราจะแสดงวิธีการหาพลังงานสถานะพื้น
ใหไดเพ่ือจะนํามาแทนในอสมการที่ (11)  ซ่ึง Manoukian และ Sirinilakul [8]  ไดคํานวณไว
และมีรายละเอียดดังหัวขอตอจากนี้ 
 
 
3.2 ขอบเขตลางของพลงังานสถานะพืน้และพลงังานจลนของระบบ 
 
พิจารณาฟงกชันจํานวนจริง )(xrυ  ใดๆ โดยการแปลงฟูเรียรของฟงกชันนี้คือ )(~ k

r
υ  ดังน้ัน 

 

∫ ⋅−= xkixxdk
rrrrr

e)()(~ 3 υυ      (12) 

 
เรากําหนดให 0)( ≥xrυ  และ ∞<)0(υ  ดังน้ันการแปลงฟูเรยีร 0)(~ ≥k

r
υ  และเปนจํานวนจริง

ดวยเหมือนกัน  กําหนดฟงกชัน )(xrφ  เปนฟงกชันจํานวนจริง โดยที่ 
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j kkdx

rrr
r

r e)(~
)2(

)( 3

3

φ
π

φ     (14) 

 
เม่ือการแปลงฟูเรียรของ )(xrφ  คือ 
 

∫ ⋅−= xkixxdk
rrrrr

e)()(~ 3 φφ      (15) 

 
กําหนดให 2,,,1 ≥kAA kK  เปนจํานวนจริงที่มากกวาศนูย  ดังน้ันเราได 
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∫ ⋅= 2e)(~
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หรือ 
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คูณดานขวามอืของสมการที่ (16) ดวย 
)(~
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k

k
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υ  ดังน้ันเราได 
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ยกกําลังสองสมการที่ (17) และใช  Cauchy-Schwartz inequality  
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เราได 
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พิจารณาเทอม ∫ ∑
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เม่ือ  
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ดังน้ันเราไดอสมการที่ (19) คือ 
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สําหรับเลขจํานวนจริงใดๆ ba,  เม่ือ  0>b   เราได 
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น่ันคือ 
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rrrr υπφφ ~)2(~, 323  แทนคาในอสมการที่ (23) ดานบน 

เราได 
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เทียบอสมการที่ (24) กับอสมการที่ (22) เราได 
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)2(2
1)(

2
1

2

3

3

11, k

kkdxAxxAA
k

j
jj

k

ji
jiji r

rr
rrr

υ

φ

π
φυ   (25) 

 
พิจารณาเทอมดานซายของอสมการดานบน 
 

( ) ( ) ( )∑∑∑
=<=

−+−=−
k

ji
jiji

k

ji
jiji

k

ji
jiji xxAAxxAAxxAA rrrrrr υυυ

2
1

2
1

1,

 

 

( ) ( )∑∑
=<

+−=
k

ji
j

k

ji
jiji AxxAA 2

2
0υυ rr

    

หรือจัดรูปใหมเปน 
 

( ) ( ) ( )∑∑∑
==<

−−=−
k

j
j

k

ji
jiji

k

ji
jiji AxxAAxxAA

1

2

1, 2
0

2
1 υυυ rrrr   (26) 

 
แทนคาสมการที่ (26) ในอสมการที่ (25) เราได 
 

( ) ( )∑∫∑∑
==<

−−≥−
k

j
j

k

j
jj

k

ji
jiji A

k

kkdxAxxAA
1

2

2

3

3

1 2
0

)(~
)(~

)2(2
1)( υ

υ

φ

π
φυ r

rv
rrr  (27) 

 
ให  ( )xV r  เปนฟงกชันจํานวนจริง โดยที่ ( ) ( )xxV rr υ≥  และ ( )xrρ  เปนฟงกชันจํานวนจริงใดๆ 
เรานิยามให  

( ) ( ) ( )∫ −′′′= xxVxxdx rrrrr ρφ 3     (28) 

และ 
( ) ( ) ( )∫ −= jj xxVxxdx rrrrr ρφ 3     (29) 

 
แทนคาสมการที่ (29) ในอสมการที่ (27) เราได 

( ) ( ) ( ) ( )∑∫∑ ∫∑
==<

−−−≥−
k

j
j

k

j
jj

k

ji
jiji A

k

kkdxxVxxdAxxAA
1

2

2

3

3

1

3

2
0

)(~
)(~

)2(2
1 υ

υ

φ

π
ρυ r

rr
rrrrrr

(30) 
 
เราจะจัดรูปเทอมที่สองทางดานขวามือของอสมการที่ (30) เน่ืองจาก  

∫ ′⋅−′′= xkixxdk
rrrrr

e)()(~ 3 φφ  
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แทนคา ( ) ( ) ( )∫ ′−=′ xxVxxdx rrrrr ρφ 3  เราได 
 

( ) ( )∫ ∫ ′⋅−′−′= xkixxVxxdxdk
rrrrrrrr

e)(~ 33 ρφ     (31) 

และให 
( ) ( )∫ ∫ ′⋅∗∗∗ ′−′= ykiyyVyydydk

rrrrrrrr
e)(~ 33 ρφ    (32) 

 
เน่ืองจาก ( )xrρ  และ ( )xV r  เปนฟงกชันจํานวนจริง ดังน้ัน ( ) ( )xx rr ρρ =∗  และ 
( ) ( )xxVxxV ′−=′− ∗ rrrr  ดังน้ันปรับรูปสมการที่ (31) ใหมเปน 

 
( ) ( )∫ ∫ ′⋅−∗ ′−′= xkixxVxxdxdk

rrrrrrrr
e)(~ 33 ρφ     (33) 

 
โดยใชนิยามของ inverse Fourier transform เราได 
 

( ) ( ) ( )∫ ′−⋅−∗∗ =′− xxkiekVkdxxV
rrrr

r
rr ~

)2( 3

3

π
    (34) 

 
แทนคาสมการที่ (34)  ในสมการที่ (33) เราได 
 

( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ ′⋅−′−⋅′−∗ ′
′

′= xkixxkiekVkdxxdxdk
rrrrrr

r
rrrr

e~
)2(

)(~
3

3
33

π
ρφ  

 

( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ ′⋅′−−⋅′−∗ ′
′′= xkkixki exdekVkdxxd

rrrrr rrrrr
3

3
33

)2(
~

π
ρ     (35) 

 
จะเห็นวาอินทเีกรตเทอมสุดทายในสมการที่ (35) คือ delta function ใน 3 มิติน่ันเอง  
 

( ) ( )∫ ′⋅′−−′
=−′ xkkiexdkk

rrr
rrr

3

3
3

)2( π
δ     (36) 

 
และโดยใชคณุสมบัติของ delta function เราจัดรูปสมการที่ (35) ใหมไดเปน 
 
( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ −′′′= ⋅′−∗ kkekVkdxxdk xki

rrrrrrr rr
333 ~~ δρφ  

 
( ) ( )∫ ⋅−∗= xkiekVxxd

rrrrr ~3 ρ       (37) 

 

-10- 



และเนื่องจาก inverse Fourier transform  ( ) ( )∫ ⋅= xkiekkdx
rrr

r
r ρ

π
ρ ~

)2( 3

3

 ดังน้ันสมการที่ (37) 

เปลี่ยนรูปเปน 
 

( ) ( ) ( )∫ ∫ ⋅−∗⋅′′
′

= xkixki ekVekkdxdk
rrrr rr

r
rr ~~

)2(
~

3

3
3 ρ

π
φ  

 

( ) ( ) ( )∫ ∫ ⋅−′∗′′= xkkiexdkVkkd
rrrrrrr

3

3
3

)2(
~~

π
ρ  

 
( ) ( ) ( )∫ −′′′= ∗ kkkVkkd

rrrrr
33 ~~ δρ  

 
   ( ) ( )kVk

rr
∗= ~~ρ         (38) 

 
และในทํานองเดียวกันเราได 
 

( ) ( ) ( )kVkk
rrr ~~~ ∗∗ = ρφ       (39) 

 
สิ่งที่เราไดจากสมการที่ (38) และ (39) คือ 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )222 ~~~~~~~~~ kVkkVkkVkkkk
rrrrrrrrr

ρρρφφφ === ∗∗∗   (40) 

  
แทนคาที่ไดจากสมการที่ (40) ในเทอมที่สองของอสมการที่ (30) เราได 
 

( ) ( )
∫∫ =

)(~

~~

)2()(~
)(~

)2(

22

3

3
2

3

3

k

kVkkd
k

kkd
r

rrr

r

rr

υ

ρ

πυ

φ

π
    (41) 

 
พิจารณาฟงกชันจํานวนจริง ( ) ( )yyV rr υ≥  ดังน้ัน ( ) ( )yyyyV ′−≥′−

rrrr υ  เรากําหนดให 
 

( ) ( ) ( )∫ −′′′= yyyydy rrrrr υρϕ 3      (42) 

และ 

( )
( )

( ) ( )∫ ′−⋅=′− yykiekkdyy
rrrr

r
rr υ

π
υ ~

2 3

3

    (43) 
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การแปลงฟูเรยีรของ ( )yrϕ  คือ ( ) ( )∫ ⋅−= ykieyydk
rrrrr

ϕϕ 3~  แทนคา ( )yrϕ  จากสมการที่ (42) เรา
ไดคอนจูเกตของการแปลงฟูเรียรของ ( )yrϕ   คือ 
 

( ) ( ) ( )∫ ∫ ′⋅∗∗∗ ′−′= ykieyyyydydk
rrrrrrrr

υρϕ 33~     (44) 

 
จากสมการที่ (44)  และเนื่องจากเรากําหนดให ( )yrρ  เปนฟงกชันจริง ดังน้ัน 
 

( ) ( )
( )

( ) ( )∫ ∫ ∫ ′⋅′−⋅′∗∗ ′
′

′= ykiyyki eekkdyydydk
rrrrrr

r
rrrr

υ
π

ρϕ ~
2

~
3

3
33  

 

( ) ( )
( )

( )∫ ∫ ∫ ′⋅′−⋅′ ′
′′= ykkiyki eydekkdyyd

rrrrr &rrrrr
3

3
33

2
~

π
υρ  

 
( ) ( ) ( )∫ ∫ ′−′′= ⋅′ kkekkdyyd yki

rrrrrr rr
333 ~ δυρ  

 
( ) ( )∫ ⋅= ykiekyyd

rrrrr υρ ~3        (45) 

 
คูณสมการที่ (45) ดวย ( )k

r
υ~/1  ได 

 
( )
( ) ( )∫ ⋅
∗

= ykieyyd
k
k rrrr
r

r

ρ
υ
ϕ 3
~
~

     (46) 

 
นําสมการที่ (46) ไปคูณกับสมการที่ (33) และ ( )xxV ′−

rr  เปนฟงกชันจริง ดังน้ันเราได 
 

( )
( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ∫ ⋅′⋅−

∗

′−′= ykixki eyydxxVxxdxd
k

kk rrrr rrrrrrr
r

rr

ρρ
υ
ϕφ 333 e~
~)(~

 

 
จากนั้นอินทีเกรตสมการดานบนใน space ของ k

r
 เราได 

 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ∫∫ ⋅′⋅−

∗

′−′= ykixki eyydxxVxxdxdkd
k

kkkd rrrr rrrrrrr
r

r

rrr

ρρ
πυ

ϕφ
π

333
3

3

3

3

e
2~

~)(~

2
 

( ) ( ) ( )
( )

( )∫ ∫∫∫ ′−⋅′−′= xykiekdyydxxVxxdxd
rrr

r
rrrrrrr

3

3
333

2π
ρρ  

 
( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ′−′−′= xyyydxxVxxdxd rrrrrrrrr 3333 δρρ  
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( ) ( ) ( )∫ ∫ ′′−′= xxxVxxdxd rrrrrr ρρ33      (47) 

 
นอกจากนี้เรายังสามารถเขยีนดานขวามอืของสมการที่ (47) ใหอยูในรูป −k

r
space ได โดย

กําหนดให ( )xrρ  เปนฟงกชันจํานวนจริง ดังน้ันดานขวามือของอสมการที่ (47) มีคาเทากับ 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ∫ ′′−′=′′−′ ∗ xxxVxxdxdxxxVxxdxd rrrrrrrrrrrr ρρρρ 3333  

 

( )
( )

( )

( )∫ ∫∫ ∫ ′⋅′′−⋅′′∗ ′
′

′′
′′

′= xkixxki ekkdekVkdxxdxd
rrrrr r

r
r

r
rrr )(~

2
)(~

2 3

3

3

3
33 ρ

ππ
ρ

 

( )
( ) ( )

( )∫ ∫∫ ∫ ′⋅′′−′⋅′′∗ ′
′′′′

′′
= xkkixki exdkkdekVkdxxd

rrrrr rrrr
r

rr
3

3
3

3

3
3

2
)(~)(~

2 π
ρ

π
ρ

 

( )
( )

( )∫ ∫ ∫ ′′−′′′′′
′′

= ⋅′′∗ kkkkdekVkdxxd xki
rrrrr

r
rr rr

33
3

3
3 )(~)(~

2
δρ

π
ρ  

 

( )
( )∫ ∫ ′′′′

′′
= ⋅′′∗ )(~)(~

2 3

3
3 kekVkdxxd xki

rr
r

rr rr

ρ
π

ρ    (48) 

 

แทนคา ( )
( )∫ ⋅−∗∗ = xkiekkdx

rrr
r

r )(~
2 3

3

ρ
π

ρ  ในสมการที่ (48) เราได 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )∫ ∫∫∫ ∫ ′′′′

′′
=′′−′ ⋅′′⋅−∗ )(~)(~

2
)(~

2 3

3

3

3
333 kekVkdekkdxdxxxVxxdxd xkixki

rr
r

r
r

rrrrrrr rrrr

ρ
π

ρ
π

ρρ  

 

( ) ( )
( )∫ ∫∫ ⋅−′′∗ ′′′′′′= xkkiexdkkVkdkkd rrrrrrrr

r

3

3
3

3

3

2
)(~)(~)(~

2 π
ρρ

π
 

 

( )
( )∫ ∫ −′′′′′′′′= ∗ kkkkVkdkkd rrrrrr

r
33

3

3

)(~)(~)(~
2

δρρ
π

 

ดังน้ัน 

( ) ( ) ( )
( )∫∫ ∫ =′′−′ )(~)(~
2

2
3

3
33 kVkkdxxxVxxdxd

rr
r

rrrrrr ρ
π

ρρ    (49) 

 

คูณ 
2
1  ตลอดสมการดานบนแลวยายเทอมดานขวามาไวทางดานซายมือ เราได 
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( )
( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ′′−′−= xxxVxxdxdkVkkd rrrrrrrr

r

ρρρ
π

332
3

3

2
1)(~)(~

22
10   (50) 

 
รวมสมการที่ (50) กับอสมการที่ (30) และแทนคาจากสมการที่ (41) เราได 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )∫ ∫∫

∑∫∑ ∫∑

′′−′−+

−−−≥−
==<

xxxVxxdxdkVkkd

A
k

kVkkdxxVxxdAxxAA
k

j
j

k

j
jj

k

ji
jiji

rrrrrrrr
r

r

rrr
rrrrrr

ρρρ
π

υ
υ

ρ

π
ρυ

332
3

3

1

2

22

3

3

1

3

2
1)(~)(~

22
1

2
0

)(~

~~

)2(2
1

(51) 
จัดรูปอสมการที่ (51) และเนื่องจากเรากําหนดให ( ) ( )xxxxV ′−≥′−

rrrr υ  ดังน้ันอสมการที่ (51) 
จะเปลี่ยนรูปเปน 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∑ ∫∑ ′′−′−−≥−
=<

xxxVxxdxdxxVxxdAxxVAA
k

j
jj

k

ji
jiji

rrrrrrrrrrrr ρρρ 33

1

3

2
1  

 

( ) ( )
( )∑∫

=

−
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

k

j
jAkV

k

kV
kkd

1

2

2
2

3

3

0
2
1)(~

)(~

~
~

)2(2
1 υ

υ
ρ

π

r
r

r
r

r

  (52) 

 
เน่ืองจาก ( ) ( )xxV rr υ≥  เราจึงกําหนดให  

 
( ) xexV rr /2=        (53) 

และเราให 
 

( ) ( )
x
eex

x

r
r

rλ

υ
−−

=
12

      (54) 

 
เม่ือ 0>λ  ดังน้ันเราได  
 

( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
−=

−
= ∑

∞

=
→

−

→ 10

2
2

0 !
lim1lim0

n

n

x

x

x nx
x

e
x
ee

r

r

r r

r

r

λ
υ

λ
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⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−+−=

→
L

rrr
r

34232

0

2

!4
1

!3
1

!2
1lim xxxe

x
λλλλ  

 
λ2e=           (55) 

 
เน่ืองจากเราไมสามารถหาการแปลงฟูเรยีรของศักยคลูอมบ ( ) xexV rr /2=  ไดโดยตรง ดังน้ัน
เราจะหาการแปลงฟูเรียรของศักยยูคาวา (Yukawa potential) 
 

 ( ) 0||,|)|exp(2 >
−

= λλ
λ x

xexV r

r
r      (56) 

 
และเม่ือเราใหลิมิตของศักยยูคาวาที่ 0→λ  เราจะไดศักยคลูอมบที่เราตองการ การแปลงฟู
เรียรของศักยยูคาวาเปนดังน้ี 
 

( ) xkie
x

xexdxV
rr

r

r
rr ⋅−−

= ∫
|)|exp(~ 23 λ

λ  

 
θπλπ

θθϕ cos

0

2

0

2

0

2 sin ikx
x

ed
x

exdxde −
−∞

∫∫∫=     (57) 

 
อินทีเกรตในสวนของ θ  มีคาเทากับ 
 

( ) ( ) ( )ikxikxxkixki ee
xki

edde −−− −=−= ∫∫
1cossin

cos

0cos

cos

0

cos π θπ θ θθθ   (58) 

 
ดังน้ัน 

( )ikxikxx eeedx
ki
exV −−∞

−= ∫ λ
λ

π
0

22)(~ r  

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
== −∞

∫ 22

2

0

2 4sin)2(2
λ

ππ λ

k
k

k
ekxedxi

ki
e x  

 

22

24
λ

π
+

=
k

e          (59) 

 
ดังน้ันการแปลงฟูเรียรของศักยคูลอมบมีคาเทากับ 
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( ) ( ) 2

2

22

2

00

44lim~lim~
k
e

k
exVxV π
λ

π
λλλ

=
+

==
→→

rr     (60) 

 
ดังน้ันจากสมการที่ (59) เราไดการแปลงฟูเรียรของ ( )xrυ  คือ 
 
( ) ( )∫ ⋅−= xkiexxdk

rrrrr
υυ 3~  

 
( )

∫ ⋅−
−−

= xki
x

e
x
eexd

rr
r

r
r λ12

3  

 

∫ ∫ ⋅−
−

⋅− −= xki
x

xki e
x
eexde

x
exd

rr
r

rr

r
r

r
r

λ2
3

2
3  

 

( ) 22

24~
λ

π
+

−=
k

exV r         (61) 

 
แทนคาสมการที่ (60) ในสมการที่ (61)  เราไดการแปลงฟูเรียรของ ( )xrυ  มีคาเทากับ 
 

( ) ( )222

22

22

2

2

2 444
λ
λπ

λ
ππυ

+
=

+
−=

kk
e

k
e

k
exr     (62) 

 
แทนคาจากสมการที่ (55), (60) และสมการที่ (62) ในอสมการที่ (52) เราได 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∑ ∫∑ ′′−′−−≥−
=<

xxxVxxdxdxxVxxdAxxVAA
k

j
jj

k

ji
jiji

rrrrrrrrrrrr ρρρ 33

1

3

2
1  

 

( )
( )

∑∫
=

−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

+

−
k

j
jAe

k
e

kk
e

k
e

kkd
1

2
2

2

2

222

22

2

2

2

2

3

3

2
4

4

4

~
)2(2

1 λπ

λ
λπ

π

ρ
π

r
r

  (63) 

 
เทอมในเครื่องหมายอินทีเกรตในบรรทดัที่สองของอสมการที่ (63) มีคาเทากับ 
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( )
( )

( )∫∫ =

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

+

2

2

2

3

3

2

2

222

22

2

2

2

2

3

3
~4

)2(2
14

4

4

~
)2(2

1 kekd
k
e

kk
e

k
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ดานขวามือของสมการที่ (64) มีคาเทากบั 
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แทนคาสมการที่ (65) ในอสมการที่ (63) และแทนคา ( )xxV rr

− เราได 
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ดังน้ันจากอสมการที่ (66) ถาเรากําหนดให 1== ji AA  และเปลีย่น Nk →  เราไดขอบเขต
ลางของ interaction terms ระหวางอิเล็กตรอนกับอิเลก็ตรอนคือ 
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จากอสมการที่ (66) ถาเรากําหนดให jjii ZAZA == ,  เราไดขอบเขตลางของ interaction 
terms ระหวางนิวเคลยีสกบันิวเคลียสคอื 
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แทนคาอสมการที่ (67) และ (68) ใน (1) เราไดขอบเขตลางสําหรับฮามิลโทเนียนคอื 
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แทนคา N
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ในกรณีที่ 2≥k  ดังน้ันเราไดขอบเขตลางของคาคาดหวังของฮามิลโทเนียนมีคาเทากับ 
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โดยการกําหนดให φ  เปนฟงกชันที่ normalized ของอนุภาคสปน 0 ดังน้ัน 
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เทอมอินทีเกรตเทอมแรกบรรทัดที ่1 ในทางดานขวามือของอสมการที่ (71) มีคาเทากับ 
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ทํานองเดียวกนัเราได 
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โดยการแทนคา φ  และความหนาแนนของอนุภาคที่นิยามในสมการที่ (3) เราได 
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เทอมที่ 5 ดานขวามือของอสมการที่ (71) มีคาเทากับ 
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เทอมที่ 6 ดานขวามือของอสมการที่ (71) มีคาเทากับ 
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เทอมที่ 7 ดานขวามือของอสมการที่ (71) มีคาเทากับ 
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แทนคาสมการที่ (73) – (78) ในอสมการที่ (71) เราได 
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Optimize อสมการดานบนดังน้ี 
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ดังน้ัน λ  ที่เหมาะสมคือ 
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แทนคา λ  ในอสมการที่ (79) ไดขอบเขตลางของคาคาดหวังของฮามิลโทเนียนคือ 
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โดยที่ 2≥k  (มี 2 นิวคลีไอขึ้นไป) มิเชนบางเทอมในสมการที่ (79)  จะไมสามารถหักลางกันได 
พิจารณาสมการดานจะเห็นวาขอบเขตลางของ T  ควรอยูในรูป 2ρ  
 

ขั้นตอนตอไปเราจะหาขอบเขตลางของพลังงานจลน T  และนําคาที่ไดไปแทนคาใน
อสมการที่ (81) เราจะไดขอบเขตลางของพลังงานของระบบอยางสมบูรณ การหาขอบเขตลาง
ของพลังงานจลนน้ัน เราจะเริ่มตนจากการนับจํานวนของ eingenvalues ทั้งหมดที่มีคานอยกวา

หรือเทากับ ξ−  สําหรับฮามิลโทเนียน  ( )xg
m

p r
r

−
2

2

 เม่ือ 0>ξ  และ ( ) 0≥xg r  โดย 

Schwinger [9] ไดเสนอไวคอื 
 

( ) ( ) ( ) ( )xg
xx

mxx
xgxdxdmxg

m
pN ′

′−

′−−
′⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− ∫∫−

r
rr

h
rr

rrr

h

r
r

2
32

2

2

2 22exp
22

ξ
πξ   (82) 

 

เม่ือ ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− xg

m
pN r
r

2

2

ξ คือจํานวนของ eingenvalues (นับ degeneracy ดวย) ทั้งหมดที่มีคา

นอยกวา 0, >− ξξ  โดยใช Young’s inequality 
 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ } ssqqpp xhxdxfxdxgxdxhxxfxgxdxd
/13/13/1333 ∫∫∫∫∫ ≤′′−′ rrrrrrrrrrrr  (83) 

 
กําหนดให 2,1,2 === sqp  และ 
 

( ) ( )
2

22exp
xx

mxx
xxf

′−

′−−
=′− rr

h
rr

rr ξ  และ ( ) ( )xgxh ′=′
rr     (84) 

 
แทนคาสมการที่ (84) ในอสมการที่ (83) เราได 
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( ) ( ) ( )

( ){ } ( ) ( ){ } 2/123
2

32/123

2
33
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22exp

∫∫∫

∫∫

⎪⎭

⎪
⎬
⎫
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⎪
⎨
⎧ −

≤

′
′−
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′

xgxd
x

mx
xdxgxd

xg
xx

mxx
xgxdxd

rr
r

h
r

rrr

r
rr

h
rr

rrr

ξ

ξ

 

 

( ) ( )
∫∫ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
= 2

323 22exp
x

mx
xdxgxd r

h
r

rrr ξ    (85) 

 
อินทีเกรตเทอมที่สองทางดานขวามือของสมการที่ (85) มีคาเทากับ 
 

( ) ( )

( )h

h
r

h
r

r

ξπ

ξθθϕ
ξ ππ

mxdx

x
mxxdxdd

x
mx

xd

22exp4

22expsin
22exp

0

2
2

00

2

02
3

−=

−
=

−

∫

∫ ∫∫∫

∞

∞

 

 

ξ
π
m8

4 h
=          (86) 

 
แทนคาที่ไดจาก (84) – (86)  อสมการที่ (82) เขียนใหมไดเปน 
 

( ) ( ) ( )xgxdm
m

xgxdmxg
m

pN rr

h

hrr

h

r
r

23
2/3

2
23

2

2

2 1
28

4
22 ∫∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− ξπξ

π
πξ  (87) 

 
ถาเราใหฮามิลโทเนียนมี engenvalues มีคามากกวา ξ−  เสมอ ดังน้ันจํานวน eingenvalues ที่

มีคานอยกวาหรือเทากับ ξ−  จะตองมีคาเทากับ 0 น่ันคือ  ( ) 1
2

2

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− xg

m
pN r
r

ξ   หรือ 

( ) 0
2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− xg

m
pN r
r

ξ  น่ันเอง ดังน้ัน 

 

( ) 11
2

23
2/3

2 <⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫ xgxdm rr

h ξπ
     (88) 
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ดังน้ัน 

( )( )223
3

22 2
1 xgxdm rr

h ∫⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛>

π
ξ      (89) 

หรือ 

( )( )223
3

22 2
1 xgxdm rr

h ∫⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−<−

π
ξ      (90) 

 
เราสามารถกําหนดใหสําหรับ 0>δ  ที่มีคานอยๆ ที่ทําให 
 

( ) ( )( )223
3

22 2
1 xgxdm rr

h ∫⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

−=−
π
δξ      (91) 

 

ดานขวามือของสมการที่ (91) คือขอบเขตลางของฮามิลโทเนียน ( )xg
m

p r
r

−
2

2

 น่ันเอง เรา

สามารถกําหนดฟงกชัน   ( ) 0≥xg v  ใดๆ และเพื่อใหไดขอบเขตลางของพลังงานจลนเราจะ
กําหนดให ( )xg v  อยูในรูป 
 

( ) ( )
( )

T
xxd

xxg
∫ +

= rr

r
v

13 α

α

ρ
ργ       (92) 

 
โปรดเขาใจวาฟงกชัน ( )xg v  ขางบนไมใชเทอมที่เปนพลังงานศักยของฮามิลโทเนียน แตเปน
เพียงฟงกชันที่กําหนดขึ้นเพ่ือทําใหเราสามารถหาขอบเขตลางของพลังงานจลนได ดังน้ัน
สําหรับฟงกชนัคลื่น ψ  ที่ normalized ใดๆ สําหรับฮามิลโทเนียนของระบบ N  อนุภาค 
 

( )∑
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

N

i
i

i xg
m

ph
1

2

2
r

r
       (93) 

เม่ือ 

( ) ( )2

2
3

2
3 ,,,ψ∫= NN xxxxdxdNx r

K
rrr

L
rrρ  และ ( ) Nxxd =∫

rrρ3    (94) 

 
เราได 
 

( ) ( )
( )

ψψψ
2

ψ
13
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2

T
xxd

xTxg
m

p i
N

i

N

i
i

i

∫
∑∑ +
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−=− rr

r
r

r

α

α

ρ
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( )
( ) ( )∫ ∑

∫ =
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3
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3
1

3
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,,,ψ1
N

N

i
iN xxxxxdxdxd

xxd
TT r

K
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L
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α

α
ρ

ρ
γ
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=
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3

1
3

1
3

2
3

1
3

1

3
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,,,ψ1
NNiii

N

i
i xxxxdxdxdxdxdxxd

xxd
TT r

K
rrr

K
rr

L
rrrr

rr
α

α
ρ

ρ
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( )
( ) ( )

N
xxxd

xxd
TT i

i

N

i
i

r
rr

rr
ρρ

ρ
γ α

α ∑∫∫ =
+ ′′

−=
1

3
13

1  

 

( )

( )
( )∫

∫

∑∫∫

′′
−=

′′
−=

+

+

+

=
+

xxd

xxd
TT

N
xd

xxd
TT

N

i
i

rr

rr

r
rr

13

13

1

1

3
13

1

α

α

α

α

ρ

ρ
γ

ρ
ρ
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ดังน้ัน 
 

( ) ( )Txg
m

pN

i
i

i 1ψ
2

ψ
1

2

−−=−∑
=

γr
r

     (95) 

 
จากอสมการที่ (91) ดานขวามือของอสมการคือขอบเขตลางของสเปกตรัมพลงังานของฮามิลโท

เนียน ( )xg
m

p r
r

−
2

2

 และสําหรับในกรณีของสสารประเภทโบซอน อนุภาคทั้งหมด N  อนุภาค

สามารถครอบครองสถานะที่ขอบเขตลางของพลังงานได ดังน้ันเราไดคาคาดหวังของฮามิลโท
เนียน h  มีขอบเขตลางคือ 
 

( ) ξNxg
m

pN

i
i

i −≥−∑
=

ψ
2

ψ
1

2
r

r
     (96) 

 
แทนคา ξ  จากสมการที่ (91) เม่ือเทียบสมการที่ (95) และอสมการ (96) เราได 
 

( ) ( ) ( )( )223
3

22 2
11 xgxdmNT rr

h ∫⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

−≥−−
π
δγ     (97) 

 
พิจารณาเทอมอินทีเกรตดานขวาของอสมการดานบนเราได 
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2
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2
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3223 T
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xxdxgxd rr

r
r
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ρ
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ρ
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( )( )
( )( )413

223
44

∫
∫

′′
=

+ xxd

xxd
T rr

rr

α

α

ρ

ρ
γ       (98) 

 
สมการดานบนบอกเราวา เราควรเลือกให 12 +=αα  น่ันคือ 1=α  น่ันเอง ดังน้ัน 
 

( )( )
( )( )223

44223 1

∫
∫

′′
=

xxd
Txgxd rr

rr

ρ
γ      (99) 

 
แทนคาสมการที่ (99) ในอสมการ (97) เราได 
 

( ) ( )
( )( )223

44
3

22
1

2
11

∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

−≥−−
xxd

TmNT rrh ρ
γ

π
δγ    (100) 

หรือ 
( )

( )
( )( ) 3/223

2

3/13/1

3/2

3/4

3/1

21
41

∫⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
≥ xxd

mN
T rrh ρ

δ
π

γ
γ    (101) 

 
Optimize อสมการที่ (101) เพ่ือหาคา γ  ทีเ่หมาะสมเราได 
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3
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น่ันคือ 
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3
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⎠
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หรือ   
3
4

=γ  ดังน้ันขอบเขตลางของพลังงานจลนของระบบสสารประเภทโบซอน N  อนุภาค

คือ 
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+
= xxd

mN
rrh ρπ

ε
    (102) 

 
เม่ือเราแทน ( ) εδ +≡+ 11 3/1  สําหรับ 0>ε  และมีคานอยเมื่อ N  มีคามากๆ แทนคา
ขอบเขตลางของพลังงานจลนในอสมการที่ (81) เราไดขอบเขตลางของคาคาดหวังของ H  คือ 
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กําหนดให  ( ) Axxd =∫
3/123 )(rrρ ,  ( ) c

m
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⎠
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⎛

+ 221
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hπ
ε

 ดังน้ันอสมการที่ (103) เขียน

ใหมไดเปน 
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เม่ือแทนคา c  เราไดพลังงานของระบบสสารประเภทโบซอนมีขอบเขตลางคือ 
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ดังน้ันพลังงานงานสถานะพื้น ( )mNε−  ของระบบน้ีจะตองมากกวาขอบเขตดานบน น่ันคือ 
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และจากอสมการที่ (11) รวมกับอสมการที่ (102) เราสามารถหาขอบเขตบนและขอบเขตลาง
ของพลังงานจลนสําหรับระบบสสารประเภทโบซอนคือ 
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(106) 
 
 

4. สรุปและวิจารณ 
 
จะเห็นวาสิ่งทีเ่ราไดมาพรอมๆ กับขอบเขตบนและขอบเขตลางของพลังงานจลนคือ “ขอบเขต
บน” ของอินทีเกรตความหนาแนนกําลังสอง, ( )∫ xxd rr 23 ρ ,  ซ่ึงเปนสิ่งที่สําคัญมาก เพราะเม่ือ

ทราบความหนาแนนของอนุภาคเราสามารถนําไปหาความนาจะเปนที่จะพบอนุภาคภายใน
ปริมาตรใดๆ ได และนําเราไปสูคําตอบของคําถามทีว่า “เม่ือเพ่ิมอนุภาคเขาไปเรื่อยๆ ระบบจะ
ขยายตวัหรือหดตัวอยางไร?” 
 

พิจารณาฟงกชันคลื่น ( )Nxx r
K

r ,,ψ 1  ที่สมมาตรของระบบที่มีอนุภาคประจุลบ N  
อนุภาค และเปนกลางทางไฟฟา ให xr  เปนตําแหนงสัมพัทธของอนุภาคภายในทรงกลมรัศมี 
R  เรานิยามฟงกชัน 
 

( )
⎩
⎨
⎧

>
≤

=
Rx
Rx

xR ||,0
||,1
r

r
rχ        (107) 

ดังน้ันเราไดความนาจะเปนที่จะพบอนุภาคทั้งหมด N  อนุภาคอยูภายในทรงกลมรัศมี R  มีคา
เทากับ 
 

[ ] ( ) ( ) ( )NRRNNN xxxxxxdxdRxRx r
L

rr
K

rrr
K

rr
K

r χχ 1
2

2
3

1
3

1 ,,,ψ||,,||Prob ∫=≤≤  

(108) 
และแนนอนวาความนาจะเปนที่จะเจออนุภาคทั้งหมดภายในทรงกลม ควรมีคานอยกวาหรือ
เทากับความนาจะเจออนุภาคตัวเดียวภายในทรงกลม ดังน้ันเราได 
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[ ] [ ] [ ]RxRxRxRxRx jN ≤≤≤≤≤≤≤≤ ||Prob||,,||Prob||,,||Prob 111

r
L

r
K

rr
K

r  
 (109) 

เม่ือ Nj <  และความนาจะเปนทีจ่ะพบอนุภาค 1 อนุภาคภายในทรงกลมรศัมี R  คือ 
 

[ ] ( ) ( )xxxxxdxdxdRx RNN
rr

K
rrr

K
rrr χ2

2
3

2
33

1 ,,,ψ||Prob ∫=≤  

 

  ( ) ( )xxxd
N R

rrr χρ∫= 31              (110) 

 
โดยใช Cauchy-Schwarz inequality เราได 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 2/12/1232/1232/1233
RRR xxdxxdxxdxxxd υρχρχρ rrrrrrrrr

∫∫∫∫ =≤  (111) 

 
เม่ือ 3/4 3RR πυ =  เปนปรมิาตรของทรงกลมรัศมี R  จากอสมการที่ (109) – (111) เราได
ความนาจะเปนที่จะพบอนุภาคทั้งหมดภายในทรงกลมเปนไปตามอสมการดานลางคือ 
 

[ ] ( )( ) 2/12/123
1

1||,,||Prob RN xxd
N

RxRx υρ rrr
K

r
∫≤≤≤    (112) 

หรือ 

[ ] ( )( ) 2/123
2/11 ||,,||Prob xxdNRxRx

R
N

rrr
K

r ρ
υ ∫≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤≤    (113) 

 
จากอสมการที่ (106) เราไดขอบเขตบนของอินเทีเกรตกําลังสองของความหนาแนนคือ 
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เม่ือ 22
0 / mea h= ดังน้ัน 
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เน่ืองจากเราสามารถเลือก 0>ε  ที่มีคานอยเม่ือ N  มีคามาก และโดยใชขอเท็จจริงที่วา 

NZ
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i
j

k

i
j ZNZZZ

11

2 และ   เม่ือจํานวนโปรตอนที่มากที่สุดในนิวคลีไอคอื Z  

( )jZZ ≥  
 
ดังน้ันสมการที่ (115) เขียนใหมไดเปน 
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แทนคา (116) ใน (113) เราได 
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หรือ 
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 (117) 
 
จากอสมการดานบนเราพบวาดานขวามือของอสมการสามารถหาคาได ดังน้ันดานซายมือของ
อสมการนี้ก็ตองหาคาไดเชนกัน พิจารณาความนาจะเปนดานซายมือของอสมการ ความนาจะ
เปนมีคาอยูระหวาง 0 ถึง 1 ดังน้ันเพ่ือใหดานซายของอสมการหาคาไดเม่ือ ∞→N  และหาคา
ได 

[ ]
( )

c
N

RxRx
R

N =≤≤ 2/11
1||,,||Prob
υ

r
K

r      (118) 

 
เม่ือ 0≥c  ดังน้ันเม่ือ ∞→N  เทอมที่เปนตัวสวนในสมการดานบนตองหาคาได น่ันคือ 
 

≡NRυ หาคาได      (119) 
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ทําใหเราไดความสัมพันธระหวางปริมาตรที่ระบบครอบครองกับจํานวน N  ของอนุภาคประจุ
ลบคือ 
 

NR
1

∝υ       (120) 

 
จากความสัมพันธที่ (120) ทําใหเราไดขอสรุปแรกคอื เม่ือเราเพิ่มปริมาณอนุภาค N  ในระบบ
โดยที่ N  มีคามากๆ ปริมาตรที่ครอบครองโดยระบบจะมคีาลดลง น่ันแสดงวาสสารประเภทโบ
ซอนจะยุบตวัในกรณีที่เพ่ิมปริมาณของสสารมากๆ 
 

จากนี้เราจะพิจารณาวาการยุบตวัของระบบสสารนี้มีพฤติกรรมอยางไร  จาก
ความสัมพันธที่ (120) เน่ืองจาก 3/4 3RR πυ =  ดังน้ันรัศมี R  ของทรงกลมแปรผกผันกับ 

3/1N : 
3/1−∝ NR       (121) 

 
น่ันคือการลดลงของรัศมี R  ควรมีคาสัมพันธกับ 3/1−N  ในกรณีที่อัตราการลดลงของรัศมี R  
เร็วกวา 3/1−N  จะทําใหเทอม βυ −∝ NNR  เม่ือ 0>β  ดังน้ันเม่ือ ∞→N  ดานซายมือของ
อสมการที่ (117) จะเขาสูอนันต 
 

[ ]
( )

∞→≤≤ 2/11
1||,,||Prob
R

N N
RxRx

υ
r

K
r    (122) 

 
ซ่ึงจะขัดแยงกับดานขวามือ ดังน้ันเราไดขอสรุปที่สองคือ รัศมี R  ของทรงกลมตองลดลงใน
อัตราไมเร็วไปกวา 3/1−N  
 
สวนในกรณีทีอั่ตราการลดลงของรัศมี R  ชากวา 3/1−N  จะทําใหเทอม βυ NNR ∝  เม่ือ 

0>β  ดังน้ันเม่ือ ∞→N  ทําใหดานซายมือของอสมการที่ (117) เขาสูศูนย ซ่ึงผลลัพธที่ไดไม
ขัดแยงกับทางดานขวามือของอสมการที่ (117) ดังน้ันขอสรุปที่วา “ในกรณีที่เกิดการยุบตวัของ
สสารประเภทโบซอน การลดลงของรัศมี R  ตองมีอัตราการลดลงไมเร็วไปกวา 3/1−N  สําหรับ 

∞→N ” น้ัน จึงจําเปนเปนอยางยิ่งโดยไมมีขอแม  การลดลงของรัศมี R จริงๆ แลว อาจไม
จําเปนตองเกิดขึ้นก็ได เน่ืองจากระบบสสารประเภทโบซอนนั้นเปนระบบที่ไมเสถยีร เพราะเม่ือ
นําสสารสองกอนมารวมกันพลังงานที่มันปลดปลอยออกมามีคามหาศาลจนทําลายตัวมันเอง [1] 
ดังน้ันงานวิจัยชิ้นน้ีไดขอสรุปเฉพาะในเงื่อนไขที่วา ถาระบบเกิดการยุบตวัแลวการลดลงของ
รัศมีจะเปนไปตามขอสรุปขางตน 
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