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�������*�-:������+
��(-4�-��)���+��'�#�����4!�����9��
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"��*� PBIL +-/���6&�&'�&-�����6�A�"���-�����6��� �����9
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Abstract 
 
Project Code: MGR4980517 
 
Project Title: Large-scale multiobjective optimisation using evolutionary algorithms with 
multiresolution design variables 
 
Investigator: Sujin Bureerat, Department of Mechanical Engineering 
Faculty of Engineering, Khon Kaen University 
 
Email: sujbur@kku.ac.th 
 
Project Period 2 years 
 

Evolutionary algorithms are optimisers based on mimicking some kind of evolutionary 
behaviours and randomisation. The methods can be used to deal with both single and multiple 
objective optimisation problems. This project is concerned with the development of a multiobjective 
evolutionary algorithm and its use for large-scale multiobjective optimisation. A numerical technique 
termed multi-resolution design variables is proposed to enhance the searching performance of an 
evolutionary algorithm for solving structural topology optimisation. In this research work, large-scale 
multiobjective optimisation problems include structural topology optimisation, and design and 
rehabilitation of water distribution networks. 

The single objective version of population-based incremental learning (PBIL) is modified and 
improved for multiobjective optimisation. A numerical scheme called normal line method (NLM) is 
developed to be used for Pareto archiving in multiobjective PBIL. From the numerical experiments, it 
is illustrated that the multiobjective PBIL method is arguably the best of multiobjective evolutionary 
algorithms using binary codes compared with a number of well established MOEAs.   

The proposed PBIL and other MOEAs using binary and real codes are implemented on design 
and rehabilitation of the Yasothorn pipe network. The multiobjective optimisation problems can be 
classified as small- and large- scale based upon the total number of design variables. The optimum 
results show that the best methods for large-scale problems are MOEAs with the use of real design 
variable while the best method among MOEAs using binary strings is PBIL. It is illustrated that the 
inclusion of the current design solution of the network to the initial population leads to an enhanced 
performance of MOEAs. The use of MOEAs is said to be practical for the design and rehabilitation of 
water distribution network. 

The use of PBIL combining with the approximate density distribution (ADD) for multiobjective 
structural topology optimisation is demonstrated. The PBIL method is the best method for this design 
problem compared to the others. From the numerical experiment, it is shown that PBIL is efficient and 
effective when solving a multiobjective topological design problem. The method, although still 
inferior to the classical gradient-based optimiser, can deal with all kind of topological design problems 
which means unconventional problems can be posed. 

The numerical technique called multiresolution design variables is developed and used with 
simulated annealing (SA) for solving structural topology optimisation. The technique is said to be the 
extension of ADD. The testing topological design problems have multiple objective functions while 
weighted-power technique is used to convert them being one equivalent objective. From the optimum 
results, it is shown that SA with the use of multiresolution design variables is superior to SA without 
using such a technique. This is another step to make evolutionary algorithms more efficient in solving 
large-scale topology optimisation. 
 
Keywords: Topology Optimisation, Multiresolution Design Variables, Multiobjective 
Population-Based Incremental Learning, Water Distribution Network Design, Multiobjective 
Evolutionary Algorithms 
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��$�
���������� (Executive Summary) 

1. #6-'������� (A���(�	) ���!�
*�+!�����������!��	+-<�!��	
���4!;*0�	���4)�
�%�#����6&����7��������#��
�-�������!��	�����
���)�� 

    (A�������G�) Large-Scale Multiobjective Optimisation Using Evolutionary Algorithms 
with Multiresolution Design Variables. 

 
2. #6-'�
���$�������� ��������,)-

��
� ,)-'��� ��������,�4
A,� �,�
�� ��� e-mail 

    !��!���0
����� (),'�-���� A���(�	) �����#$ ���&��#�$ 
     (),'�-���� A�������G�) Sujin Bureerat 

�9���&'������  
A�
��)���������+
�,'���� 
�������������#�$ �!����	���	
����*� 
���!��� 
����*� �!��(-���&	$ 40002 

0����"�$ 043-202845 0����� 043-202849 

0����"�$�,�9,� 09-7114229 e-mail sujbur@kku.ac.th 

�&'�	�*(�&'����)  

123 �K�#�"+��� �!����	���	
����*� #����4�+�,�� ���+A�+�,�� 
���!��� 
����*� �!��(-���&	$ 40002 

 
3. 
�����#�,)-,7������	
�  

Multiobjective Optimisation 
 
 
5. ���������7�������� 2 �@ 
 
6. (��+���0
������&% !�,�0
������&'�&�*��+!�,�����+�,'���&%����*��+",'�
����#*��!�*�����,'��&'4����� 

�  (�*(��+���#*��!�*�����,'� 
 
 
7. �B"��,)-,7������	
� �������
7��
"�'��B"�� 

-:;!����!�
*�+!�������� (Optimisation Problem) 
,�-:;!����
��#���#�$�&'#������!���+8�	
,�#���-�
������ (Design Variables) �&'4!�
*�+-<�!��	 (Objective) +!�����������4�
��+�&	������+8�	��%�#���
���
�������+�,'��(
���
�� (Constraints) �&'���!�� #���	*��+)*� 4����������0
�������+",'����A��� #������!�
���

��0
��������&'4!��%��!���#'�����
��+�&	����#����
@����"��&'�����A���������(�� 4����������������%�+-<�!��	
��
���������������&�����*�!��'�+-<�!��	 0�	-�#�����+-<�!��	��������������
���	�����+��������+"�'�!�,���
*�
+-<�!��	!��'�����&�������#*�
*�+-<�!��	�,'� +)*� 9��#�������%��!���0
�������#'����������(��0
��������&'(�*�
@���� 4�

��+�&	����9��#������0
��������&'�
@��������%��!����@��+"�'�
�%� ���!���+8�	
��-:;!����!�
*�+!��������
+-<�!��	+�&	���(����+8�	!��'�
��#���#*��+8�	
��-:;!����!��	+-<�!��	���&+-/�����#$+�&	��*�+=#
��#��
��
"�+�0# (Pareto Optimum Set) =�'����#�����4�+�,��
��#��4�?4�+=#
��#��+",'����4)��������
�%��	�*������������
!�,�!�*�	�����%�? 
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4���&#��6&!���+8�	+!�������� (Optimisers) 9��"�7��+",'�!���+8�	+!�����������+-<�!��	+�&	� =�'�
�����9��*����+-/�������*�
�*��?
,� ��6&!�
*�+!�����������4)����(�*4)����"��6$
��K:��$)�� 9�������4)�!�
��#��

�����������+-<�!��	+�&	��#*��6&+!�*���%��@�����9�����-��	��#$4)����-:;!����!��	+-<�!��	(��0�	4)�+�
��
+)��
#��+�
 (Numerical Technique) +",'��-��-:;!����!��	+-<�!��	+-/�-:;!����+-<�!��	+�&	� +)*���6&�����9*��
�%��!��� (Weighted Sum Method) �	*��(��@#��������+�����������*��	���&
�����	�	�*+"���������+������ (Run) !��'�
��������9!���+8�	+!��������(��
*�+�&	�4�
���&'��+8�	+!��������
��"�+�0#�&������+-/�����#$ 

���	+!#��&% (���&���"�7��
�%�#����6& (Algorithms) ���!���!�+=#
��#��
��"�+�0#(��4�������+������+"&	�
��%�
+�&	���6&����&%+�&	��*� 
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	 (Multiobjective Evolutionary Algorithms 

MOEAs) =�'�+-/����-��	��#$
�%�#����6&����7�����+)*� Genetic Algorithms �*����� Non-dominated Sorting 

Scheme 4�)*�����-L	���!����&%(���&���"�7����6&!�
*�+!��������)��������*���	*���"�*!��	4����������)�#� 
9������*���6&����&%���&
���&
,������9!�+=#
��#��
��"�+�0#(��4�������
��%�+�&	� ���(�*4)����"��6$
��K:��$)��
+-<�!��	���K:��$)��+�,'��(
���
��4����
��!�
��#�� �&���%�	�������9
��!���+8�	+!��������������� (Global 

Optimum) (�� �#*��6&����&%�@�&����*���&'���
�;�����*��
,� ��#�������*+
���&')�����+�,'�����4)�!��������*�4����
��!�

��#�� (�*�&������-������*�4����
��!�
��#���#*��
��%��������9!�
��#��+!������������ 8���%�0�	��'�(-�������	
+�&	���6&���+!�*��&%�*� ��6&-��������
��"�+�0# (Pareto Front Approximation) �������&'�&��#�������*+
��#'�����4!�
���-��	��#$4)�
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	+-/�(-(��	��!�,���������'�+-/�(-(�*(��+�	���!���-:;!�4����
�����&'�&#���-���������������� (Large-Scale Problem) +)*� -:;!����!�0�0-0�	&
��0
�������+!��������  

���!�0�0-0�	&
��0
�������+!�������� 
,����!���-���+�,%��#��
��0
��������&' +-/����#���� 
(Innovative Design) 0�	0
���������%�4!�
*�+-<�!��	+!��������+)*� 0�0-0�	&�&'4!�
*�
����*��#��#'����� 
(Minimum Compliance) !�,� 0�0-0�	&�&'4!�
*�
���9&'6���)�#������� (Maximum Eigenfrequency) +-/�#�� ���
����,�
���������	"��*����!�
*�+!�����������!��	+-<�!��	���!�������������&%+-/����+�,���&'�&��*� ���
-��	��#$4)�
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	������������)����&%4�-:������	��(�*�&"����!���4)�4��������
+�,'�����+-/�-:;!�
���4!;* �	*��(��@#�� 9�������94)���6&+!�*��&%������������0�0-0�	&��+���-��0	)�$�	*����� 
0�	+8"�����������+)�����#����
��)�%��*��	��	�#$��������	�� 

-:;!����!�
*�+!��������!��	+-<�!��	
�������*��%��-��-�(���&�����������"�7����+-/�+���������-L 
���!�
*�+!��������
�������*��%��-��-���������+-/�-��0	)�$4������������*�4!�*����	���&-��0	)�$+�,'����
���=*��������!�,�����*�4!�*��������*�+��� (Network Re-habitation) 0�	-�#��&+-<�!��	+",'�����
��*�4�����
4!�(������&'��� �#*4�
���+-/�������������������*�#���������+"�'�
��������94����
	�	0
��
*�	�*�+"�'�+#�����	 
�����%����!�
*�+!�����������!��	+-<�!��	������+-/��������������&% (���&�������	
���9�����!�*��%��4������
����)�#����4�-��+��+",'�-��	��#$4)�
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	�������&%�#*�@	���#*	��+-/��&'���
��	�*�*� 
��6&����7������&'�&�	�*4�-:������	���&-�����6�A�""��&'��!���+8�	
��-:;!��&%(��!�,�(�* 

�������	�&%�&+-<�!��	!���
,����"�7��
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	4!��&-�����6�A�"���
�%� 
�������&%	��������"�7�����������+)��#��+�
�&'+�&	��*� #���-�������!��	�����
���)�� (Multiresolution 

Design Variables) =�'�+-/����
	�	��#*�����������	�*��!����&%
�����+���0
���������	+",'�4)�4����!�
*�+!�����
���
��0�0-0�	&
��0
������� ��#9�-����
$
,�������"�7��
�%�#������7��������!��	+-<�!��	4!�*+",'�4)�������
-:;!����������+!��������!��	+-<�!��	�&'�&+�,'��(
���
�� (Multiobjective Optimisation with Constraints) 
���+-/�-:;!�
���4!;* (Large Scale Problem) ���������������+!��������!��	+-<�!��	�&'"�7��
�%�4!�* ��
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+���-��	��#$4)��������������������!�,�4���+
&	�������������'�
,� ���!�0�0-0�	&
��0
������� ��� ���!�
*�
+!��������
�������*�-��-� ������������	�&%
���*���(�����������������!��	+-<�!��	�&'4)�(����������&
-�����6�A�"�����*��&'4)�����	�*4�-:������ 

 
8. �
&+����
��� 

8.1 +",'�"�7�����������!�
*�+!�����������!��	+-<�!��	���!���4)�������-:;!����������+!��������
4���������&'�&������#���-���� (Large-Scale Problems) 
8.2 +",'�"�7����6&
�����+)��#��+�
���4!�*��*��
,� #���-�������!��	�����
���)�� (Multiresolution 

Design Variables) 
8.3 +",'�"�7�����-���-���
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	4!�*�&'�&-�����6�A�"�&
�%� 
8.4 +",'�-��	��#$4)�����������������&'"�7��
�%������-:;!����!�0�0-0�	&+!�����������!��	+-<�!��	

��0
������� 
8.5 +",'�-��	��#$4)�����������������&'"�7��
�%������-:;!����!�
*�+!��������!��	+-<�!��	
�������*�
-��-�4�������� 

 
9. ����)����()��	
� 

9.1 "�7��+�
��
+)��#��+�
#���-�������!��	�����
���)�� (Multiresolution Design Variables) ���!���4)�
4�-��A��������#���������#� 
9.2 "�7��
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	4!�*�&'�&-�����6�A�"�����*���6&�&'�&�	�*4�-:������ 
9.3 ������������
��"�����+#��$#*��?�&'4)�4�+�
��

���#���&'�&#*���+8�	+!�������� 
9.4 ��������-��	��#$4)�����������������&'"�7��
�%������-:;!����!�
*�0�0-0�	&
��0
�������+!�����
��� 

9.5 ��������-��	��#$4)�����������������&'"�7��
�%������-:;!����!�
*�+!��������!��	+-<�!��	
��
�����*�-��-� 
 
)*��+����&'4)�4�������+�������#*��!��
������4�#����
����*�� 

-L�&' 1 -L�&' 2 ������� 
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�,�7� 
Introduction 

 
 

 
 

-:;!����!�
*�+!�������� (Optimisation Problem) 
,�-:;!����
��#���#�$�&'#������!���+8�	
,�#���-�
������ (Design Variables) �&'4!�
*�+-<�!��	 (Objective) +!�����������4�
��+�&	������+8�	��%�#���
���
�������+�,'��(
���
�� (Constraints) �&'���!�� #���	*��+)*� 4����������0
�������+",'����A��� #������!�
���

��0
��������&'4!��%��!���#'�����
��+�&	����#����
@����"��&'�����A���������(�� 4����������������%�+-<�!��	
��
���������������&�����*�!��'�+-<�!��	 0�	-�#�����+-<�!��	��������������
���	�����+��������+"�'�!�,���
*�
+-<�!��	!��'�����&�������#*�
*�+-<�!��	�,'� +)*� 9��#�������%��!���0
�������#'����������(��0
��������&'(�*�
@���� 4�

��+�&	����9��#������0
��������&'�
@��������%��!����@��+"�'�
�%� ���!���+8�	
��-:;!����!�
*�+!��������
+-<�!��	+�&	���(����+8�	!��'�
��#���#*��+8�	
��-:;!����!��	+-<�!��	���&+-/�����#$+�&	��*�+=#
��#��
��
"�+�0# (Pareto Optimum Set) =�'����#�����4�+�,��
��#��4�?4�+=#
��#��+",'����4)��������
�%��	�*������������
!�,�!�*�	�����%�? 

4���&#��6&!���+8�	+!�������� (Optimisers) 9��"�7��+",'�!���+8�	+!�����������+-<�!��	+�&	� =�'�
�����9��*����+-/�������*�
�*��?
,� ��6&!�
*�+!�����������4)����(�*4)����"��6$
��K:��$)�� 9�������4)�!�
��#��

�����������+-<�!��	+�&	��#*��6&+!�*���%��@�����9�����-��	��#$4)����-:;!����!��	+-<�!��	(��0�	4)�+�
��
+)��
#��+�
 (Numerical Technique) +",'��-��-:;!����!��	+-<�!��	+-/�-:;!����+-<�!��	+�&	� +)*���6&�����9*��
�%��!��� (Weighted Sum Method) �	*��(��@#��������+�����������*��	���&
�����	�	�*+"���������+������ (Run) !��'�
��������9!���+8�	+!��������(��
*�+�&	�4�
���&'��+8�	+!��������
��"�+�0#�&������+-/�����#$ 

���	+!#��&% (���&���"�7��
�%�#����6& (Algorithms) ���!���!�+=#
��#��
��"�+�0#(��4�������+������+"&	�
��%�
+�&	���6&����&%+�&	��*� 
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	 (Multiobjective Evolutionary Algorithms 

MOEAs) =�'�+-/����-��	��#$
�%�#����6&����7�����+)*� Genetic Algorithms �*����� Non-dominated Sorting 

Scheme 4�)*�����-L	���!����&%(���&���"�7����6&!�
*�+!��������)��������*���	*���"�*!��	4����������)�#� 
9������*���6&����&%���&
���&
,������9!�+=#
��#��
��"�+�0#(��4�������
��%�+�&	� ���(�*4)����"��6$
��K:��$)��
+-<�!��	���K:��$)��+�,'��(
���
��4����
��!�
��#�� �&���%�	�������9
��!���+8�	+!��������������� (Global 

Optimum) (�� �#*��6&����&%�@�&����*���&'���
�;�����*��
,� ��#�������*+
���&')�����+�,'�����4)�!��������*�4����
��!�

��#�� (�*�&������-������*�4����
��!�
��#���#*��
��%��������9!�
��#��+!������������ 8���%�0�	��'�(-�������	
+�&	���6&���+!�*��&%�*� ��6&-��������
��"�+�0# (Pareto Front Approximation) �������&'�&��#�������*+
��#'�����4!�
���-��	��#$4)�
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	+-/�(-(��	��!�,���������'�+-/�(-(�*(��+�	���!���-:;!�4����
�����&'�&#���-���������������� (Large-Scale Problem) +)*� -:;!����!�0�0-0�	&
��0
�������+!��������  

���!�0�0-0�	&
��0
�������+!�������� 
,����!���-���+�,%��#��
��0
��������&' +-/����#���� 
(Innovative Design) 0�	0
���������%�4!�
*�+-<�!��	+!��������+)*� 0�0-0�	&�&'4!�
*�
����*��#��#'����� 
(Minimum Compliance) !�,� 0�0-0�	&�&'4!�
*�
���9&'6���)�#������� (Maximum Eigenfrequency) +-/�#�� ���
����,�
���������	"��*����!�
*�+!�����������!��	+-<�!��	���!�������������&%+-/����+�,���&'�&��*� ���
-��	��#$4)�
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	������������)����&%4�-:������	��(�*�&"����!���4)�4��������
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+�,'�����+-/�-:;!�
���4!;* �	*��(��@#�� 9�������94)���6&+!�*��&%������������0�0-0�	&��+���-��0	)�$�	*����� 
0�	+8"�����������+)�����#����
��)�%��*��	��	�#$��������	�� 

-:;!����!�
*�+!��������!��	+-<�!��	
�������*��%��-��-�(���&�����������"�7����+-/�+���������-L 
���!�
*�+!��������
�������*��%��-��-���������+-/�-��0	)�$4������������*�4!�*����	���&-��0	)�$+�,'����
���=*��������!�,�����*�4!�*��������*�+��� (Network Re-habitation) 0�	-�#��&+-<�!��	+",'�����
��*�4�����
4!�(������&'��� �#*4�
���+-/�������������������*�#���������+"�'�
��������94����
	�	0
��
*�	�*�+"�'�+#�����	 
�����%����!�
*�+!�����������!��	+-<�!��	������+-/��������������&% (���&�������	
���9�����!�*��%��4������
����)�#����4�-��+��+",'�-��	��#$4)�
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	�������&%�#*�@	���#*	��+-/��&'���
��	�*�*� 
��6&����7������&'�&�	�*4�-:������	���&-�����6�A�""��&'��!���+8�	
��-:;!��&%(��!�,�(�* 

�������	�&%�&+-<�!��	!���
,����"�7��
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	4!��&-�����6�A�"���
�%� 
�������&%	��������"�7�����������+)��#��+�
�&'+�&	��*� #���-�������!��	�����
���)�� (Multiresolution 

Design Variables) =�'�+-/����
	�	��#*�����������	�*��!����&%
�����+���0
���������	+",'�4)�4����!�
*�+!�����
���
��0�0-0�	&
��0
������� ��#9�-����
$
,�������"�7��
�%�#������7��������!��	+-<�!��	4!�*+",'�4)�������
-:;!����������+!��������!��	+-<�!��	�&'�&+�,'��(
���
�� (Multiobjective Optimisation with Constraints) 
���+-/�-:;!�
���4!;* (Large Scale Problem) ���������������+!��������!��	+-<�!��	�&'"�7��
�%�4!�* ��
+���-��	��#$4)��������������������!�,�4���+
&	�������������'�
,� ���!�0�0-0�	&
��0
������� ��� ���!�
*�
+!��������
�������*�-��-� ������������	�&%
���*���(�����������������!��	+-<�!��	�&'4)�(����������&
-�����6�A�"�����*��&'4)�����	�*4�-:������ 

 
1.1 �
&+����
����'��������  

1.1.1 +",'�"�7�����������!�
*�+!�����������!��	+-<�!��	���!���4)�������-:;!����������
+!��������4���������&'�&������#���-���� (Large-Scale Problems) 

1 .1 .2  +",' �"�7����6&
� ����+)� �#�� +�
���4!�*��* ��
,�  #� ��-�������!��	�����
���)�� 
(Multiresolution Design Variables) 

1.1.3 +",'�"�7�����-���-���
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	4!�*�&'�&-�����6�A�"�&
�%� 
1.1.4 +",'�-��	��#$4)�����������������&'"�7��
�%������-:;!����!�0�0-0�	&+!�����������!��	

+-<�!��	
��0
������� 
1.1.5 +",'�-��	��#$4)�����������������&'"�7��
�%������-:;!����!�
*�+!��������!��	+-<�!��	
��

�����*�-��-�4�������� 
 

1.2 .������	
�,)-��)-���$'� (Literature Review)  

4��������&'�*���� ���!�
*�+!�����������!��	+-<�!��	(�����
�����4���%�4�������������	������"�7��
4)�4��������4�!��	��
���)�+)*� +���>���#�$ ��������
��
�� ��������0
������� ���������!�*��%�� ��������	��
	�#$����������������	�� [1] ���"�7����6&!�
*�+!�����������!��	+-<�!��	 (Multiobjective Optimisers) 
+-/�!��'�4�!��
���&'���
�;�&'���4���
�����������&% 4���&#-:;!����!�
*�+!���������&+-<�!��	���������
+-<�!��	+�&	� �����%���6&!�
*�+!��������!�,����!�����+)��
��#���#�$ (Mathematical Programming) ���9��"�7��
+",'����������+-<�!��	+�&	�+�*���%� �#*4�
���+-/�����K:��$)��+-<�!��	����&�����������*�!��'�+-<�!��	 ����&'-:;!�
����������&K:��$)��+-<�!��	�����*�!��'�!�,����������!��	+-<�!��	 (Multiobjective Design) ���4!��&������
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��+8�	+-/�����#$=�'�+�&	��*� +=#��+8�	
��"�+�0# (Pareto Optimal Set) ���-��	��#$4)������6&!�
*�+!��������
+-<�!��	+�&	������9���(��0�	����-��-:;!�!��	+-<�!��	4!�+-/�-:;!�+-<�!��	+�&	��&'��������+)*����4)���6&�����
9*���%��!��� (Weighted Sum Technique) [2] ��6&+��N$������� (Global Criteria Method) [3] ��6&�G�O&+�� 
(Game Theory Method) [4] �����6& Normalised Normal Constraint [5] ���!�
��#��4��������&%4!�
��#��

��-:;!�!��	+-<�!��	(��9��#��� �#*�@�&
�����	�&')��+��
,���#���4)����������4����!�
��#�� (Run) +�*����������
���"�+�0# (Pareto Points) �&'#������ �������&%4����&
����6&���!�
*�+!���������&'4)����"��6$ +�,'��������

�����!�
*�K:��$)��4�����������������(����������
�����+)��#��+�
 ���!����"��6$���(��0�	-�����=�'�9��!�����
-�����
*����"��6$(�*��*�	��"����
��!���+8�	(�*+��������4!����������
��
���!	���*��9����+8�	�&'#������(�� 
�������&%��6&!�
��#��+!������������&%+!������!������!�
*�+!��������0�
�� (Local Optimisation) +�*���%� [6] 


�����	�����*��
����6&!�
*�+!�����������4)����"��6$�����9
���(-(�����	���4)� 
�%�#����6&����7��������
!��	+-<�!��	 (MultiObjective Evolutionary Algorithms) ��6&����7��������!��	+-<�!��	
,���6&!�
��#��
+!�����������4)����*�
��
��#�� (Population-Based Methods) [7,8,9] ��������*� (Randomisation) +",'�!���
+8�	0�	(�*#���4)����"��6$ +�,'������&���4)����*�
��#��4����!���+8�	��������9!�+=#
��#��
��"�+�0#(�����	���
���+������ (Run) +"&	����+�&	� �������&%��6&����&%	���&-�����6�A�"�����*���6&���!�
*�+!�����������4)����"��6$+�,'�
-��	��#$4)����-:;!����������+!�����������0����� (Global Optimisation) �	*��(��@#��9�������6&���+!�*��&%��
�&
���&�����	�#*�@�&
��+�&	�&'���
�;���
,� �&��#�������*+
���&')�����(�*�����9���-������*���(����+8�	+!������������ 
���	+!#��&%�*�	
��%��&'+�&	����!����"�+�0# (Pareto Front) ���	��6&����&%�*����-��������"�+�0# (Pareto Front 

Approximation) [10] 
�%�#������7��������!��	+-<�!��	(��������"�7�������!��	!��	��6&0�	������&",%�>��
���!����������� Genetic Algorithms, Evolutionary Programming, Simulated Annealing ��� Evolution 

Strategies =�'�+-/�
�%�#����6&����7��������+-<�!��	+�&	��&'"�7�����*�� ��6&�&'��	�4)�������+���4��������)����4�
-:������+)*�  MultiObjective Genetic Algorithm (MOGA) [11], Niche Pareto Genetic Algorithm 
(NPGA) [12], Non-dominated Sorting Genetic Algorithm version 2 (NSGAII) [13,14], Strength Pareto 
Evolutionary Algorithm version 2 (SPEA2) [15,16], Pareto Archived Evolution Strategy (PAES) 
[10,17] ��� Micro Genetic Algorithm [18] (���&������+������������+-�&	�+�&	�����9��
��
�%�#����6&
+!�*��&%+)*��&'���+���4� [19] ��� [20] �������&%�������	�&'���������+"�'�+#������&'��*����
,�+������������ [21-30] 

-:;!����������0�0-0�	&
��0
�������+!�������� ��*��(���*�+-/����#�������������0
������� (!�
��-�*��+�,%��#������&'(�*������*��) +",'������+-<�!��	+!���������&'#�%�(�� #���	*��-:;!����������0�0-0�	&
,� ���!�

����*��#��#'����� (Structural Compliance Minimisation) ���!�
*����K+��+)��"���#������ (Dynamic 

Stiffness Minimisation) ������!�-:���	���0�*�#��+!�������� (Buckling Factor Optimisation) [31] ���!�
*�
+!��������+-<�!��	+�&	��&
�����������+�,'�
�����9�����-��	��#$4)�������� ���	+!#��&%����&���"�7�����!�0�0-0�	&
+!�����������!��	+-<�!��	=�'�+-/�����������������&'�&��*�
�%��� [32,33,34] +�,'�����-:;!����������)���
�&%#���4)���+�&	���6&(K(��$�&+�+��#$4����!�
*�K:��$)����������� #���-�������=�'����!��0�0-0�	&
��0
�������

,�
���!����*�+��,�� (Pseudo Density) 
���&+�+��#$+!�*���%� �����+
���!$0
�������4��������+",'�
�����*�	��
���+-/�#���4)��������&+�+��#$+-/�"��!�,�!�,'��&+�+��#$��'�!��	
����*�������#���-��������&�����������	�!���� 
���4!�+-/�(-(�*(���&'��-��	��#$4)�
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	���-:;!�����������&% ��6&!�
*�+!��������
�&'�&-�����6�A�"������!������-:;!�����������&%+-/���6&4)����"��6$ +)*� Optimality Criteria Method, Sequential 

Quadratic Programming ��� The Method of Moving Asymptotes �*�����4)���6&����7��������-:;!��&%(�*
-���������+�@�+�*��&'
��+�,'�����+-/�-:;!�
���4!;* [35-39]  
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�	*��(��@#�� (���&���"�7��+�
��
+)��#��+�
+",'�+"�'�-�����6�A�"
��
�%�#����6&����7��������+-<�!��	+�&	�
=�'�-������+-/��&'�*�"�4� [40] ���(���&��������+)��#��+�
"��*�#�����+������+)������7����� (Evolutionary 

Operator) ��� mutation 4!�
��#��(���&��*�#�����+������ crossover �*��#�����+������ probability vector �&'4)�4� 
Population-Based Incremental Learning ���&-�����6�A�"-������ [38, 39, 41] �������	�&%+-/����
	�	��#*�
�������&'���+���4� [40] ���
	�	�����-:;!����������+-<�!��	+�&	�+-/�-:;!����������!��	+-<�!��	 ���
�,�
���������	4�+�,'���&%���+!�,�����&'��*��9��
,� [42-50] 

���!���-:;!����!�
*�+!��������!��	+-<�!��	
�������*��%��-��-���%� 4���	�+��������*�-L�&%(���&
���������������	�	*��+
��
��+�&'	�������-��	��#$4)�
�%�#����6&����7����������������������*� [51,52,53] ���
������������G�O&"��*� ���!���
�
��0
��
*�	�����*�-��-�#'������	*��+�&	�(�*(��+���-��0	)�$4����-P���#����� 
[54] +"�������&'�*�-��-��&��
�#'�����!��	9��
����*�#���+�@������4!���;+�&	
��������94����
	�	0
��
*�	���
+"�'�
�����;+�&	4������*� ���	+!#��&%���!�
*�+!�����������!��	+-<�!��	���+-/�+
�,'���,��&'�&��*����!������
�������&% #���	*��+)*����!���
������*�#'�����������!�
��������94����
	�	0
��
*�	������"������� +-/�#�� 
[55] ���!�
*�+!��������
�������*����������-��	��#$4)�������������0
��
*�	�����*�-��-�4!�*����	��
�����9-��	��#$4)���������������*�+",'�=*���=�0
��
*�	+��� (Network Re-habitation) =�'�+���-��0	)�$4����
-P���#������*����������+!��������
��0
��
*�	�����*�-��-�4!�* [56,57] ����������	�&'�*����"��*�(���&���
-��	��#$4)�
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	�������������*�-��-��#*�����6�#�����������������+���
���	������#���-� 10 – 20 #���-� (",%��&'!���#��
���*�) +�*���%� �����%�4�����&%���#������-��	��#$4)���6&����7�����+",'�
���-:;!�����������&'+-/�-:;!�
���4!;*
��0
��
*�	�*�-��-� �������	�&'���������+�&'	���������&%���+!�,�����&'
��*������
,� [58,59,60] 
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�������������
�
���������������$���
%�&'���()���
*����� 
Multiobjective Optimisation by Evolutionary Algorithms 

 
 
 
 
���-��	��#$���������!�
*�+!�����������!���-:;!��������������4��������������%� 0�	��'�(-��

-�����(-���	K:��$)��+-<�!��	 (objective function) ���+�,'��(
���
�� (constraints) #���	*��+)*� ���������+",'�
���%��!���!�,���
�
��)�%����4!����	�&'����#*�&+�,'��(

,�0
���������#���(�*+�&	!�	������������ �	*��(��@#��
4����-P���#� K:��$)��+-<�!��	(�*(���&+8"���%��!���!�,���
�
��)�%����+�*���%� ������������#������!��%��!������	��� 
(weight minimisation) ���4�
��+�&	����	��#������4!�0
�������
��)�%�����&
����
@���������� (strength 

maximisation) ����&+�,'��(
���
��
,�
���-���A�	4����4)���� -:;!��������&%+�&	��*� ���!�
*�+!�����������
!��	+-<�!��	  

���!���+8�	
��-:;!����!�
*�+!����������-����&%�&
����#�#*��������!���+8�	
��-:;!����
�������&'�&K:��$)��+-<�!��	+�&	�  4���&# ��6&���!�
*�+!���������&'"�7��
�%����*��4!;*4)�4����!���+8�	
��
-:;!����������+-<�!��	+�&	� �	*��(��@#�� +�������9-��	��#$4)���6&+!�*���%����-:;!����!��	+-<�!��	 0�	���
+"�'����������+)��#��+�
"�+�� +)*� ��6& ��������9*���%��!��� (weighted sum method) 
��+�&	
�����������
�������&%
,� +����#���������!�
*�+!��������+-/�������!��	
��%�+�*������������+8�	�&'+��#������ 

4�-:������ (���&���"�7����6&���!�
*�+!���������������7�����!�,�
�%�#����6&����7����� +",'�4)�4����!���
+8�	+!��������
��-:;!����!��	+-<�!��	 
���&
�����-��	��#$4)���6&���+!�*��&%
,� +-/���6&�&'-��	��#$4)�����*�	 
�����94)�!���+8�	
��-:;!����!�
*�+!��������(��+�,�������-��� +-/���6&!�
*�+!���������&'�����9���(��0�	(�*
�&��������!�,�+���
�����"���4���!�*�����������
����� ����&'���
�;�&'��� 
�%�#����6&����7������&'"�7��
�%���4�
-:�����������9!����*�
����+8�	"�+�0#(��4�������+"&	�
��%�+�&	�=�'�
��������9#���&%(�����4!���6&����7�����+-/��&'
��	����  �	*��(��@#�� ��6&���+!�*��&%	���&
��+�&	�&'!�&�+�&'	�(�*(����*��
,� �&��#�������*+
��)�����(�*�&
���
�+���
��� ((�*
�����9!�
��#��+���(��+��� 4�������!��	?
��%�) ��%��&%+-/�+"����*� ��6&���+!�*��&%4)������*�+-/�!���4����������

����� 

#���	*��
�%�#����6&����7������&'"�7��
�%�4�	�
+��'�#���&����&%  
 
- Vector Evaluation Genetic Algorithm (VEGA) [61] 
- MultiObjective Genetic Algorithm (MOGA) [11] 
- strength Pareto evolutionary algorithm (SPEA) [15] 
- None-dominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA) [13] 
 
4�	�
+��'�#�� ���"�7�����������
�������+���(-�&'
��������94����!���+8�	"�+�0#(��A�	4�������
��%�

+�&	� !��������%� 	�
#*��� (���&���"�7��
�%�#����6&����7�����0�	+���(-�&'����9��4����!�
��#��+-/�!��� (���&���
"�7����6&���4!�* ���-���-�����6&����&'�&�	�*����+",'�+"�'�����9��
����6&+!�*���%�+",'������94)��������(�� ���+)*� 

non-dominated sorting genetic algorithm (NSGAII) [14] 
strength Pareto evolutionary algorithm (SPEA2) [16] 
multiobjective particle swarm optimisation (MPSO) [62]  
multiobjective Population-Based Incremental Learning (PBIL) [63] 
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-:;!����!�
*�+!�����������!��	+-<�!��	 �����9+
&	�(������&% [64] 
Find x such that 

 Min: f = {f1(x),…,fp(x)}        (2.1) 
 Subject to 
  gi(x) � 0 
  hi(x) = 0 
 
+�,'�  x 
,�+�
+#��$
��#���-������� 

 fi 
,�K:��$)��+-<�!��	 

 gi 
,�+�,'��(
���
����������� 

��� hi 
,�+�,'��(
���
���������� 
 
0�	-�#�����K:��$)��+-<�!��	�����
���	����� #���	*��+)*�4����&
��-:;!�������+-<�!��	�&'������!��%��!���

���	������
����
@����������
��0
������� 9��������+"�'�
����
@�������*���4!����!���+"�'�
�%� �#*9��+�����%��!���
���*���4!�
����
@��������+)*���� ��-�&' 2-1 ����
��+
#�&'!�
��#��(�� (feasible region) 
��-:;!����������
���+-<�!��	��0�+��
��K:��$)��+-<�!��	 �����-��+!@�(���*���+8�	
��-:;!��&�����*�!��'���+8�	���+�,'������
+8�	��%�!�� ��(��+���0
���&'��+������������ +���0
���&%+�&	��*����
��"�+�0# (Pareto front) �*����+8�	 (x) �&'�	�*��
���
��"�+�0#+�&	��*� +=#��+8�	+!��������
��"�+�0# (Pareto optimal set) ���	+!#���+)*�+�&	�������&
�����
K:��$)��+-<�!��	 ���
��"���0#
��-:;!�������K:��$)��+-<�!��	���	�*4���-
��",%���� (surface) 

 
��-�&' 2-1 ���
��"�+�0#
��-:;!��&'�&���+-<�!��	 [64] 

 
 ���
��4����!���+8�	
��"�+�0#���	��6&����7��������!��	+-<�!��	
,����4)����*�
����+8�	4����!�

��#�� (!�,�-��)���) 4��#*�����
�����
��!�
��#�� 4���!�*�����������
��!�
��#����6&����7�������������
+�@���+8�	�&'(�*9��
������ (non-dominated solutions) (��4�+�#���=$+�@���+8�	"�+�0# (Pareto archive) ��	��
���
�;���!������
��!�
��#�����	!������
�������+8�	�&'(�*9��
������4����&
�����!�
*�#'����� (minimisation) �&
����&% [64] 

 ����� 1 �����'��7� (dominance) ���!��4!� fi(x); i = 1,…p 
,�K:��$)��+-<�!��	 9�� fi(x1) � fi(x2) 

���!������ i � {1,…,p} ����& j 0�	�&' fj(x1) < fj(x2) �����9���-(���*� x1 
������ x2 +
&	�������	 21 xx � . 

Feasible region 

Pareto frontier AKA a set of non-dominated solutions f1 

f2 
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 ��-�&' 2-2 ������+8�	4�0�+��
��K:��$)��+-<�!��	���K:��$)�� �����-����4!�+!@��*���+8�	 x1 
��������
+8�	 x2 x3 x4 4�
���&' x5 (�*9��
������0�	 x1 4���-	������4!�+!@�9��",%��&'
������
����+8�	 x1 =�'�!��	
����*� 
��+8�	4�? �&'�	�*4�
��+
#",%��&'
�������&%��9��
������0�	 x1 

 
��-�&' 2-2 ",%��&'
������
����+8�	 x1 [64] 

 
 ����� 2 .�����,)->��+����'��7� (non-dominated solutions) ���!��4!� G 
,�+=#
����+8�	
��� N, 

��+8�	 xe � G +�&	��*���+8�	�&'(�*9��
������4� G 9��(�*�& x � G �&'
������ xe 

 �����-�&' 2-3 ��+8�	�&'(�*9��
������
,� x1, x5 ��� x6 

 
��-�&' 2-3 �����6�#���
�������+8�	�&'(�*9��
������ [64] 

 
 4����������
�����+)��#��+�
 ���!���+8�	�&'(�*9��
�����������9���(��0�	���4)�+�#���=$
�����

������ (dominance matrix) A =�'�������6&���!�4�#�����&' 2-1 +���+��#$ Aij �����9!�(������&% 

 
�
�
�

�
otherwise;0
;1 ji

ijA
xx �

        (2.2) 

x1 x2 

x3 
x4 

f1 

f2 

x7 

x5 

x6 

 
      Dominant area of x1 

x1 x2 

x3 
x4 

f1 

f2 

x5 
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 +�,'�(��+�#���=$
�����
���������� 
�����!�
*����9��
������
����+8�	 xj (������&% 

 	
�

�
N

i
ijj AB

1

         (2.3) 

 ��+8�	 xj +�&	��*���+8�	�&'(�*9��
������9�� Bj = 0 

 
#�����&' 2-1 +�#���=$���!���
�������+8�	�&'(�*9��
������ A [64] 
 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 

x1 0 1 1 1 0 0 1 
x2 0 0 0 0 0 0 0 
x3 0 0 0 1 0 0 0 
x4 0 0 0 0 0 0 0 
x5 0 1 0 1 0 0 0 
x6 0 0 0 0 0 0 0 
x7 0 0 0 1 0 0 0 
	 0 2 1 4 0 0 1 

 
��-�&' 2-4 ����0K�)��$������'�(-
��
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	 ���������
��!�
��#��+��'�#�����	
-��)���#�%�#�� (initial population) =�'�(������������*����+�#���=$���!���+�@���+8�	�&'(�*9��
������ �����%�������
���#-��)������ (offspring) ���-��)���"*���* +�,'�(��-��)����������������!�
*�K:��$)��+-<�!��	
����+8�	4�
-��)������ �����%�������
�������+8�	�&'(�*9��
���������	�+�&	�+=#
��-��)������������)��4�+�#���=$+�@���
+8�	�&'(�*9��
������+��� +�,'�(�����*�
����+8�	�&'(�*9��
������)��4!�* 4�*����&'��+8�	�&'(�*9��
������)��+�*�4�
+�#���=$ ������-���-���+�#���=$�������+8�	�&'(�*9��
������(-+�,'�	?�������'�!	�����
��!�
��#�� ��+8�	"�+�0#
������4)���6&����7�����+!�*��&%
,����)��4�+�#���=$�������+8�	�&'(�*9��
��������'�+�� �	*��(��@#����+8�	�&%+�&	��*�

*�-�����
�����
��"�+�0# (approximate Pareto front) +�*���%� +"���(�*�&������-������*���6&����7�������!�
���
��"�+�0#�&'��*�#��(��   

 
��-�&' 2-4 0K�)��$������'�(-
��
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	 

Initialization, k= 0

Produce offspring from parents 

Non-dominated sorting 

Activate an archiving technique if necessary

Stop? 

end 

k = k + 1 
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Population-Based Incremental Learning 
 
 
 
 
 
 3.1 ����������7�����#��&
�����'� PBIL 

Population-Based Incremental Learning (PBIL) ����*�+-/���6&���!�
*�+!�����������4)�-��)���

����+8�	 (population-based method) !�,�������+-/�
�%�#����6&����7������&���-���!��'� 0�	!������",%�>��
���� PBIL +-/�
�%�#����6&-�����
*�
����������	 (estimation of distribution algorithm) �&'�	�*4���-����	*��
�*�	 ���4)� PBIL 4����!�
*�+!�����������+-<�!��	+�&	����+���4� [65] ��������%�(���&���-��	��#$4)���6&
����7������&%�	*���"�*!��	 �*��!��'�
���������	�&%(��������"�7�� PBIL ���!���4)����-:;!����!�
*�+!��������
���!��	+-<�!��	�����	��+�&	�4� [63] ��� [66] =�'�"��*�-�����6�A�"
�� PBIL 4����!����
��"�+�0#
��
-:;!����!�
*�+!�����������!��	+-<�!��	�����9+-�&	�+�&	�(�����
�%�#����6&����7������,'��&'�&����9����� 

  ��6& PBIL 4)���'��&'+�&	��*�+�
+#��$
��
����*���+-/�4�����������-��)���=�'��	�*4���-
��#��+�
>����� 
��-�&' 3-1 ����#���	*��
��+�
+#��$ (
�����$) 
��
����*���+-/� 
*�
����*���+-/�4��&'�&%
,�0�����&'���&+�
 ‘1’ �	�*4�

�����$�&'���
�������
��-��)��� �����- -��)���
,��9�
��+�#���=$ ���#���	*��4���-�&' 3-1 ��+!@�(���*� +�
+#��$

��
����*���+-/�!��'�+�
+#��$�����9�����-��)���(��!���!��	)�� 
 

 
 

��-�&' 3-1 #���	*��
��+�
+#��$
����*���+-/����-��)����&'���
�������+�
+#��$ 
 

4����&
�����-��	��#$4)� PBIL ������!�
*�+!�����������!��	+-<�!��	��%� +",'�4!�+���
���!���!��	
4�-��)���
�� PBIL ���+-/�#���4)�+�
+#��$
��
����*���+-/������*�!��'�+�
+#��$ �����%�+�,'��&+�
+#��$�����*�!��'�
+�
+#��$���+�&	����*�+�
+#��$��%��*�+�#���=$
��
����*���+-/� (probability matrix) [63] +
&	�������	 P 4�
�%�#��
+��'�#�� +���+��#$���+���+��#$
��+�#���=$
��
����*���+-/���9��#�%�
*�+-/� 0.5 =�'�!��	
����*��&��������	#��+�
 “0” 

��� “1” !��'�4����
�����$ 4!��&������+�*���� ���!��4!� N 
,���������+8�	4�-��)��� l 
,�������+�
+#��$
��

����*���+-/��&'#������4)� ��� nb 
,�
���	��
��#��+�
>��������!�����+8�	4�? �����%�+�#���=$
��
����*���+-/�
���&
���+-/� l 
 nb 0�	�&'�#*���9�
��+�#���=$
,�+�
+#��$
��
����*���+-/�	*�	�&'4)�4�������#-��)���	*�	+-/�
������ N/l ��+8�	 

������#-��)���4��#*�����
�����
����� (iteration) ��(��������������*�-��)���	*�	 l ���*�+
��
���	��� �����%�������!�
*�
��K:��$)��+-<�!��	
����+8�	4����*�-��)����&'�����
�%��� 
�%�#��#*���
,����
�������
+8�	�&'(�*9��
������������������*�
��-��)���)��4!�*�&'(�������+8�	�&'(�*9��
������4�������
������&'�*���� 

population 1        population 2       population 3 
 
0    0     1      1,    0     1     1     0,   0     1    0    1 
1    1     0      0,    1     1     0     1,   1     0    0    1 
0    0     1      1,    1     0     1     0,   0     0    0    1 
1    1     0      0,    0     0     0     1,   0     1    0    0 
 
 Probability Vectors       
[0.5, 0.5, 0.5, 0.5] [0.5, 0.5, 0.5, 0.5] [0.25, 0.5, 0, 0.75] 
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!��������%�������-���-���+�#���=$
��
����*���+-/� ���-���-���+�#���=$��4)���+8�	�&'(�*9��
������4�����-��
*�

��+���+��#$
��+�#���=$  ���!����9��&' ith 
��+�#���=$ +�������9
�����
*�4!�*
��+��&+��#$
�� P (������&% 
 RjR

old
ij

new
ij LbLPP ��� )1(        (3.1) 

 
+�,'� LR � [0, 1] +�&	��*�
*���#�����+�&	���� (learning rate) 

jb  
,�+���+��#$�&' jth 
����+8�	�&'+-/�+�
>����� =�'���(���6���	��6&!�
*�+!�*��&%4�
�%�#��#*�(- 

���������-���-���
*�
�� P ���	����� (3.1) ���� +�������9-���-���
*�+�#���=$
��
����*���+-/����	
������������+#)�� (mutation) ����&% 

 
ss

old
ij

new
ij mmPP ).1or  0(rand)1( ���       (3.2) 

 
+�,'� ms 
,�
*����+�,'��
�����+#)�� 

0����4����-��	��#$4)������ (3.2) 9�����!��0�	
����*���+-/�
�����+������+#)��+)*�+�&	����4����&
��

�%�#����6&+)��"��6����� (genetic algorithms) 

4����������&% 
*�
�� jb  �����9!�(�������6&
,� 
scheme 1 ������+�,����+8�	#��+�
>����������� n0 < N ��+8�	0�	�����*� 
*�
�� jb  
,�
*�+8�&'	4����


�����$
����+8�	�&'9��+�,��+!�*���%� 
scheme 2 ��*�+�,��
*��%��!���9*�� wi ���!���
�����!�
*� 

	
�

�
p

i
ii fwF

1

 

��+8�	�&'(�*9��
�������&'4!�
*� F ���	�&'�����9��+�,��4)�4����-���+-�&'	�
*�
�� P 4� (3.1) 
���������-���-���+�#���=$
��
����*���+-/����� -:;!�4���!�*�����������
�����
��
�%�#����6&

����7��������!��	+-<�!��	
,� 4���!�*��������
�������6&����7������*��4!;*�����9
��!���+8�	�&'(�*9��

������(��+-/���������� 9��+��+�@���+8�	��%�!��(���&'+�#���=$+�@���+8�	�&'(�*9��
������ (A) �����4!�+�#���=$�&
���
4!;*��� �����������4!�
��"��+#��$4)�!�*�	
������
*��
������ ������	�&'��� ���*���4!�
��"��+#��$(�*�����9
������#*�(�� -:;!��&%�����9���(
(��0�	���+"�'�#�����+�������&�!��'�#��+
����4����������
�����+)��#��+�
 
��������������*�� +�&	��*���6&������+8�	 (archiving technique) ���!���+�@�4�+�#���=$ Pareto archive !������
������
��#�����+�������&%
,� 4�
�%�+��'�#�� ��#���������������+8�	�������&'���;�#4!�+�@�4�+�#���=$+�@���+8�	 A 

+-/������� Na ��+8�	 4��&'�&%+�&	��*�
���
�� A (archive size) 4�������
�����
����� 9����+8�	�&'(�*9��
�������&
�����*� Na #�����+������������+8�	��������+",'�����+8�	����*�������� A 0�	�&+�,'��(

,� ��#���
�
���
!���!��	
����+8�	�&'	��+!�,��	�*4!�����&'���+�*��&'��+-/�(-(�� ��6&������+8�	(��9��"�7��
�%���!��	��6&+)*� 
adaptive grid algorithm (AGA) [11] �&4)�4� PAES, nearest neighborhood method (NNM) [16] 4)�4� 
SPEA2, crowded-comparison approach [14] �&4)�4� NSGA2 ���!�����6& PBIL �������	(��+�����6&+���#�%�8�� 
(normal line method, NLM [66]) =�'��&��	��+�&	�����&% 

��6&+���#�%�8��(��-��	��#$4)����
��",%�>������*��
�����4� [5] �	*��(��@#����6&����&%�����6&���4� [5] (��9��
�����4)�4��9������$�&'�#�#*�����0�	��%�+)�� 4�
�%�#��+��'�#��#��������� normalise 
*�K:��$)��+-<�!��	
����+8�	
��%�!��4� A ����&% 
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)(
)(

minmax

min

ii

ii
i ff

ffu
�

�
�         (3.3) 

+�,'�  min
if 
,�
*�#'�����
��K:��$)��+-<�!��	�&' ith (��������+�&	�������+8"��4����*�
����+8�	4� A 
max

if 
,�
*�������
��K:��$)��+-<�!��	�&' ith 
 ���������
�����+)��#��+�

����6&+���#�%�8�����!������!�
*�+!��������������+-<�!��	����4���-�&' 3-2 
����&'4!�
*�#'�����
���#*��K:��$)��+-<�!��	+�&	��*���������� (anchor points) +����&'+),'����!�*�������%����+�&	��*�+���
	�0�+-L	 �����%���������*����������� (reference points) ������ Na ���4!�����	�*��+���	�0�+-L	0�	�&��	�!*����!�*��
���+�*�?��� +���#�%�8��4��&'�&%
,�+����&'����*���������������#�%�8�����+���	�0�+-L	�������4���- ��+8�	�&'��9��+�@�4�
+�#���=$ A 
,���+8�	 Na 
*��&'�	�*4������+���#�%�8����%� Na +�������&'��� 4���-�&' 3-2 ��+8�	�&'9��+�,��+",'�+�@�4� A 
,�
����&'9���������0�	�����&'+!�&'	�+���-�� 
 ���������
�����+)��#��+�

����6&+���#�%�8���&��	��+�&	�����&% 

1. Normalise the objective values of all the non-dominated solutions 
2. Find Na reference points 
3. For i = 1 to Na 
4. Compute the distances of the non-dominated solutions to the ith normal line 
5. Find the solution having minimum distance to the ith line 
6. Save the solution to the archive 
7. Remove the selected solution from the selecting pool 
8. Next i 

 
��6&+���#�%�8������
���	�����6&�#��-4� [67] �#*4�
���+-/��������� ��%������6&�&%�#�#*�����0�	��%�+)�� 

 

 
��-�&' 3-2 ��6&+���#�%�8�����!���������+8�	 

 
0K�)��$�
�� PBIL ����4���-�&' 3-3 +�,'� Prob 
,�+�#���=$
��
����*���+-/� Pareto 
,�+�#���=$+�@���+8�	

�&'(�*9��
������ P 
,�-��)���!�,����*�
����+8�	4��#*�����
�����
����� b 
,���+8�	+�
>����� ��� f 
,�
+�
+#��$
��K:��$)��+-<�!��	 

1 

normal line 
u2 

u1 

1 

Utopia Line 

Anchor points 

Reference 
point 
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��-�&' 3-3 0K�)��$�
�� PBIL 

 
3.2 ���,�
'�
���+���'� PBIL 

 �����������9��4����!�
��#��
�� PBIL (��9�����+������0�	4)�-:;!����������!��	K:��$)��
+-<�!��	�&'����*�+-/�-:;!��������#�>����%�!�� 8 -:;!���*��
,� -:;!����K:��$)��+-<�!��	 F1, F2, F3, F4, F5 

��� F6 ���+������������ [19] -:;!������������%� 6 �&% ����*�+-/�������
���	��4����!���+8�	
��"�+�0#���

Initialisation 
k = 0 

Probk = [0.5]m
nb 
Paretok = {} 

Find by 
Non-dominated  

sorting f(Pk) 

Find a population 
Pk = {bi} = eval(Probk) 

Function evaluation f(Pk) 

k = kmax ? 

Find Paretok+1 by 
Non-dominated  

sorting f(Pk) 
 Paretok  

End 

Paretok+1is 
too big? 

yes 

no 

Activate the normal 
line method to remove 

some members of 
Paretok+1 

k= k+1 

no 

yes 

Multiobjective population-
based incremental learning 
(PBIL) 

Update the probability matrix 
Probk+1 = update(Probk) 
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��-����&'+-/�(-(�� ������#���-��������&'4)�
,� n = 30 �������&%	���&-:;!������ F7 FON problem ��� [68] 

��� F8 SPH-m problem ��� [69] -:;!� F8 �&
��+
#
��#���-�������+-/� xi � [-5, 5]. 

 
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	�&'4)�������*����� PBIL +",'�-��+�������9��
�� PBIL 
,� 
NPGA, NSGAII, SPEA2 ��� PAES �*�� PBIL �	����+-/������6&
,� PBIL1 4)� scheme1 4����-���-���
+�#���=$
��
����*���+-/� ��� PBIL2 4)� scheme2 4����-���-���+�#���=$
��
����*���+-/� +�������9���
!���!��*
����6&����7�����(������&% ��6&�&'4)�
���0�+���$+-/�!��� (NPGA, NSGA and SPEA) ��6&�&'4)����+#)��+-/�
!��� (PAES) �����6&���-�����
*�
����������	 (PBIL1, PBIL2) ��6&����7�������%�!���&%4)�
���
��-��)���
+-/� NP = 100 ���������
�����
�����
,� 100 ���!������?-:;!����!�
*�+!�������� 	�+������&
��-:;!� F7 �&'
4)�
���
��-��)���+�*���� 30 ������������
�����
�����+-/� 30 
���
��+�#���=$+�@���+8�	�&'(�*9��
������
,� 
100 #���-���������%�!��9��+
���!��+-/�#��+�
>�����	�� 30 !��� ��	��+�&	�
��+�,'��(
���������
���#*����6&
�&����&% 

- NPGA the number of randomly selected individuals for tournament selection is 30, the next 
generation consists of 50 (15 for F7) non-dominated solutions and 50 (15 for F7) members 
from the tournament selection, crossover probability is 1.0 and mutation probability is 0.1.  

- NSGAII crossover probability is 1.0 and mutation probability is 0.1. 
- SPEA2 crossover probability is 1.0 and mutation probability is 0.1. 
- PAES uses (1+1)-PAES and adaptive grid archiving technique. 
- PBIL1 uses the first probability matrix updating scheme, learning rate LR = 0.5 (constant), 

the number of probability vectors l = 20, mutation shift ms = 0.2 and mutation probability is 
0.02. 

- PBIL2 uses the second probability matrix updating scheme, learning rate LR = 0.5 
(constant), the number of probability vectors l = 20, mutation shift ms = 0.2 and mutation 
probability is 0.02. 

 
�#*��
�%�#����6&9�����+",'�!���+8�	
��"�+�0#
���#*��-:;!������ 30 
��%� 0�	9,��*���+8�	�&'(�*9��


�������&'(��4����
�����
��������������	
,����
��"�+�0# 4�������������9���&% 4)�"�����+#��$�*�)&%
����9�����#��
,� #���*�)&% C ��� M =�'��&��	������&% 

� �
B

baAaBb
BA

�:;
:),(

���
�C       (3.4) 

+�,'� A ��� B 
,����
��"�+�0#4�? 

�����	��9�� C(A, B) = 1 ��+8�	��%�!��4� B 9��
������!�,�+�*������+8�	4� A 9�� C(A,B) = 0 

!��	
����*�(�*�&��+8�	4�4� A �&'
��������+8�	4� B "�����+#��$�*�)&%����9��#���&'���
,�"�����+#��$ M =�'�+���
������+),'�����
�� M1

* M2
* ��� M3

* �&'��	��4� [19]  

32

1

MM
MM
�

�          (3.5) 

+�,'�  M1 
,�
*�+8�&'	
����	������!�*�����
��"�+�0#�&'(��������4)�
�%�#����6&����7�����������
��"�+�0#
����
��-:;!���%�? 

M2 4)�4���������������	#��
�����
��"�+�0# 

M3 4)�4����������
	�	#��
�����
��"�+�0# 

 �������� ��+!@�(���*�
*� M #'�������*����
��"�+�0#��%��&��*����
��"�+�0#�&'�&
*� M ��� 
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 3.3 .�����
����������)���,)��
���+�� 
 ��-�&' 3-4 �������
��"�+�0#�&'(�����������
�%�#����6&����7�������%� 6 4�!��
��	*�	�*��!����&% -:;!�
����� F1 ��� F2 ���
��"�+�0#�&'����
,����
��"�+�0#�&'�&�&'�������������#*����6& 30 
��%� �*��+���-��
,����
"�+�0#����
��-:;!���%�? �����-��+!@�(���*����"�+�0#�&'(�������6& PBIL1 ��� PBIL2 �������	����	*��
��'��+�����*���6&�,'� ��-�&' 3-5 �������"�+�0#
��-:;!������ F3 ��� F4 ���&
�� F3 PBIL1 ��� PBIL2 (��
���
��"�+�0#�&'�&�&'��� �*��4����&
�� F4 SPEA2 
,���6&�&'(��
��#���&�&'���0�	�&��6&�&'�&�������
,� PBIL1 ��� 
PBIL2 #�������� ��-�&' 3-6 �������"�+�0#
��-:;!� F5 ��� F6 �&'(��������-��	��#$4)�
�%�#����6&����7�����#*��? 
�����-���-(���*� SPAE2 ��� NSGAII +-/���6&�&'4!�
��#���&�&'���4����&
�� F5 �*��4����&
�� F6 ��6&�&'�&�&'���
,� 
PBIL1 �������
,� SPEA2 ��-�&' 3-7 �������"�+�0#
��-:;!������ F7 =�'�(����6&�&'�&�&'���
,� PBIL1 �*����6&�&'
�&�&'���
��-:;!������ F8 
,� PBIL2 

 

��-�&' 3-4  ���
��"�+�0#
�� F1 ��� F2 �&'(����� MOEAs 

 

��-�&' 3-5  ���
��"�+�0#
�� F3 ��� F4 �&'(����� MOEAs 

 

��-�&' 3-6  ���
��"�+�0#
�� F5 ��� F6 �&'(����� MOEAs 

 

��-�&' 3-7  ���
��"�+�0#
�� F7 ��� F8 �&'(����� MOEAs 
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���+-�&	�+�&	��*��!����&%+-/����+-�&	�+�&	����������+�# ���!������+-�&	�+�&	�0�	���4)�"�����+#��$�*�)&%
����9�� ���+���4���-�&' 3-8 3-9 ��� 3-10 ��-�&' 3-8 ���� box-plot +-�&	�+�&	�����9��
����6&#*��?4����!���
+8�	
��-:;!������ F1-F4 ��-�&' 3-9 ���� box-plot +-�&	�+�&	�����9��
����6&#*��?4����!���+8�	
��-:;!�
����� F5-F8 �����-��%���� �����9���-(���*� NPGA 
,���6&�&'�&-�����6�A�"#'���&'��� ���!���-:;!������ 3 ������
��6&����7�����#*��?9,��*��&����9��4���+
&	����	�+��� NPGA �&'�&����9��#'����*���6&�,'���� 4�-:;!������ F4 

PBIL1 
,���6&�&'�&�&'��� �*����6&�&'�&�&'������!��� F5 
,� SPEA2 ��� NSGAII ���!��� F6 ��6&�&'4!���+8�	�&�&'���
-��������	 SPAE2 PAES ��� PBIL1 ��6& SPEA2 
,���6&�&'�&�&'������!��� F7 4�
���&' PAES 
,���6&�&'�&�&'���
���!��� F8 0�	�& PBIL2 +-/���6&�&'�&�&'������������ 

��-�&' 3-10 �������+-�&	�+�&	�"�����+#��$ M �&'(�������6&���#*��? �����-�����9���-(���*� PBIL1 ��� 
PBIL2 
,���6&�&'�&�&'������!���-:;!������ F1-F3 4����&
�� F4 ��6&�&'�&�&'���
,� PBIL1 ��6& SPEA2 ��� NSGAII 


,���6&�&'�&�&'������!��� F5 ��6&�&'�&�&'������!��� F6 
,� SPEA2, NSGAII, PBIL1 ��� PBIL2 4����&
�� F7 ��6&�&'�&�&'���

,� PBIL2 �*����6&�&'�&�&'������!��� F8 
,� PAES, PBIL1 ��� PBIL2 

���-�������������9��
����6&����7�����
,� PBIL +-/�
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	�&'�&
����9�����+�&	�+�*����
�%�#����6&�&'�&���*�� 0�	A�"������������-:;!��������%� 8 ��6&�&'�&�&'���
,� PBIL1 �*����6&
�&'�&����9��#'���&'���
,� NPGA ������������&%���4!�(��
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	�&'�&����9��������
�����94)����4����#��+�
>�����
,� PBIL �&'4)� scheme1 4����-���-���+�#���=$
��
����*���+-/� �	*��(��@#��

������������� PBIL �&'"�7��
�%����&%+-�&	�+�&	������6&����7������,'�4�-:;!����!�
*�+!�����������!��	
+-<�!��	�,'��&'4)�4��������+",'����-����9��0�	���
����6&����&'"�7��
�%���  

 

��-�&' 3-8 Box-plot 
*�
�� C 
�� F1 F2 F3 & F4 
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��-�&' 3-9 Box-plot 
*�
�� C 
�� F5 F6 F7 & F8 

 

��-�&' 3-10 ���+-�&	�+�&	�
*�
�� M  
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�������������
�
���������������'���������,�'����� 
Pipe Network Optimisation 

 
 
 
 

 4.1 �����7� 
 +�,%�!�4����&%+-/����-��	��#$4)�
�%�#����6&����7��������!��	K:��$)��+-<�!��	���!�������������&'4)�4�
������� ��'�
,�-:;!����!�
*�+!��������
��0
��
*�	�*�-��-� (pipe network optimisation) ��6&����7������&'4)�
-��������	 PAES, NSGAII, SPEA2, PBIL ��� MPSO �&'4)���%��������������+�
>�����+-/�#���-������� 
+",'�4!�4���+
&	���������������&'���0
��
*�	�����*�-��-�
�����+A�+�,��	0�6�9�������4)���6�#��������� -:;!�
��������������9��*����+-/����������0
��
*�	�*�-��-�4!�*������=*���=������*�-��-�+�*� -:;!����!�

*�+!��������9��#�%�
�%���+",'�!���
�#'����� �����;+�&	4��*�#'��������
���	,�!	�*� (resilience) ������
��0
��
*�	�*� 
#���-�������
,�
���
���*� -:;!���������������9������+-/�-:;!�
���+�@� (small-scale) ���-:;!�
���
4!;* (large-scale) 4����+-�&	�+�&	�����9��
����6&����7�����#*��? 4)�������+�#���"�+�0#���"�����+#��$ C 
�������&% (���������������
�����4�*��+8�	
�������*��&'4)��	�*4�-:������+
��(-	��-��)���+��'�#�� (initial 

population) ��������������4!�����9������9��
����6&����7�����#*��?4�������-:;!����!�
*�+!�����������
!��	+-<�!��	
������0
��
*�	�*�-��-� ���"��*����+"�'���+8�	
��0
��
*�	�*��&'4)����4�-:������+
��(-4�
-��)���+��'�#��)*�	+"�'�����9��4����
��!�
��#��
��
�%�#����6&����7�����+!�*���%� 

 ��6&����7������&'4)�-��������	 ��6&�&'4)�+�
+#��$������4����!�
��#�� (MPSO) ��6&�&'4)����+#)��+-/�!���4����
!�
��#�� (PAES) ��6&���-�����
*�
����������	 (PBIL) �����6&�&'4)�
���0�+���$+-/�!���4����!�
��#�� 
(SPAE2 NSGAII) ���!�����6&�&'4)����+#)�����
���0�+���$+-/�!���4����!�
��#�������9-��	��#$4)�(����%�#���-�
�������������������#���-�������#��+�
>����� �*�� PBIL �����94)�(��+8"��+�
>�����4�
���&' MPSO 

0�	��'�(- �����94)�(��+8"������������ ������+������
���0�+���$������+#)�����4)�#��+�
>��������+���4� 
[40] �*��������+���������4)�����������4��������	�&%4)����������
������&'���+���4� [70] +",'�
����*�	4����
���	�	������
���+
��4� �������	(��4)�#��	*����!�����6&����7�����#*��?����&% 

- BNSGA 
,� NSGAII ���4)�+�
>����� 
- RNSGA 
,� NSGAII ���4)����������� 

- BSPEA 
,� SPEA2 ���4)�+�
>����� 

- RSPEA 
,� SPEA2 ���4)����������� 

- BPAES 
,� PAES ���4)�+�
>����� 

- RPAES 
,� PAES ���4)����������� 
- BPBIL 
,� PBIL ���4)�+�
>����� 

- RMPSO 
,� MPSO ���4)����������� 
 
4.2 ���''������������,�'����� 

 0
��
*�	�*�-��-�!�,�0
��
*�	��������	�%�� (water distribution network) 
,������&'-��������	 -:Q� 9��
+�@��%�� �*��+�@��%�� ���$� �����-���$�,'�?+),'��#*�+
�����	������	�*�
���#*��?��� ���4!�+���+-/���- (loops) ������#*� 
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(nodes) 
��0
��
*�	 ������������
��#���#�$
�����(!�4�0
��
*�	�6���	(�����	������������&'���#*�=�'���(��
�����+)��+��� Nv-1 ����� [51-52] 

 DQi �	          (4.1) 
 +�,'� Nv 
,�������
�����#*�4�0
��
*�	 

 Qi 
,����)��$�+
��(-!�,����������#*� �&
*�+-/�(����%��������� 
 D 
,���-��
$ (demand) �&'���#*���%�?  
 +�,'��(
�&' 2 
,�!������
��������"������ !�,������*��(���*� �����;+�&	��� (total head loss) �����-4�? 

(�*�*���+-/����!�,��� +�,'������������&
*�+-/����	$ 
	 � 0ih          (4.2) 
+�,'� hi 
,������;+�&	4���-��%�? 

0�	���4)���#�
�� Hazen-Williams 
�����;+�&	4��*������9+
&	�(������&% 

 
3

2
1

a
i

a
i

i d
Qa

h �          (4.3) 

+�,'� a1 
,�
*����-�����6�R�&'
�%����
���	��
���*� 
���
��
��
���*� S�S 

a2 +�&	��*�+�
	�������
�����)��$� 

a3 +�&	��*�+�
	�������
��+����*����	$�����*� 

�����+
���!$���(!�4�����0
��
*�	�*�
,�������-:;!�������������+)��+������(�*+-/�+)��+��� (4.1) 
��� (4.2) 0�	�& Qi +-/�#���-������ 4��������	�&%(��������-��	��#$4)�=�K���$ EPANET 4������+
���!$���(!�4�
����0
��
*�	�*� ���4)�0
��
����6&����7������&'"�7��
�%������	A���
�� MATLAB ��-�&' 4-1 �������+),'��#*�
��!�*�� EPANET ��� MATLAB ���!������!�
*�K:��$)��4�-:;!���������� 

 

 
��-�&' 4-1 ���+),'��#*� EPANET ��� MATLAB 

 
4.3 �B"�����''���������6-'�>����,�
'� 

 ���������0
��
*�	�*�-��-������9���(��0�	������!��0�0-0�	&
��0
��
*�	+-/�
�����+�,%��#��  
"�����+#��$�&'�����9#�%�+-/�#���-�������(��
,� 
����*� 
���
��9���%�� 
���
��-:Q� ���������0
��
*�	
���*�
-��-�!�,���������	�%�������
�����9�� ��
� 
���-���A�	 
����*�	4����=*��������!�,�
��������94����
	�	
0
��
*�	 
��������
���%�� +-/�#�� �*��K:��$)��+-<�!��	4�����������&'�����"������(����* ��
�
��0
��
*�	 
���

Pipe 
diameters 

Create 
input file 

Solve pipe network 
by EPANET 

Read 
output file 

Computation 
results 

MATLAB 
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�*�+),'�9,� (reliability) 
��0
��
*�	 ���
�����;+�&	���4��*�
��0
��
*�	 
��A�"�%�� ���0
����������>��
��
0
��
*�	 ���-��	��#$4)����!�
*�+!��������(�*(��-��	��#$4)�+8"��������������0
��
*�	4!�*+�*���%� �#*	�������9
-��	��#$4)����0
��
*�	+�*�4����&�&'+��#������-���-��������*�4�����*��
��0
��
*�	�&'�&�	�*���� (rehabilitation) 
���+�,'�������
���#���������4)��%���&'���
�%�4�",%��&'������+"�'�
�%�
��-��)��� ���
	�	#��
����#��!���� S�S 
�������&% ���=*��������+�,'�������������*�� ��'� ����#�
����-���$0
��
*�	 �@+-/��&���+!#�!��'��&'���4!�������#���
-���-�������0
��
*�	+����&'�&�	�*���� 4����������+",'�-���-���0
��
*�	+��� ������������4)�0�0-0�	&
��0
��
*�	
+����&'�&�	�*����!�,�������0�0-0�	&4!�*+",'�4!�(��0
��
*�	�&'�&��*� ����&'��*����4�
���#�� +�������9���-(���*����
-��	��#$4)����!�
*�+!��������
,�+
�,'���,��&'���
�;������!������������0
��
*�	�*�-��-� [53-60] 

 -:;!����������+!�����������!��	+-<�!��	���!�������0
��
*�	�*�-��-������9+
&	�(������&% 
 

)](),...,([: 1 xx
x mffMin         (4.4) 

Subject to 

pii

pii

NiHH

NiVV

,...,1;)(

,...,1;)(

��

��

x

x
 

 
+�,'�  x 
,�+�
+#��$
��#���-�������)���(�*#*�+�,'�� (discrete design variables) 
  fi 
,�K:��$)��+-<�!��	 
 Vi 
,�
���+�@�
���%��4��*�  

 iV 
���+�@�������4��*��&'	�����(�� (1.5 m/s) 

 Hi 
,�
*�(T������+��+�&	� (hydraulic gradient) 4��*� 

 iH  
*�(T������+��+�&	��������&'	�����(�� (10 m) 
 
 K:��$)��+-<�!��	4���������
��%��&%�& 3 
*�
,� ���!���
�#'�����
������0
��
*�	 ���!�
���	,�!	�*������� 
(resilience maximisation) 
������0
��
*�	������!�
*������;+�&	���4������*�
��0
��
*�	 
*�
���	,�!	�*� 
[55] 4�����0
��
*�	
,�-������&'4)����
��������94����
	�	
���
��0
��
*�	+�,'��&)��)�!�,���#��!����
+���
�%�4����+��4���+
&	� 
*�"�����+#��$�&%�����*��(���*�+-/�
*��&'4)����
����*�+),'�9,�
��0
��
*�	 
 �������	+�,��0
��
*�	�����*�-��-�
�����+A�+�,�� ���!���	0�6����!�����6�#���������0�	"������+8"���*�
!��� 0�0-0�	&
��0
��
*�	�&%����4���-�&' 4-2 ����0
��
*�	�&%�& 426 �*�!��� �&���#*���%�!�� 337 ���#*� ����&9���*�	�%�� 
1 9�� #���-��������&���+=#��*��
,� 

DSV1: �*������� 40 �*�4������&'+!�&'	�4���-�&' 4-2 9��+�,��+",'�-���-���
���
���*�4!�* -:;!�4��������&%+���
�%�
�*�	4�������������������0
��
*�	
���*�-��-� ���-��	��#$4)����!�
*�+!��������	*���*�4!�+���-��0	)�$������
�������0
��
*�	 �������0
��
*�	 ���������0A
 

DSV2: )��#���-��������&%
,�+����*����	$����
���*���%�!�� 422 �*� 	�+����*�!���
���4!;*�&'	��
�
����*�+���
+��(�� ������������	#���-�������+=#�&%�����9����*�+-/��������������0
��
*�	�*�-��-�4!�*!�,�������+-/�
���������+",'��,%����-���0
��
*�	
��%�4!;*�@(�� 
 +=##���-� DSV2 +�&	��*�-:;!����������
���4!;* (large-scale) �*�� DSV1 ����*�+-/�-:;!����
������
���+�@� (small-scale) +�,'�"���������������
��#���-������� #�����&' 4-1 ����
����*������
�
��
�*��&'4)�4������6�#���������
��%��&% [55] 
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 +=#
��K:��$)��+-<�!��	�&'4)�4���������
��%��&%�&����&% 
 P1 – min: cost and max: resilience 
 P2 – min: cost and min: total head loss 
 P3 – min: cost, max: resilience and min: total head loss 
 ���������+=#
��#���-����������+=#
��K:��$)��+-<�!��	 �����9���-:;!����������(��+-/� 6 -:;!����
����4�#�����&' 4-2 +�,'� Fij 
,�-:;!�����������&'�&+=#
��K:��$)��+-<�!��	+-/� Pj ���4)�#���-������� DSVi 

 ������-��	��#$4)���6&���
�������+8�	�&'(�*9��
����������&+�,'��(
���
�����+���4� [71] 
���
��-��)��� 
���������
�����
����� ���
���
��+�#���=$+�@���+8�	"�+�0# ����4�#�����&' 4-2 4����&�&'4)�#��+�
>����� 4)�
+�
>����� 10 !������!���!��'�#���-������� 4��#*��-:;!������ ��6&����7�����#*��?4)�-��)���+��'�#��)��
+�&	���� 
��+
#������*��
��#���-�������
,� ai = 1 ��� bi = 12 
����*���+-/�4�������+������
���0�+���$
������+#)�����!��� NSGA ��� SPEA 
,� 1.0 ��� 0.5 #�������� ��6&����7��������!��	+-<�!��	�#*����6&9��4)�
���-:;!��#*��-:;!� 6 
��%�+",'������9�������%���#�������*+
�����
�����'��+��� (consistency) 
��
�%�#����6&
+!�*���%� ��+8�	�&'(�*9��
������)��������	�&'(������#*����6&���9,��*�+-/���+8�	"�+�0#
����6&�����%�? 

#�����&' 4-1 ���+
���!��+�
������+#@� 
����*������
� 

Integer Diameter (mm) Price ($/m) 
1 25 2 
2 50 5 
3 75 8 
4 100 11 
5 150 16 
6 200 23 
7 250 32 
8 300 50 
9 350 60 
10 400 90 
11 450 130 
12 500 170 

#�����&' 4-2 ���������
�����
��������
���
��-��)��� 

Design problem No. of generation Population size External archive size 
F11 250 200 200 
F12 250 200 200 
F13 250 200 200 
F21 100 100 100 
F22 100 100 100 
F23 100 100 100 
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��-�&' 4-2 ����0
��
*�	�*�-��-�
�����+A�+�,��	0�6� 

  
 4.4 .����''���� 

 +���&������
�����"�+�0#��%�!�� 8
6
6 ������������
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	 8 ��6& 4����
!���+8�	
��-:;!���������� 6 -:;!�0�	�#*��-:;!������������6&����7����� 6 
��%� ��-�&' 4-3 �������"�+�0#�&'
(��������-��	��#$4)�
�%�#����6&����7�����#*��?4����!���+8�	
��-:;!� F11 ���
��"�+�0#
��-:;!��&%��#����� 
(contiguous) �*�����$
+���$��-���
,���+8�	
��0
��
*�	+����&'4)��	�*4�-:������ ���
	�	
�����+-�&	�+�&	����"�+�
0#+!�*��&%���+���4���-�&' 4-4 �����- ���"�+�0#�&'(����� RNSGA ��� BPBIL 
,����"�+�0#�&'�&�&'��� ���"�+�0#
�*��4!;*���&��*���+8�	
��0
��
*�	-:������	�+�������&'(�������6& BNSGA ��� BSPEA  

��-�&' 4-5 �������"�+�0#�&'(��������-��	��#$4)�
�%�#����6&����7�����#*��?4����!���+8�	
��-:;!� F12 

�*�����
	�	����4���-�&' 4-6 �����- ��+8�	�&'(�������6&����7�������%�!��		�+��� ���"�+�0#��� BNSGA ��� 

BSPEA ��(�*9��
������0�	��+8�	
��0
��
*�	-:������ ���
��"�+�0#�����6& RSPEA ��� RNSGA 
,�����&'�&
�&'��� ���!���-:;!� F13 =�'��&���K:��$)��+-<�!��	��(�*�������
��"�+�0#+�,'�����
���	�*�	��4�������+�#���
+-�&	�+�&	�  
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

x 10
6

-0.925

-0.92

-0.915

-0.91

-0.905

-0.9

-0.895

 f1

 f 2

 Approximate Pareto fronts of F11

Original network
BNSGA
BSPEA
BPAES
BPBIL
RNSGA
RSPAE
RPAES
RMPSO

 
��-�&' 4-3 ���
��"�+�0#
�� F11  

0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6

x 105

-0.924

-0.922

-0.92

-0.918

-0.916

-0.914

-0.912

-0.91

-0.908

 f1

 f 2

 Approximate Pareto fronts of F11

Original network
BNSGA
BSPEA
BPAES
BPBIL
RNSGA
RSPAE
RPAES
RMPSO

 
��-�&' 4-4 
	�	��-�&' 4-3 
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

x 106

0

20
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120

140

 f1

 f 2

 Approximate Pareto fronts of F12

Original network
BNSGA
BSPEA
BPAES
BPBIL
RNSGA
RSPAE
RPAES
RMPSO

 
��-�&' 4-5 ���
��"�+�0#
�� F12  

1 1.5 2 2.5 3

x 10
5

11.5

12

12.5

13

13.5
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14.5
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15.5

16

16.5

 f1

 f 2

 Approximate Pareto fronts of F12

Original network
BNSGA
BSPEA
BPAES
BPBIL
RNSGA
RSPAE
RPAES
RMPSO

 
��-�&' 4-6 
	�	��-�&' 4-5 
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2 4 6 8 10 12 14 16

x 106

-1

-0.95

-0.9

-0.85

-0.8

-0.75

 f1

 f 2

 Approximate Pareto fronts of F21

Original network
BNSGA
BSPEA
BPAES
BPBIL
RNSGA
RSPAE
RPAES
RMPSO

 
��-�&' 4-7 ���
��"�+�0#
�� of F21  

2 4 6 8 10 12 14 16

x 10
6

0

20

40

60

80

100

120

 f1

 f 2

 Approximate Pareto fronts of F22

Original network
BNSGA
BSPEA
BPAES
BPBIL
RNSGA
RSPAE
RPAES
RMPSO

 
��-�&' 4-8 ���
��"�+�0#
�� F22 
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���!���-:;!�
���4!;* ��-�&' 4-7 �������"�+�0#�&'(��������-��	��#$4)�
�%�#����6&����7�����#*��?4����
!���+8�	
��-:;!� F21 ���
��"�+�0#����*�+-/����(�*#*�+�,'�� (non-contiguous) ���"�+�0#
�� RMPSO 
,�
����&'�&�&'����*�����"�+�0#
�� RNSGA 
,�����&'�&��������� �����-�&���
��"�+�0#��� RMPSO +�*���%��&'�&��*�
��+8�	
��0
��
*�	-:������ ��-�&' 4-8 �������"�+�0#�&'(��������-��	��#$4)�
�%�#����6&����7�����#*��?4����!���
+8�	
��-:;!� F22 �����-��+!@�(���*����"�+�0#�&'(����� RNSGA, RMPSO ��� RSPEA �&��*���+8�	
��
0
��
*�	-:������0�	�&'��+8�	
�� RNSGA �&�&'��� �����- 4-3 9�� 4-9 �����9���-(���*� ���-��	��#$4)� RNSGA, 

RMPSO ��� RSPEA 4!����
��"�+�0#�&'�&���
	�	���(���&��*� 
��������+-�&	�+�&	�����9��
����6&#*��?���	"�����+#��$�*�)&%����9�� C ����4���-�&' 4-9 !��	+�
��

��� x 
�� box-plot �#*�����
,�-:;!��������������&% 1 = F11, 2 = F12, 3 = F13, 4 = F21, 5 = F22 ��� 6 = F23 

�����-�����9���-���+-�&	�+�&	�����9��0�	-�����(������&% 
 

#�����&' 4-3 ���+-�&	�+�&	�����9��
����6&����7��������	"�����+#��$ C 
Design problem The best The second best 

F11 BPBIL RNSGA 
F12 RNSGA RSPEA 
F13 RSPEA&RNSGA - 
F21 RMPSO RNSGA 
F22 RNSGA RSPEA 
F23 RNSGA RMPSO 

 
 0�	A�"��� RNSGA 
,���6&�&'�&�&'���4�
���&'��6&�&'�&�&'������������������
,� RSPEA ��� RMPSO 
#�������� ��6&����7������&'4)������������&����9���&��*���6&�&'4)�#��+�
>�����	�+������&
�� F11 =�'� BPBIL +-/���6&�&'
�&�&'��� 4����*�
��
�%�#����6&�&'4)�+�
>����� BPBIL 
,���6&�&'�&����9�������� (=�'����
�����������������4����&' 
3) �*����6&�&'�&�&'������������
�����*��&%
,� BPAES  
 �����������&�&'���+-/����������������
�����+"�'���+8�	
��0
��
*�	-:������+
��(-4�-��)���+��'�#��

����6&����7����� 0�	-�#�����4����!���+8�	��'�?(- ��6&����7��������!��	+-<�!��	��4)���+8�	+��'�#���&'�����

�%���0�	�����*� �#*4����&
�����-���-�������0
��
*�	
���*��%��-��-� +�����&��+8�	�&'4)�4�-:������+��������
+8�	�&% 4���&# (�������������������������9���������94)��������(�� �����%���+8�	
��0
��
*�	-:�������������*�
+-/���+8�	�&'�& �������4���-�&' 4-3 9�� 4-9 +",'�
����*�	#*�������
���+
��4� ��6&����7��������!��	+-<�!��	�&'4)�
-��)���+��'�#���&'�&��+8�	
��0
��
*�	-:������+
&	�������	 BNSGA2, BSPEA2, BPAES2, BPBIL2, 

RNSGA2, RSPEA2, RPAES2 ��� RMPSO2 

�����+-�&	�+�&	�����9��
����6&����7�����4����&�&'-��)���+��'�#���&���(�*�&��+8�	
��0
��
*�	
-:������ 0�	4)�"�����+#��$ C ����4���-�&' 4-10 �����-�����9���-(���*����+"�'���+8�	-:������+
��(-4�-��)���
+��'�#���*���4!� BNSGA, BSPEA, BPAES ��� RPAES �&����9�����
��!�
��#��(���&
�%�4����-:;!������ 
)*�	+"�'�����9��
�� BPBIL ��� RMPSO ���!������-:;!����������	�+���-:;!� F11 )*�	+"�'�����9��
�� 
RNSGA 	�+������&
��-:;!������ F11 and F12 ���)*�	+"�'�����9��4����!���+8�	
�� RSPEA 	�+���4�
���&
��-:;!������ F13 +�������9���-(���*����+"�'���+8�	
��0
��
*�	-:������+
��(-4�-��)���+��'�#���*���4!�
����9��
��
�%�#����6&����7��������!��	+-<�!��	�&
�%� �*��4�������&�&'(�*�����9+"�'�����9��
����6&
����7�����(��+"���+-/�-:;!��&'�&������#���-����	!�,�-:;!�
���+�@� =�'����4)�-��)���+��'�#���&'(����������*��	*��
+�&	��@�����9���4!���6&����7�����+!�*���%�+
��9�����
��"�+�0#�&'�������(��+)*���� 
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��-�&' 4-9 ���+-�&	�+�&	�"�����+#��$ C  

 

��-�&' 4-10 ���+-�&	�+�&	�"�����+#��$ C 
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������,�����)�����
�
������������������$���
%�&'���()���
*����� 
Multiobjective Topology Optimisation Using MOEA 

 
 
 
 

5.1 �����7� 

 +�,%�!�4����&%+-/����
	�	������������	 [40] =�'�+-/����-��	��#$4)�
�%�#����6&����7��������+-<�!��	+�&	�
���!���!���+8�	
�����!�0�0-0�	&+!��������
��0
������� ����������	�&'������*�� "��*����-��	��#$4)���6&
�����9*���%��!��� (weighted-sum technique) �����6&����7��������!������!�
*�+!�����������+-<�!��	+�&	���%� 
���4!�+���
��������
,�+��(�*�����9���-(���*�
*�
��-:���	���9*���%��!��� (weighting factors) �&'+!�������%��&
*�
+�*�(!�* 
��+������4���
���
,�
��������-��	��#$4)�
�%�#����6&+!�����������!��	+-<�!��	+",'����-:;!�
�����*��  

 ��-�&' 5-1 ���+������
��
�����!�0�0-0�	&+!��������
��0
�������4������#�  0�+��
�����������
�����9�&(����%�",%��&'�&'�����9+-�&'	��-��(�� ",%��&'(�*���;�#4!�+-�&'	��-�� ���)*���*�� 0��	$
�����!�0�0-0�	&
+!��������
��0
�������4���-
,� ��-�*��+�,%��#��!�,�0
���*��!�,�0�0-0�	&
��)�%�����&'4)����A���#���&'���!�����
9��	��(��#��+�,'��(

��+
# 
���&��-�*��+-/��	*��(� 4��&'�&%�����������(�*����0
���*��!�,�0�0-0�	&�&'+!��������
���*�� 4����-P���#� ������-:;!�����������������&%�����9���(��0�	���-��	��#$4)���6&���!�
*�+!�����������
�����+
���!$+)��(K(��$+���+��#$ (��-�&' 5-2) +��'�#�����������������
��(K(��$+���+��#$��0�+����������� 4����&

��0
������������#� #���-�������
,�
���!��
��+���+��#$+!�*���%� +�,'�������!���+8�	+!������������ +���
+��#$�&'�&
*�
���!�������"������+-/�+�,%������
��0
�������4�
���&'+���+��#$�&'�&
���!�����	���9,��*�+-/�)*���*��
��0�+����������� ���	������+������4��������&%���4!�(��0�0-0�	&
��)�%�����&'�&-�����6�A�"���                   

 
Before                              After 

��-�&' 5-1 ���
��
�����!�0�0-0�	&+!�������� 

 
Initial                       Optimum topology 

 

��-�&' 5-2 ���!�0�0-0�	&+!��������0�	4)������+
���!$���(K(��$+���+��#$ 

-:;!����������0�0-0�	&+!��������4����������&%�����9+
&	�(������&%  

Design  
domain? 

Load Load

F F 

Fixed
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        min: f(�) = {w, c}T                                                 (5.1) 

        subject to 

              �i(�) � �a 
 � � �a 

              �i � {�i
min, �i

max} 

+�,'� KU = F 

c = UTKU 

� 
,�+�
+#��$
��#���-����������0�0-0�	&=�'�4��&'�&%
,�
���!����*�
��+���+��#$
��0
������� 

w 
,��%��!���
��0
������� 

c 
,�
*�
����*��#��
��0
������� 

U 
,����������
��0
����������+�,'����������������A�	��� F 

K 
,�+�#���=$���K+�� 

�i 
,�
���+
��������&'+���+��#$�&' ith  

�a 
*�
���+
���������&'	��(�� 

� ��	�	��#����������0
������� 

�a ��	�	��#���������&'	�����(�� 

�i
min 
��+
#�*��
��#���-��������&' ith  

�i
max 
��+
#��
��#���-��������&' ith 

 -:;!��������������*�+-/�-:;!��&'�-��4!�*+�,'�+�&	����-:;!����!�0�0-0�	&+!����������'�?(- +�,'�����
�&+�,'��(
���
��
��
���+
�������	�	��#��4�+���+�&	���� 4������+
���!$0
������� �������	�&%4)����������(K(��$+�
��+��#$�&'�&������
�������0"��0�+�&	�#'��+",'�4!�+����&'4)�4����
�������%��� �	*��(��@#��-:;!��&'#����
,���+8�	0�
0-0�	&�&'(��������&��-���
��#�!������+���
�%���%��&%�&��+!#������
���(�*+�9&	�
�����������(K(��$+���+��#$+��  
+",'����-:;!��&% (��������-��	��#$4)���6&����+���+��#$",%� (ground element filtering) =�'����+���4� [72] ��� [73] 

+�
��
�������+���+��#$",%��&%��������)*�	-<��������+���#�!��������0�0-0�	&�&'(������ 	��)*�	��������#���-�
���������0�0-0�	& =�'��*���4!�����9��4����!�
��#��
��
�%�#����6&����7�����+"�'�
�%� [40] -:;!����������
+�,'�������-��	��#$4)���6&����+���+��#$",%�!�,�+�&	��&����!��'��*�#���-����������-�����
*���������	#��
��+���
+��#$ (approximate density distribution ADD) �&��-�������&%  

 � �)(,)(:min ADDADD wc
ADD

��
�

                                  (5.2) 

 subject to 
 �i(�) � �a 

 � � �a 

 �i � {0, 1} 
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 +�,'� �ADD 
,�+�
+#��$
��#���-������� ADD =�'��&
*�+-/� 0 !�,� 1 ����-����!�*��
���!��
��+���+��#$��
0
������� � ���#���-������� ADD �ADD �����9!�(����� 

 
 � = T�ADD         (5.3) 
 

  4����&�&'+��#������-<��������+���#�!����������+8�	0�0-0�	& ����� (5.3) ��#���-���+-�&'	�+-/� 
 
 � = round(T�ADD + �0)        (5.4) 
 

  +�,'�
*� �0 
,�
*�
��&'��!�*�� 0 9�� 1 =�'���#��������*�����+������!�
*�+!�������� ��	��+�&	�+"�'�+#���	�*4� [74] 
��� [75] 
 
  5.2 �B"�����''����
�(�& 

  ��-�&' 5-3 ����
��	,'�4������#����!����������������������6�# �*������
��(K(��$+���+��#$�������
��
#���-������� ADD ����4���-�&' 5-4 ��	��+�&	����+�,'��(

������������&����&% 

- 0
�������������������&'�&
*�0������
��	��+-/� 205 × 109 N/m2 ���
*���#���*��
��"��=�� 0.3  

- 
���
��0
�������
,� L = 0.3 m ��� H = 0.1 m 

- 
*�
���+
��
����&'4)�
,� 250×106 N/m2 ���
*���	�	��#���������&'	�����(��
,� 0.005 m      

- ����
��(K(��$+���+��#$
��0
��������&
�����+�&	� 38 ×12 +���+��#$ �*������
��#���-������� ADD �& 
19×6 +���+��#$ 

- 
*�
�� �i
min ��� �i

max 
,� 0.000001 m ��� 0.015 m #�������� 

 
�%�#����6&+!���������&'4)�4����!���+8�	�&%
,� PBIL (PBIL1 4� [63] �#*4)���6&+���#�%�8�� [66] 4��������
��+8�	)  
 !��	+!#� �������	(����������!�0�0-0�	&+!���������&%0�	4)���6&����7�����#*��?�&'4)�4����&' 4 �#*������
+-�&	�+�&	�����9�����	"�����+#��$ C "��*���6&�&'�&�&'���
,� PBIL �����%�������+���+8"��������������&'(����� 
PBIL 
 

 
��-�&' 5-3 0�+����������� 

F  

Design  
domain     H = 0.1 m 

L = 0.3 m 

?
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��-�&' 5-4 ����
��(K(��$+���+��#$���#���-������� ADD 

  

 5.3 .����''���� 

  !��
��	*�	�&%���+�����������������-:;!����������4�!��
��	*�	�*��!����&% ���(��������������
��

���
��-��)���������������
�����
������&'�&#*�����9��
�����
��!�
��#��
�� PBIL 
���
��+�#���=$
+�@���+8�	�&'(�*9��
������
,� 100 ���!������������
��%�4����&% ��-�&' 5-5 ������+8�	0�0-0�	&
��0
�������+�,'�

���
��-��)���������������
�����
������&
*�+-/� 50 ��+8�	 ��� 50 ���#�������� �����-��+!@�(���*� ��
+8�	�&'(��	���	�*!*��(��������
��"�+�0#���� 0�0-0�	&
��0
�������+�,'�4)����
�����
�����+-/� 50 ���4)�
���

��-��)���+-/� 100 ��� 150 ����4���-�&' 5-6 ��� 5-7 #��������4�
���&'0�0-0�	&
��0
��������&'!�(�������6& 
SIMP ��� OCM [42] ����4���-�&' 5-8 +�������9���-(���*�
���
��-��)����&'4!;*��*��*���4!�(��
��#���&'�&��*�
�#*	��9,��*����&'(��������4)� PBIL 	������������6& OCM =�'�4)����"��6$)*�	4����!�
��#��(�*(�� 

 

��-�&' 5-5 0�0-0�	&�&' 50 ���
�����
��������
���
��-��)���+-/� 50 

 

��-�&' 5-6 0�0-0�	&�&' 50 ���
�����
��������
���
��-��)���+-/� 100 
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��-�&' 5-7 0�0-0�	&�&' 50 ���
�����
��������
���
��-��)���+-/� 150 

 

��-�&' 5-8 0�0-0�	&��� OCM 

  

 ��-�&' 5-9 �������
��"�+�0#�&'(��������4)� PBIL !���+8�	+�,'�
���
��-��)���
,� 100 ������������

�����
�����
,� 50 100 150 200 250 ��� 300 4�
���&'0�0-0�	&
��0
��������&'���������
�����
����� 50 100 
150 200 250 ��� 300 ����4���-�&' 5-10 5-11 5-12 5-13 5-14 ��� 5-15 #�������� +�������9���-(���*� +�,'�������
-��)���+�*���� ���4)����������
�����
����������*�	*���*���4!�(��0�0-0�	&
��0
��������&'�&��*� ������&�����
�&% #�%��#*���
�����
������&'�����*� 100 
�%�(-��+8�	0�0-0�	&9,��*������9+-�&	�+�&	�(�������+8�	�&'(�������6& 
OCM (��+8�	��� OCM 4���-�&' 5-8 
,���+8�	�&'(�����-:;!�����������&'�#�#*�����-:;!���������� (5-2) �#*
�����+-�&	�+�&	����0�	-�����+�*���%�) 
 

 

��-�&' 5-9 ���
��"�+�0#
��-:;!�����������&'���
�����
����� 50, 100, 150, 200, 250 ��� 300  
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��-�&' 5-10 0�0-0�	&�&' 50 ���
�����
��������
���
��-��)���+-/� 100 

 

 

��-�&' 5-11 0�0-0�	&�&' 100 ���
�����
��������
���
��-��)���+-/� 100 

 

��-�&' 5-12 0�0-0�	&�&' 150 ���
�����
��������
���
��-��)���+-/� 100 

 

��-�&' 5-13 0�0-0�	&�&' 200 ���
�����
��������
���
��-��)���+-/� 100 
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��-�&' 5-14 0�0-0�	&�&' 250 ���
�����
��������
���
��-��)���+-/� 100 

 

 

��-�&' 5-15 0�0-0�	&�&' 300 ���
�����
��������
���
��-��)���+-/� 100 

 ��������
�����'��+��� (consistency) 4����!�
��#��
�� PBIL ����4���-�&' 5-16 9����-�&' 5-19 ��-�&'5-16 
����
*�0�	-�����
�����"�+�0#
��-:;!���������� (5.2) 
���
��-��)����&
*�+-/� 100 ������������
��
���
�����
,� 250 ��� 0�	���4)� PBIL !���+8�	 3 
��%� �*����+8�	0�0-0�	&
��������
��%��&' 1, 2 ��� 3 ����4�
��-�&' 5-17, 5-18 ��� 5-19 #�������� +�������9���-(���*����4)� PBIL 4����!���+8�	����*��&
�����'��+���4����!�
���
��"�+�0#4������!��'� ��+8�	�&'(�������������%����
��%�(��0�0-0�	&!���!��	��-���+",'����#�����4�
��
���������4����������!�
*�+!��������+"&	�
��%�+�&	�=�'�9,��*�+-/�
��(��+-�&	�
��
�%�#����6&����7��������!��	
+-<�!��	�	*��������� 

 

��-�&' 5-16 ���
��"�+�0#��������� PBIL 3 
��%� 
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��-�&' 5-17 0�0-0�	&�&'(�����������
��%��&' 1 

 

 

��-�&' 5-18 0�0-0�	&�&'(�����������
��%��&' 2 

 

 

��-�&' 5-19 0�0-0�	&�&'(�����������
��%��&' 3 

 

 �������������� +�������9���-(���*� ���������#�����
�� (conceptual design) 
��0
������� 
�����9!�(��0�	���4)�
�%�#����6&����7��������!���!���+8�	+!��������
��"�+�0# ���4)���6&(K(��$+���+��#$4�
�����+
���!$0
�������+",'�!�
*�K:��$)���&'4)�4����������  
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���������&�!#$&
�����������
�����#
��
����������,�����)�����
�
���'�����
�$�� 
Applications of Multi-Resolution Design Variables for Topology 

Optimisation 
 
 
 
 

6.1 �����7� 
���!�0�0-0�	&+!��������+-/�+
�,'���,����!������������#�����
��
��0
��������&'�&-�����6�A�"���

-�����6������ +�������94)�+�
��
���!�0�0-0�	&+!��������������������)�%��*��	��	�#$ [76-77] ���
���+
���!$��(��&'�*��#��(�� [78-79] 4�-:������(���&�������	+",'�"�7��+�
0�0�	&���������)����&%(-�	*���"�*!��	
��'�0�����+)*��&'��*��9��4� [31] 0�	��'�(-����+����4)���6&!�
*�+!�����������!������-:;!�������������4)���6&(K
(��$+���+��#$4������+
���!$0
������� ��6&���!�
*�0�0-0�	&+!���������&'����*�+-/���6&�&'�*�����"�7����9��
�%�4)����
(������
,�  solid isotropic material with penalisation (SIMP) [31,42] homogenisation method [80] ��� 
evolutionary structural optimisation [81] 

�*������������	��������������	�4)���6&!�
*�+!���������&'4)����"��6$
��K:��$)��4����!�
��#��+"���(��������
"�����$�����*��&-�����6�A�"�&"� +)*���6& optimality criteria method (OCM) [42] the method of moving 

asymptotes (MMA) [31] ��� Sequential Linear Programming (SLP) [82] (���&���-��	��#$4)�
�%�#����6&
����7���������+)*�4� [35-37] �#*"��*�����9��4����!���+8�	0�0-0�	&
����6&����7�������%�	��(�*�&"� ��%��&%+-/�
+"����*�-:;!����������0�0-0�	&+!��������+�,�������-�������*�+-/�-:;!�
���4!;*�&'�&������#���-�������
+-/���������� �*���4!���6&����7������&-�����6�A�"#'��4����!���+8�	4��������&%  

���	+!#��&% (���&���"�7�����������
�����+)��#��+�
!���!��	��-���+",'������4)��*�������6&����7��������
)*�	+"�'�����9��4����!���+8�	0�0-0�	&
����6&+!�*��&% ���"�7��4��*���&%�&��%����-��	��#$4)�
�%�#����6&����7�����
���+-<�!��	+�&	����!��	+-<�!��	 #���	*��+)*����4� [83-86] ���-��	��#$4)�+�
��
 ADD [40] ����*�+-/���6&�&'�&
-�����6�A�"�����6&!��'���%�4����&
�����������+-<�!��	+�&	����!��	+-<�!��	 ADD 
,�+�
��
�*�	?�&'4)�!������
��
���
��+�
+#��$
��#���-����������0�0-0�	&�#*�*���#*�0�+��
�����������+"&	�+�@����	 �������&%	��
�����94)�4����-<��������+���#�!��������0�0-0�	&
��0
�������(���&����	 �����
$
�������*��!����&%"��*� [39] 

[40] ���-��	��#$4)���6&����7�����!�,���6&���!�
*�+!���������&'4)�������+���������+#)��+)*� simulated annealing 

(SA) ���&����9��4����!���+8�	+!���������&��*���6&����7������,'� ���+"�'�����9��4����!�
��#��+!�����
���
����6&����7�����9,��*�+-/�-��0	)�$#*����������	���"�7��+�
0�0�	&���!�0�0-0�	&+!��������+-/��	*�����
+"����*� 0�	���4)���6&����7����� +�������9#�%�-:;!����������(��!���!��	��-��� =�'������(-��*���"�7��)�%����
�������&'�&��*� 

+�,%�!�4����&%+-/����-��	��#$4)� SA 4����!�0�0-0�	&+!��������
��0
������� ���)�%��&%
,����
	�	��#*�
������"�7�� ADD 4� [40] (��������+���+�
��
+)��#��+�
�&'+�&	��*�#���-�������!��	�����
���)�� 
(multiresolution design variables) +",'�+"�'�����9��4����!���+8�	
�� SA �������&% 	��-��	��#$4)�+�
��
���
=*��0
�0�0=� (chromosome repairing technique) =�'����+���4� [86] 
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6.2 Simulated Annealing 
��6& SA +-/���6&!�
*�+!���������&���6&!��'��&'4)������*�+-/���(�!���4����!���+8�	+!�������� +����������6& 

SA �*�+-/���6&����7������&���6&!��'� -��);�+��'�#��
�� SA 
,����+�&	�������������+	@�#��
��0�!�+�,'����!A���+	@�
#��(���&'9,��*����������!���+8�	(-9�����+!�������� ���������
�����+)��#��+�

�� SA 4����������&% �&
��	��+�&	�����&% [75] 

 
1. Initialisation: initial solution xparent = xbest, fparent = fbest, initial temperature T 
2. Generate ns design solutions� �11

2
1
1 ,,,

snxxx � and their corresponding function 

values� �11
2

1
1 ,,,

snfff � by mutating on xparent 

3. Generate ns design solutions� �22
2

2
1 ,,,

snxxx � and their corresponding function 

values� �22
2

2
1 ,,,

snfff � by mutating on xbest 

4. Find }){}min({ 21
iicandidate fff 
� and its corresponding design solution xcandidate 

5. If fcandidate � fparent, set xparent = xcandidate, fparent = fcandidate, xbest = xcandidate, fbest = fcandidate and go to 
step 8. 

6. Otherwise, find ��
�

�
��
�

� �
�

T
ff

P candidateparent
B exp and go to step 7 

7. If rand < PB, set xparent = xcandidate, fparent = fcandidate, and xbest and fbest are not changed. 
8. Reduce the temperature T if the condition is fulfilled.  
9. If the termination criterion is met, stop the procedure. Otherwise, go to step 2. 
 
4��#*�����
�����
����� ��+8�	������ ns +�
+#��$��9�������
�%�0�	������+���������+#)�������+8�	 

xparent �����+8�	�&� ns #��9�������
�%����������+���������+#)����� xbest ��+8�	 xbest ��� xparent 
,�
*�+�&	����+�,'� 

fcandidate � fparent ���+!�,�����&% ��+8�	��%�������#�#*����� "�����+#��$ rand � [0,1] 
,�+�
��*����	���K��$�  ���
��
*����!A��������9������0�	������0-�����!�,���������� ���4)� SA 4����!���+8�	
�����!�0�0-0�	&
+!��������(��9������	��!��	
��%��	*��+)*�4���
��� [87-88] ��	��+�&	�+"�'�+#��
�� SA �	�*4� [89-90] 

 
6.3 &
����''�����������
�����#
� 
��-�&' 6-1 �������������!�0�0-0�	&+!��������0�	���-��	��#$4)���6&(K(��$+���+��#$ #���-�������

!��	�����
���)��+-/����"�7��#*�	�������6& ADD =�'�+-/��������	�&'�������	(�����+���������*�� 4����!���+8�	0�
0-0�	&
��0
������� ���-��	��#$4)����������(K(��$+���+��#$�&'�&������
�������0"��0�+�&	�#'��������*���4!�+���
��-���
��#�!��������0�0-0�	&
��0
�������+��� ��%��&%�&��+!#������
���(�*+�9&	�
�����������(K(��$+���
+��#$+��=�'��*���4!���-���#�!��������0
��������&
����
@������*��&'
����+-/� 

��6& ADD +-/���6&�&')*�	4!����+���#�!����������!�,�!��(-�����+8�	0�0-0�	& +-/���6&����&'-��	��#$4)����
���+#��$0-+�)����-���!��'� (surface spline interpolation) ���!���-�����
*���������	#��
��
���!��
��(K
(��$+���+��#$���
*�
���!���&'����
*����0�+���,'� �&'0�+��
��������!�0�0-0�	&+!�������� ���&�������)�� 
0�	)�������+-/��������!������
�����+)��(K(��$+���+��#$�*��)���&'���+-/�����
��#���-������� ADD =�'����&

�����+�&	�#'����*�����
��(K(��$+���+��#$ �����-�&' 6-2 =�'�+-/�0�+����������-�&'+!�&'	��,���� ���!��4!�����
��(K
(��$+���+��#$�&������ n +���+��#$ �*������
��#���-������� ADD �& m +���+��#$ 4!� rj

0 
,�+�
+#��$#���!�*�
�����
���	$����
��+���+��#$4�����
��#���-������� (+
�,'��!��	���) ��� rk

v 
,�+�
+#��$#���!�*�
��������	$����
��+�
��+��#$������
��(K(��$+���+��#$ (+
�,'��!��	 o) ������-��	��#$4)���6&���+#��$0-+�)�� +�������9-�����
*�
���
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!��
��+���+��#$������
��(K(��$+���+��#$ � 9��+������
*�
��
���!��
��+���+��#$�&'�	�*������
��#���-�
������ ADD �ADD  ����&% 

 
ADDADD T��CA� �� �1                                              (6.1) 

 
+�,'� 

)]([))],(([][ 00
ijjimmij dfdfa ��� 
 rrA  

)]([))],(([][ 0
kjj

v
kmnkj dfdfc ��� 
 rrC   

)()(),( ji
T

jijid rrrrrr ��� .  

4��&'�&%+��4)�K:��$)�� xxf �)(  
�����+�&	�!�,�
���)�� (resolution) 
������
��#���-���������#������	
��*�
���)��
������
��(K(��$+���+��#$",%�+��� ���������
����� (6.1) �����9���#������*�+-/��������+���+��#$
",%����	������!��#�������&'����
��#���-������� ��	��+�&	�+"�'�+#���	�*4� [40] ��� [47]  

+",'������9-<�������+8�	�&'�&
���!����*�
��(K(��$+���+��#$�&'�&
*��	�*��!�*������
��+
#������*��
��
#���-������� (intermediate densities) ����� (6.1) 9������-��+",'�4!���+8�	+-/�(��+8"��
��+
#��!�,��*��
+�*���%� ����-��4������ (6.1) �����9����	�*4���-#��+�
>�����(������&%  

 

�
�
�

��
��

�
5.0;1
5.0;0

0

0

��
��

�
i

ie
i       (6.2) 

 
+�,'� �0 � (0,0.5) 
,�
*�
��&'�&'��#��������*��������+������!�
*�+!�������� 

+�������9+
&	������ (6.2) 4���-
��������+���������+�#���=$(������&% 
�e = round(T�ADD + �0)      (6.3) 
 
+�,'� �0 
,�+�
+#��$
��� n×1 �&'�&
*�
��+���+��#$���#��+-/� �0 ���K:��$)�� round(x) 
,����-:�+������������ 

x 4!�+-/������������&'�	�*4������ x ����&'��� 

��-�&' 6-3 9�� 6-5 ��������-�����
���!����*����0�+�� ADD (-+-/�
���!����*�
��+���+��#$�&'���� 

��(K(��$+���+��#$=�'���+!@�(���*�0�0-0�	&�&'(���&��-���
��#�!������ 4��&'�&%����
��#���-������� ADD �&

�����+�&	� 20×10 +���+��#$ �*������
��(K(��$+���+��#$�&
�����+�&	��&' 30×15 +���+��#$ 4���-�&' 6-3 
*�
�� �0 


,� 0.05 ������-��+�,'�
*�
��"�����+#��$9��#�%�+-/� 0.15 ��� 0.25����4���-�&' 6-4 ��� 6-5 #�������� +�������9
���+�#(���*� ����-��4���-�&' 6-3 ��� 6-4 (�*�����9-<��������+���#�!������(����%�!�� 4�
���&'����-��4���-�&' 6-5 
�����9-<��������+���#�!������ 8���%� ������!��
*� �0 �&'+!�����#�������*��������+������!�
*�0�0-0�	&
+!��������  

����&'��*��9��4� [40] +�
��
 ADD �������������9-<��������+���#�!����������	��)*�	��
���
��#��
�-�������0�	�&'(�*�*��������4����������0�+����������������� ����������
��������
��#���-�
���������*���4!���6&����7������&����9��4����!���+8�	(���&
�%� �	*��(��@#�� ��6&����&%	���&������	+"����*�
���	�&'�������������#���-��������&'�����*�	*�����(-��*��+8�	0�0-0�	&�&'�&��*� ���
�����+�#�&% �������	�&%������+���
���-��	��#$4)�����
��#���-������� ADD �����*�!��'������
���)�� !������
,�+��'�#��4)�����#���-��������&'�&
�����
�����+�&	�#'��4����!�
*�+!�������� �����%�+�,'����!�
*�+!�����������+���(- ������+"�'�
�����+�&	�
�� 
���� 
��#���-�������
�%�+�,'�	?�������'�(��
��#��+!�������� ����������������������&%�����9���(��0�	
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���-��	��#$4)������ (6.1) ���!���+-�&'	������
���)��!�,�
�����+�&	�
������
��#���-������� ��� (6.3) 
���!���-<��������+���#�!������ 

��-�&' 6-6 ��6�#���-��	��#$4)�����#���-��&'4)�����
��#���-�������!��	�����
�����+�&	�!�,�#���-�
������!��	�����
���)�� (multi-resolution design variable) =�'�-���P�	�*��!��
��
���������	�&% �����- ���
���4)�����
��#���-��������&'�����
�����+�&	�#'���&'���
,� �ADD14)� 10
5 +���+��#$ �*������
��#���-�������
4�������&'���
,� �ADD2=�'��&
�����+�&	� 14
7 +���+��#$ ����
��#���-�������)���&'���
,� �ADD3 �& 20
10 +���
+��#$ �*������
��(K(��$+���+��#$ �e �&
�����+�&	�+-/� 30
15 +���+��#$ ����-��
*���� �ADD1(-+-/� �ADD2 

�����9���(������&% 
 

1
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5098

2
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ADDADD



 � �T�         (6.4) 

 
+�,'� T12 +�#���=$����-��
��� 98
50  

+)*�+�&	����������&��� ����-��
*���� �ADD2(-+-/� �ADD3 �����9���(������&% 
2

198
23

98200
3
1200

ADDADD



 � �T�         (6.5) 
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 � �TT� .        (6.6) 

 
����-�����������	
,�����-�����
���!����*��&'����#���-�������(-+-/�
���!����*�
������
��(K

(��$+���+��#$0�	���4)������ (6.3) ��(�� 
 

)( 03
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ADDe round .       (6.7) 
  
����������*�����!�
*�+!�������� (pre-process) �����+������!�+�#���=$����-���&'4)�4� (6.4) 9�� (6.7) 

"������%�!�
*�
��"�����+#��$ �0 ��-�&' 6-6 ��������-�� +��'�#����� ����-�� �ADD1 (-+-/� �ADD2 ��� �ADD2 (-+-/� 

�ADD3 ������	�&'����-����� �ADD3 (-+-/�
���!��
��(K(��$+���+��#$ �e +�,'� �0 = 0.25 +�������9���+�#(���*� 
��-���#�!�����������9+���
�%�(����0�+��
��#���-���������%���� �#*#�!��������(�*+�����0�+��
��(K(��$
+���+��#$+�,'�+��-��	��#$4)� (6.3) 4�
�%�#��������	
������-�� 

���!������������!�0�0-0�	&+!��������0�	4)�#���-�������!��	�����
���)�������6& SA ��%� +��'�#��
������-��	��#$4)� �ADD1 ��� SA (-+-/���	�+���!��'�0�	
��!����*�+�,'�4)������&'�&
�����+�&	�#'�� SA �������9+
��
4�����+8�	+!��������(��+�@�
�%� �����%�������+-�&'	������
���)�� +-/��ADD2 +",'�4!� SA �����9+
��4�����+8�	
+!������������(�����
�%� ��������������+���(-+�,'�	?�������%�����
��#���-��������&'��+�&	��&'����&'���������
#�%�(��9��4)���� �������������������&%��+!@�(���*� ������������+-/���#�����������������
��#���-������� 

�����+�&	�
���#*������ ����
��(K(��$+���+��#$ 
*� �0 ���
���-��)���������������
�����
��������!���
�#*������
��#���-������� 
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��-�&' 6-1 ���!�0�0-0�	&+!�������� 

 
��-�&' 6-2 ����
��+���+��#$",%��������
��#���-������� 

rk
v 

rj
0 

n ground elements

m design variable elements
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��-�&' 6-3 ����-����!�*������ ADD �������
��+���+��#$",%� �0 = 0.05 
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��-�&' 6-4 ����-����!�*������ ADD �������
��+���+��#$",%� �0 = 0.15 


