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              This research project firstly provides some advantages and limitations of mathematical model 

using mean-field and pair approximations. Mean-field approximation is suitable for describing behaviors of 

a large system while pair approximation is suitable for studying local interaction especially singles and 

pairs. Since the formula of pair approximation are limited, we then develop the techniques of pair 

approximation by using probability averaged value especially Poisson distribution. Moreover, the formula 

of pair approximation corresponding to multinomial and Poisson distributions are applied to SIS epidemic 

model and evolution of altruism in order to derive the condition for altruist’s survival. 
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สัญลักษณ 
 
  

สัญลักษณ    ความหมาย 
 
x , e    จุด (site) และคู (pair) ตามลําดับ 

xσ , eσ    สถานะของจุด x  และสถานะของคู e  ตามลําดับ 

x iσ =    สถานะของจุด x  คือ i  

e ijσ =    สถานะของคู e  คือ ij  โดย ie  คือ จุดปลายของคู e  ที่มีสถานะ คือ 

     และ je  คือ จุดปลายอีกขางหน่ึงของคู e  ที่มีสถานะ คือ j  

[ ]i , [ ]ij , [ ]ijk   จํานวนของจุดที่มีสถานะ คือ i  จํานวนของคูที่มีสถานะ คือ ij  และ 

    จํานวนของสามจุด (triple) ที่มีสถานะ คือ ijk  ตามลําดับ 

( )xQ i , ( )
jeQ i   จํานวนจุดที่อยูขางเคียงจุด x  และจุด je  ซ่ึงมีสถานะ คือ i  

     ตามลําดับ 

[ ] :j n
i    จํานวนของจุดที่มีสถานะ i  ซ่ึงมีจุดที่มีสถานะ j  อยูขางเคียงจํานวน 

     n  จุด 

[ ] : , :j n k m
i    จํานวนของจุดที่มีสถานะ i  ซ่ึงมีจุดที่มีสถานะ j  อยูขางเคียงจํานวน 

     n  จุด และมีจุดที่มีสถานะ k  อยูขางเคียงจํานวน m  จุด 

x x i
Z

σ =
   คาเฉลีย่ของ xZ  ทามกลางจุด x  ที่มีสถานะ i  

ie e ij
Z

σ =
   คาเฉลีย่ของ 

ieZ  ทามกลางคู e  ที่มีสถานะ ij  

( )x x j
Q i

σ =
   คาเฉลีย่ของจํานวนจุดที่มีสถานะ i  ที่อยูขางเคียงจุด j  

( )
je e jk

Q i
σ =

  คาเฉลีย่ของจํานวนจุดที่มีสถานะ i  ที่อยูขางเคียงจุด je  ซ่ึงเปนจุด 

    ปลายขางหน่ึงของคู jk    

:
( )x j n

Q i    คาเฉลีย่ของจํานวนจุดที่มีสถานะ i  ที่อยูขางเคียงจุด x  เม่ือมีจุดที่มี 

    สถานะ j  อยูขางเคียงจุด x  เชนกัน จํานวน n  จุด 

: , :
( )x j n k m

Q i   คาเฉลีย่ของจํานวนจุดที่มีสถานะ i  ที่อยูขางเคียงจุด x  เม่ือมีจุดที่มี 

    สถานะ j  และ k  อยูขางเคียงจุด x  เชนกัน จํานวน n  และ m  จุด 

     ตามลําดับ 
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สัญลักษณ    ความหมาย 
 

Ν    จํานวนประชากรทั้งหมด (total population size) 

xQ     จํานวนจุดที่อยูขางเคียงจุด x  

Q     จํานวนเฉลี่ยของจุดขางเคียง (average number of neighbors) 

iq     [ ]i /Ν (global density) 

|i jq     [ ] [ ]ij Q j  (local density) 

 



บทที่ 1 

Executive Summary 

 

1.1 ความสําคัญและที่มาของปญหา 

 

 ชวงกอนทศวรรษที่ 1970s แบบจําลองทางคณิตศาสตรที่ใชอธิบายปรากฏการณตางๆ มักถูก

นําเสนอในรูปของระบบสมการเชิงอนุพันธสามัญ (system of ordinary differential equations) ซึ่งมักจะ

ยุงยากซับซอน จนไมสามารถหาคําตอบได ทฤษฎีเชิงคุณภาพ (qualitative theory) จึงถูกพัฒนาขึ้น เพ่ือ

นํามาใชศึกษาพฤติกรรมของระบบสมการเชิงอนุพันธสามัญ อาทิเชน การหาจุดสมดุล (equilibria) และความ

เสถียร (stability) ของจุดสมดุลแทน นอกจากนี้ ระบบสมการเชิงอนุพันธสามัญในชวงแรกๆ ยังเปนสมการ

แบบคาเฉล่ีย (mean-field equations) ที่ไมใหความสําคัญกับพ้ืนที่ แตสนใจขอมูลระดับประชากร ภายใต

เง่ือนไขที่วา สมาชิกแตละตัวสามารถพบปะกันไดอยางทั่วถึง (well-mixed) ราวกับโมเลกุลของกาซที่สามารถ

แพรทั่วไดภายในภาชนะปด ซึ่งเมื่อเปรียบเทียบกับปฏิกิริยาเคมี จะพบวา เทอมที่ประชากรมีอันตรกิริยาตอ

กัน (interacting population) นั้น สามารถใชกฎการกระทําของมวล (mass action law) อธิบายได ดังเชน 

ระบบผูลา-เหย่ือ    

 

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

1
1 1 1 1 2

2
2 1 2 2 2

d N
b N d N N

dt
d N

b N N d N
dt

= −

= −

        

[ ] [ ] [ ][ ]

[ ] [ ][ ] [ ]

1
1 1 1 1 2

2
2 1 2 2 2

d N
b N d N N

dt
d N

b N N d N
dt

= −

= −

 

 

 เมื่อ [ ]1N  แทนจํานวนของประชากรเหยื่อ (prey population), [ ]2N  แทนจํานวนของประชากรผู

ลา (predator population), [ ]1 2N N  แทนจํานวนของผูลาและเหยื่อที่มีอันตรกิริยาตอกัน (predator-prey 

interaction), 1 2,b b  แทนอัตราการเกิดตามธรรมชาติของเหย่ือ และอัตราการเกิดของผูลาอันเนื่องมาจาก
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ความสมบูรณของอาหาร ตามลําดับ และ 1 2,d d  แทนอัตราการตายของเหยื่อจากการถูกลา และอัตราการ

ตายตามธรรมชาติของผูลา ตามลําดับ     .                                                               

 ในความเปนจริง อันตรกิริยาเชิงนิเวศวิทยา (ecological interaction) อาทิเชน การลาเหยื่อ 

(predation), ภาวะปรสิต (parasitism), การแพรระบาด (epidemic transmission), การแกงแยงทรัพยากร 

(resource competition) และการสืบพันธุ (reproduction) มักพบในกลุมที่มีมาตราสวนเชิงพ้ืนที่ (spatial 

scale) เล็กกวาประชากรทั้งหมด และขอมูลเชิงพ้ืนที่จะย่ิงมีความสําคัญมาก ถาส่ิงมีชีวิตเคลื่อนที่ไดจํากัด 

(limited mobility) ในกรณีเชนนี้ การอธิบายอันตรกิริยาของประชากรดวยกฎการกระทําของมวลจึงไมคอย

เหมาะสม ในป ค.ศ. 1969 R. Levins ไดริเริ่มสรางแบบจําลองเชิงพ้ืนที่แบบปริยาย (implicitly spatial 

model) ซึ่งรูจักกันดีในชื่อ  metapopulation แบบจําลองนี้แมจะยังไมมีตัวแปรที่เกี่ยวของกับพ้ืนที่ปรากฏ แต

ประชากรก็ไดถูกแบงออกเปนกลุมยอย หลายๆ กลุม โดยมกีารยายเขา-ยายออกเปนตัวเชื่อมระหวางกลุม 

ตอมา แบบจําลองเชิงพ้ืนที่ชัดแจง (explicitly spatial model) ก็ไดถือกําเนิดขึ้น ซึ่งแบงเปน 2 แบบ คือ แบบ

พ้ืนที่ตอเนื่อง และแบบพ้ืนที่ไมตอเนื่อง แบบจําลองที่พ้ืนที่ตอเนื่องนั้น มักถูกนําเสนอในรูปของสมการเชิง

อนุพันธยอย (partial differential equations) เชน reaction diffusion model  ซึ่งนําเสนอโดย R. A. Fisher 

ในป ค.ศ. 1937 แบบจําลองประเภทนี้ หาคําตอบเชิงวิเคราะหไดยาก จึงมักตองใชคอมพิวเตอรชวยในการ

วิเคราะหเชิงตัวเลข ซึ่งตองปรับความตอเนื่องของพ้ืนที่ใหเปนแบบไมตอเนื่อง (discretization) ตามขอจํากัด

ของสมรรถนะของคอมพิวเตอร สวนแบบจําลองที่พ้ืนที่ไมตอเนื่องนั้น นิยมนําเสนอในรูปของแบบจําลอง

แลตทิซ (lattice model) ซึ่งประกอบดวยจุด เสน และโครงสรางของประชากรที่เนนความสัมพันธของสมาชิก

แตละตัว ดังเชน                         . 

 

 

 จากภาพ จะเห็นไดวา แตละจุดอาจถูกส่ิงมีชีวิตชนิด A หรือ N ครอบครอง หรือ ไมถูกใคร

ครอบครองเลย ก็ได อยางใดอยางหนึ่ง โดย [A] คือ จํานวนของจุดเดี่ยว (singleton) ที่ถูก A ครอบครอง ซึ่ง

มีคาเทากับ 6, [AN] หรือ [NA] คือ จํานวนของคู (pair) AN หรือ NA ที่มีความสัมพันธตอกัน ตามลําดับ ซึ่งมี
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คาเทากันและเทากับ 5, [AA] คือ จํานวนของคู AA ที่มีความสัมพันธตอกัน ซึ่งมีคาเทากับ 2 (ตองนับทั้ง 2 

ทิศทาง), [NAN] คือ จํานวนของสามจุด (triple) NAN ที่มีความสัมพันธตอกัน ซึ่งมีคาเทากับ 2 และ [AANA] 

หรือ [ANAA] คอื จํานวนของสี่จุด (quadruple) AANA หรือ ANAA ที่มีความสัมพันธตอกัน ตามลําดับ ซึ่งมี

คาเทากันและเทากบั 1 จากตัวอยางขางตน เราสามารถเรียงสัญลักษณตางๆ ตามอันดับ ไดดังนี้ [A] มีอันดับ

เทากับ 1, [AN], [NA], [AA] มีอันดับเทากับ 2, [NAN] มีอันดับเทากับ 3 และ [AANA], [ANAA] มีอันดับ

เทากับ 4 นอกจากนี้ การครอบครองจุดยังสามารถเปลี่ยนแปลงไดตามเหตุการณ อาทิเชน การเกิด การตาย 

และการยายเขา-ยายออก เมื่อเวลาแปรเปลี่ยนไป (updated time) ขอจํากัดของการวิเคราะหแบบจําลอง

แลตทิซ ก็คือ จําเปนอยางยิ่งที่ตองพ่ึงพาคอมพิวเตอร ซึ่งมักใชเวลาในการคํานวณ (computational time) 

นาน โดยเฉพาะอยางยิ่ง เมื่อระบบประกอบดวยสมาชิกเปนจํานวนมาก และ/หรือ เมื่อเหตุการณมีการ

ปรับเปล่ียนแบบเฟนสุม (stochastic)       .         

 การสรางเครื่องมือทางคณิตศาสตร เพ่ือชวยในการวิเคราะหแบบจําลอง ทั้งในเชิงทฤษฎีและเชิง

ตัวเลขจึงเปนส่ิงจําเปน การประมาณแบบคู (pair approximation) เปนวิธีการหนึ่งที่ดี สําหรับระบบท่ีให

ความสําคัญกับความสัมพันธทั้งแบบเดี่ยวและแบบคู หากระบบที่กําลังสนใจ ใหความสําคัญกับความสัมพันธ

ที่มีอันดับสูงขึ้น หรือมีความโยงใยกันมากขึ้น เชน ความสัมพันธแบบสาม เราก็สามารถขยายแนวคิดของการ

ประมาณแบบคูตอไปได โดยไมยุงยากนัก วิธีการประมาณลักษณะนี้มีชื่อเรียกวา moment closure 

approximation โดย mean-field approximation เปน moment closure approximation อันดับที่ 0 และ pair 

approximation เปน moment closure approximation อันดับที่ 1       .         

 โดยทั่วไป สูตรสําหรับการประมาณแบบคูมักหาไดจากการหาคาเฉล่ียเชิงพ้ืนที่ (space averaged 

value) แตสําหรับโครงการวิจัยนี้ ผูขอทุนจะสรางสูตรสําหรับการประมาณแบบคูจากการหาคาเฉล่ียเชิงความ

นาจะเปน (probability averaged value) ซึ่งเปนเทคนิคที่ผูขอทุนไดพัฒนาขึ้น ขณะที่กําลังศึกษาอยูในระดับ

ปริญญาเอก ความแตกตางกันระหวางวิธีที่ใชในวิทยานิพนธกับโครงการวิจัยนี้ ก็คือ ในวิทยานิพนธ ผูขอทุน

ใชการแจกแจงอเนกนาม ภายใตเง่ือนไขที่วา แตละจุด (site) จะเชื่อมโยงกับจุดใกลเคียง (nearby neighbor) 

เปนจํานวนที่เทาๆ กัน ซึ่งไมคอยพบในความสัมพันธระหวางสิ่งมีชีวิตตามธรรมชาติ สวนโครงการวิจัยนี้ ผู

ขอทุนจะใชการแจกแจงปวซง เพ่ือเปดโอกาสใหแตละจุดสามารถเชื่อมโยงกับจุดใกลเคียง ไดคลายคลึงกับที่

เปนไปตามธรรมชาติมากขึ้น อาทิเชน กรณีที่ระบบประกอบไปดวยสมาชิกที่มีสถานภาพ และความสัมพันธ

ตอกันในหลายรูปแบบ รูปที่แสดงขางลางเปนตัวอยางของระบบที่ประกอบดวยสมาชิกที่มีสถานภาพตางกัน 
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4 แบบ (i, j, k, l) โดยทั้ง i, k และ I ตางมีความสัมพันธกับ j ซึ่งความสัมพันธนี้ยังไมมีสูตรในการประมาณ

แบบคู เมื่อคู jk ถูกตรึง                                                                .  

                                                l 

 

                                                            j                 k 

                                             i   

 

 จากการสืบคนงานวิจัยที่เกี่ยวของในปใกลเคียงปจจุบันเพ่ิมเติมพบวา มีนักวิจัยหลายกลุม คิดวา 

พ้ืนที่ (space) เปนปจจัยที่สําคัญตอระบบท่ีพวกเขากําลังสนใจ อาทิเชน งานวิจัยการศึกษาทางดาน

วิทยาการระบาด (epidemiology) [1-4], นิเวศวิทยา (ecology) [5], และวิวัฒนาการ (evolution) [6] จึงไดนํา

เทคนิคการประมาณแบบคูมาปรับประยุกตใช .                                                                 

 

1.2 วัตถุประสงค 

 

1. เพ่ือพัฒนาวิธีการประมาณแบบคู โดยใชการแจกแจงความนาจะเปน อาทิเชน การแจกแจง

อเนกนาม (multinomial distribution) และการแจกแจงปวซง (Poisson distribution) มาชวยใน

การสรางสูตร 

2. เพ่ือนําไปประยุกตใช ในการหาเงื่อนไขที่ทําใหส่ิงมีชีวิตที่เห็นแกประโยชนของสิ่งมีชีวิตอื่นเปน

หลัก.(altruism) สามารถอยูรอดทามกลางสิ่งมีชีวิตที่ไมเห็นแกประโยชนของสิ่งมีชีวิตอื่นเปน

หลัก (non-altruism) 

3. เทียบเคียงผลการวิเคราะหทั้งในเชิงทฤษฎีและเชิงตัวเลขของแบบจาํลอง ที่ใชการประมาณ

แบบสมการคาเฉล่ีย และแบบการประมาณแบบคู 

4. เทียบเคียงผลการวิเคราะหทั้งในเชิงทฤษฎีและเชิงตัวเลขของแบบจําลอง ที่ประมาณดวยการ

ประมาณแบบคูที่แตกตางกัน อันเนื่องมาจากการแจกแจงความนาจะเปนที่ตางกัน 
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1.3 ระเบียบวิธีวจิัย 

 

1. ศึกษาเอกสารขอมูลและผลงานวิจัยที่เกี่ยวของกับการประมาณแบบคู (pair approximation) 

และพฤติกรรมของสิ่งมีชีวิตแบบ altruism 

2. พัฒนาสูตรสําหรับการประมาณแบบคู โดยนําแนวคิดเรื่องการแจกแจงปวซงมาชวย 

3. สรางแบบจําลองแลตทิซ เพ่ือใชในการศึกษาหาเงื่อนไขที่ทําใหส่ิงมีชีวิตที่เห็นแกประโยชนของ

ส่ิงมีชีวิตอื่นเปนหลัก (altruism) อยูรอดทามกลางสิ่งมีชีวิตที่ไมเห็นแกประโยชนของสิ่งมีชีวิต

อ่ืนเปนหลัก (non-altruism) 

4. นําการประมาณแบบคูที่พัฒนาขึ้น มาประยุกตใชกับแบบจําลองขางตน แลวทําการวิเคราะหหา

เง่ือนไขในการอยูรอดของ altruism ในเชิงทฤษฎี 

5. ตรวจสอบความถูกตองของเงื่อนไขที่ไดกับการวิเคราะหแบบจําลองในเชิงตัวเลข (simulation) 

6. เทียบเคียงผลการวิเคราะหทั้งในเชิงทฤษฎีและเชิงตัวเลขของแบบจําลอง ที่ใชการประมาณ

แบบสมการคาเฉล่ีย และแบบการประมาณแบบคู อันเนื่องมาจากการแจกแจงปวซง 

7. เทียบเคียงผลการวิเคราะหทั้งในเชิงทฤษฎีและเชิงตัวเลขของแบบจําลอง ที่ประมาณดวยการ

ประมาณแบบคู อันเนื่องมาจากการแจกแจงอเนกนาม และการแจกแจงปวซง 

 

1.4 ผลการทดลอง 

 

แบบจําลองทางคณิตศาสตร (mathematical model) เปนเครื่องมือที่ใชศึกษาปญหาในชีวิตจริง ดวย

รูปแบบของสมการและสูตรตางๆ ที่มีทั้งตัวแปร (variables) ตัวแปรเสริม (parameters) และคงคงตัว 

(constant) ในปจจุบันมีเทคนิคในการสรางแบบจําลองที่หลากหลาย สําหรับโครงการวิจัยนี้ มุงเนนเทคนิคที่

สัมพันธเกี่ยวโยงกับแนวคิดเรื่องพ้ืนที่ โดยแบบจําลองเชิงกําหนด (deterministic model) ที่รูจักกันดีอยูแลว

นั้น เปนที่รูจักกันในอีกชื่อหนึ่งวา แบบจําลองที่ใชสมการแบบคาเฉล่ีย (mean-field equations หรือ moment 

closure approximation อันดับที่ 0) เปนแบบจําลองที่ไมใหความสําคัญกับพ้ืนที่เลย เหมาะสําหรับใชอธิบาย

ความสัมพันธในภาพรวมของระบบที่มีขนาดใหญและสนใจขอมูลระดับประชากร อยางไรก็ตามหากตองการ
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ศึกษาอันตรกิริยาเฉพาะที่ (local interaction) การประมาณแบบคู (pair approximation) นับเปนอีกวิธีการ

หนึ่งที่นาสนใจ โดยทั่วไป สูตรสําหรับการประมาณแบบคูมักคํานวณไดจากการหาคาเฉล่ียเชิงพ้ืนที่ (space 

averaged value) แตสําหรับโครงการวิจัยนี้ ผูวิจัยจะสรางสูตรสําหรับการประมาณแบบคูจากการหาคาเฉล่ีย

เชิงความนาจะเปน (probability averaged value) แทน โดยสูตรสําหรับการประมาณแบบคูที่พัฒนาขึ้น โดย

ใชการแจกแจงแบบปวซงมาชวย มีดังนี้ 

Theorem 1 กําหนดให ( )xQ l  เมื่อ x jσ =  มีการแจกแจงแบบ Poisson(μ ) โดยที่ 
[ ]
[ ]
lj
j

μ =  จะได 

;
( )

1 ;je e ij

l i
Q l

l iσ

μ
μ=

≠⎧
= ⎨ + =⎩

 

Theorem 2 เมื่อ ทั้ง 1l  และ 2l  ไมใช i  กําหนดให )( 1lQx  และ )( 2lQx  เมื่อ jx =σ  มีการแจกแจง

แบบ Poisson( 1μ ) และ Poisson( 2μ )  ตามลําดับ โดยที่ 
[ ]
[ ]
n

n
l j
j

μ =  จะไดวา  

1 2 1 2
1 2

1 1 1 2

;
( ) ( )

( 1) ;j je e e ij

l l
Q l Q l

l lσ

μ μ
μ μ=

≠⎧
= ⎨ + =⎩

 

สูตรสําหรับการประมาณแบบคูที่พัฒนาขึ้นนี้ มีคาใกลเคียงกับสูตรที่ใชการแจกแจงแบบอเนกนามมาชวย จะ

ตางกันก็เพียงคาสัมประสิทธิ์ที่คูณอยูขางหนาเทานั้น  

เมื่อนําไปประยุกตใชกับ SIS epidemic model ภายใตสมมติฐานที่วา อัตราการติดเชื้อและอัตราการ

หายปวยมีคาแปรผันตามจํานวนของผูปวยที่อยูรอบตัวเรา ผลการวิเคราะหพบวา ย่ิงคนที่อยูรอบขางเรามี

จํานวนมากขึ้นเทาไหร ย่ิงทําใหผูปวยทั้งหมดมีจํานวนมากขึ้นเทานั้น เพราะการติดตอสังคมยอมทําใหการ

แพรระบาดของเชื้อไวรัสเปนไปไดเร็วมากกวาการเก็บตัวอยูเพียงลําพัง โดยการแพรระบาดของเชื้อเปนแบบ

กลุม ประกอบดวยสมาชิกที่อาศัยอยูใกลๆ กันแบบคลัสเตอร ([ ] [ ]I II< ) ซึ่งไมสามารถอธิบายไดดวย

สมการคาเฉล่ีย เพราะ |i j iq q=  นอกจากนี้ จุดสมดุลของตัวแปรสถานะแตละตัวในแบบจําลองที่ใชการ

ประมาณแบบคู อันเนื่องมาจากการแจกแจงอเนกนามและการแจกแจงปวซงยังมีคาใกลเคียงกัน ย่ิง Q มีคา

มากขึ้น จุดสมดุลก็จะย่ิงมีคาใกลกันมากขึ้นเชนกัน  

การวิวัฒนาการของสิ่งมีชีวิตที่มีลักษณะชวยเหลือเครือญาติ (altruist) เปนปรากฏการณทางชีววิทยา

อีกปรากฏการณหนึ่ง ที่ตองการเครื่องมือทางคณิตศาสตรอยางการประมาณแบบคูเขาชวย เพราะมีการโยง

ความสัมพันธทางเครือญาติ ระบบนี้แมจะซับซอน แตก็สามารถนําสูตรที่พัฒนาขึ้นมาใชได ผลคือ  
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สําหรับกรณีที่ 1 altruism มีผลกระทบตออัตราการเกิด แตไมมีผลกระทบตออัตราการตาย เง่ือนไขที่

ทําใหส่ิงมีชีวิตแบบ altruism สามารถอยูรอดทามกลางสิ่งมีชีวิตแบบ non-altruism คือ Invasion exponent มี

คาเปนบวก โดย Invasion exponent เทากับ 

( )( )

( )( )

1
1 | |

1
| | |

1
2

1
2 2

A ARA ARA ARA AN A ARA AN

N NRA NRA NRA NA A AA A AN

bb q q
Q

b cq cq q
Q

φ φ

φ φ φ

μ μ μ μ μ μ

μ μ μ μ μ μ

+ + +

+ + + − −
 

เง่ือนไขที่ไดจากสูตรสําหรับการประมาณแบบคูที่พัฒนาขึ้นนี้ มีคาใกลเคียงกับสูตรที่ใชการแจกแจงแบบอเนก

นามมาชวย จะตางกันก็เพียงคาสัมประสิทธิ์ที่คูณอยูขางหนาเทานั้น 

สําหรับกรณีที่ 2 altruism มีผลกระทบตออัตราการตาย แตไมมีผลกระทบตออัตราการเกิด เง่ือนไขที่

ทําใหส่ิงมีชีวิตแบบ altruism สามารถอยูรอดทามกลางสิ่งมีชีวิตแบบ non-altruism คือ Invasion exponent มี

คาเปนบวก โดย Invasion exponent เทากับ 

1 |
R
A Ad Qq c−  

เง่ือนไขที่ไดจากสูตรสําหรับการประมาณแบบคูที่พัฒนาขึ้นนี้ เหมือนกับสูตรที่ใชการแจกแจงแบบอเนกนาม

มาชวย 

 

1.5 สรุปและวิจารณผลการทดลอง 

 

แบบจําลองที่ใชสมการแบบคาเฉลี่ย (moment closure approximation อันดับที่ 0) สามารถอธิบาย

ความสัมพันธโดยรวมระดับประชากรไดดี แตไมสามารถอธิบายอันตรกิริยาเฉพาะที่ (local interaction) ได

ในขณะที่ แบบจําลองที่ใชการประมาณแบบคู (moment closure approximation อันดับที่ 1)  จะสามารถบอก

การเปล่ียนแปลงของความสัมพันธทั้งแบบเดี่ยวและแบบคูได โดยสูตรการประมาณแบบคูที่ไดพัฒนาขึ้น (ใช

การแจกแจงแบบปวซง) นั้น มีความคลายคลึงกับสูตรที่ใชการแจกแจงแบบอเนกนาม ขอแตกตางอยูที่คา

สัมประสิทธิ์ที่คูณอยูขางหนาเทอมตางๆ นั่นเอง สูตรการประมาณแบบคูทั้งที่ใชการแจกแจงแบบอเนกนาม 

และการแจกแจงแบบปวซงจะเหมือนกัน เมื่อ Q มีคามากๆ โดยสูตรที่ใชการแจกแจงแบบอเนกนามเหมาะที่

จะใชกับแบบจําลองแลตทิซที่มีจํานวนเพื่อนบานคงที่ ในขณะท่ีสูตรที่ใชการแจกแจงแบบปวซงเหมาะที่จะใช
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กับระบบท่ีจํานวนเพื่อนบานไมจําเปนตองคงที่ ขอดีของสูตรการประมาณแบบคูที่ไดพัฒนาขึ้น คือ สามารถ

นําไปใชกับปรากฏการณใดๆ ที่อัตราการเปลี่ยนแปลงไดรับผลกระทบจากผูอยูรอบขาง อาทิเชน spatial SIS 

epidemic model และ  evolution of altruism 

Spatial SIS epidemic model ตอกย้ําใหเห็นวา การแพรระบาดของเชื้อไวรัสสามารถระงับไดโดยการ

ลดกิจกรรมทางสังคม เพราะยิ่งมีคนอยูรอบขางเรามาก ก็ย่ิงมีโอกาสติดโรคมากขึ้นดวย และการแพรระบาดมี

ลักษณะแบบคลัสเตอร 

สําหรับ evolution of altruism เง่ือนไขที่ทําใหส่ิงมีชีวิตแบบ altruism สามารถอยูรอดทามกลาง

ส่ิงมีชีวิตแบบ non-altruism ของ Hamilton นั้นเปนเพียงกรณีเฉพาะกรณีหนึ่ง เพราะอยูในรูปแบบอยางงาย 

เมื่อเทียบกับเง่ือนไขที่หาได 

 

1.6 ขอเสนอแนะสําหรับงานวจิัยในอนาคต 

 

• พัฒนาสูตร moment closure approximation อันดับสูง เพ่ือใชกับระบบท่ีสนใจความสัมพันธที่

มากกวาเดี่ยวและคู 

• ในการศึกษาปรากฏการณทางนิเวศวิทยา นอกจากจะคํานึงเรื่องการเกิดและการตายแลว การยาย

ถ่ินฐาน ไมวาจะยายเขาหรือยายออก ก็นับเปนเหตุการณสําคัญที่มีผลตอการเปลี่ยนแปลงของ

ประชากรดวย 

• นําไปประยุกตใชกับปญหาอื่นๆ ที่อัตราการเปลี่ยนแปลงไดรับผลกระทบจากสิ่งที่อยูรอบขาง 



บทที่ 2 

Research Content 

 

2.1 ความสําคัญและที่มาของปญหา 

 

 ชวงกอนทศวรรษที่ 1970s แบบจําลองทางคณิตศาสตรที่ใชอธิบายปรากฏการณตางๆ มักถูกนําเสนอ

ในรูปของระบบสมการเชิงอนุพันธสามัญ (system of ordinary differential equations) ซึ่งมักจะยุงยาก

ซับซอน จนไมสามารถหาคําตอบได ทฤษฎีเชิงคุณภาพ (qualitative theory) จึงถูกพัฒนาขึ้น เพ่ือนํามาใช

ศึกษาพฤติกรรมของระบบสมการเชิงอนุพันธสามัญ อาทิเชน การหาจุดสมดุล (equilibria) และความเสถียร 

(stability) ของจุดสมดุล แทน นอกจากนี้ ระบบสมการเชิงอนุพันธสามัญในชวงแรกๆ ยังเปนสมการแบบ

คาเฉล่ีย (mean-field equations) ที่ไมใหความสําคัญกับพ้ืนที่ แตสนใจขอมูลระดับประชากร ภายใตเง่ือนไข

ที่วา สมาชิกแตละตัวสามารถพบปะกันไดอยางทั่วถึง (well-mixed) ราวกับโมเลกุลของกาซที่สามารถแพรทั่ว

ไดภายในภาชนะปด ซึ่งเมื่อเปรียบเทียบกับปฏิกิริยาเคมี จะพบวา เทอมที่ประชากรมีอันตรกิริยาตอกัน 

(interacting population) นั้น สามารถใชกฎการกระทําของมวล (mass action law) อธิบายได ดังเชน ระบบ

ผูลา-เหย่ือ    

 

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

1
1 1 1 1 2

2
2 1 2 2 2

d N
b N d N N

dt
d N

b N N d N
dt

= −

= −

        

[ ] [ ] [ ][ ]

[ ] [ ][ ] [ ]

1
1 1 1 1 2

2
2 1 2 2 2

d N
b N d N N

dt
d N

b N N d N
dt

= −

= −

 

 

เมื่อ [ ]1N  แทนจํานวนของประชากรเหยื่อ (prey population), [ ]2N  แทนจํานวนของประชากรผูลา 

(predator population), [ ]1 2N N  แทนจํานวนของผูลาและเหยื่อที่มีอันตรกิริยาตอกัน (predator-prey 

interaction), 1 2,b b  แทนอัตราการเกิดตามธรรมชาติของเหย่ือ และอัตราการเกิดของผูลาอันเนื่องมาจาก
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ความสมบูรณของอาหาร ตามลําดับ และ 1 2,d d  แทนอัตราการตายของเหยื่อจากการถูกลา และอัตราการ

ตายตามธรรมชาติของผูลา ตามลําดับ     .                                                               

 ในความเปนจริง อันตรกิริยาเชิงนิเวศวิทยา (ecological interaction) อาทิเชน การลาเหยื่อ 

(predation), ภาวะปรสิต (parasitism), การแพรระบาด (epidemic transmission), การแกงแยงทรัพยากร 

(resource competition) และการสืบพันธุ (reproduction) มักพบในกลุมที่มีมาตราสวนเชิงพ้ืนที่ (spatial 

scale) เล็กกวาประชากรทั้งหมด และขอมูลเชิงพ้ืนที่จะย่ิงมีความสําคัญมาก ถาส่ิงมีชีวิตเคลื่อนที่ไดจํากัด 

(limited mobility) ในกรณีเชนนี้ การอธิบายอันตรกิริยาของประชากรดวยกฎการกระทําของมวลจึงไมคอย

เหมาะสม ในป ค.ศ. 1969 R. Levins ไดริเริ่มสรางแบบจําลองเชิงพ้ืนที่แบบปริยาย (implicitly spatial 

model) ซึ่งรูจักกันดีในชื่อ  metapopulation แบบจําลองนี้แมจะยังไมมีตัวแปรที่เกี่ยวของกับพ้ืนที่ปรากฏ แต

ประชากรก็ไดถูกแบงออกเปนกลุมยอย หลายๆ กลุม โดยมกีารยายเขา-ยายออกเปนตัวเชื่อมระหวางกลุม 

ตอมา แบบจําลองเชิงพ้ืนที่ชัดแจง (explicitly spatial model) ก็ไดถือกําเนิดขึ้น ซึ่งแบงเปน 2 แบบ คือ แบบ

พ้ืนที่ตอเนื่อง และแบบพ้ืนที่ไมตอเนื่อง แบบจําลองที่พ้ืนที่ตอเนื่องนั้น มักถูกนําเสนอในรูปของสมการเชิง

อนุพันธยอย (partial differential equations) เชน reaction diffusion model  ซึ่งนําเสนอโดย R. A. Fisher 

ในป ค.ศ. 1937 แบบจําลองประเภทนี้ หาคําตอบเชิงวิเคราะหไดยาก จึงมักตองใชคอมพิวเตอรชวยในการ

วิเคราะหเชิงตัวเลข ซึ่งตองปรับความตอเนื่องของพ้ืนที่ใหเปนแบบไมตอเนื่อง (discretization) ตามขอจํากัด

ของสมรรถนะของคอมพิวเตอร สวนแบบจําลองที่พ้ืนที่ไมตอเนื่องนั้น นิยมนําเสนอในรูปของแบบจําลอง

แลตทิซ (lattice model) ซึ่งประกอบดวยจุด เสน และโครงสรางของประชากรที่เนนความสัมพันธของสมาชิก

แตละตัว ดังเชน     

 

 

 จากภาพ จะเห็นไดวา แตละจุดอาจถูกส่ิงมีชีวิตชนิด A หรือ N ครอบครอง หรือ ไมถูกใครครอบครอง

เลย ก็ได อยางใดอยางหนึ่ง โดย [A] คือ จํานวนของจุดเดี่ยว (singleton) ที่ถูก A ครอบครอง ซึ่งมีคาเทากับ 

6, [AN] หรือ [NA] คือ จํานวนของคู (pair) AN หรือ NA ที่มีความสัมพันธตอกัน ตามลําดับ ซึ่งมีคาเทากัน
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และเทากับ 5, [AA] คือ จํานวนของคู AA ที่มีความสัมพันธตอกัน ซึ่งมีคาเทากับ 2 (ตองนบัทั้ง 2 ทิศทาง), 

[NAN] คือ จํานวนของสามจุด (triple) NAN ที่มีความสัมพันธตอกัน ซึ่งมีคาเทากับ 2 และ [AANA] หรือ 

[ANAA] คือ จํานวนของส่ีจุด (quadruple) AANA หรือ ANAA ที่มีความสัมพันธตอกัน ตามลําดับ ซึ่งมีคา

เทากันและเทากับ 1 จากตัวอยางขางตน เราสามารถเรียงสัญลักษณตางๆ ตามอันดับ ไดดังนี้ [A] มีอันดับ

เทากับ 1, [AN], [NA], [AA] มีอันดับเทากับ 2, [NAN] มีอันดับเทากับ 3 และ [AANA], [ANAA] มีอันดับ

เทากับ 4 นอกจากนี้ การครอบครองจุดยังสามารถเปลี่ยนแปลงไดตามเหตุการณ อาทิเชน การเกิด การตาย 

และการยายเขา-ยายออก เมื่อเวลาแปรเปลี่ยนไป (updated time) ขอจํากัดของการวิเคราะหแบบจําลอง

แลตทิซ ก็คือ จําเปนอยางยิ่งที่ตองพ่ึงพาคอมพิวเตอร ซึ่งมักใชเวลาในการคํานวณ (computational time) 

นาน โดยเฉพาะอยางยิ่ง เมื่อระบบประกอบดวยสมาชิกเปนจํานวนมาก และ/หรือ เมื่อเหตุการณมีการ

ปรับเปล่ียนแบบเฟนสุม (stochastic)       .         

 การสรางเครื่องมือทางคณิตศาสตร เพ่ือชวยในการวิเคราะหแบบจําลอง ทั้งในเชิงทฤษฎีและเชิง

ตัวเลขจึงเปนส่ิงจําเปน การประมาณแบบคู (pair approximation) เปนวิธีการหนึ่งที่ดี สําหรับระบบท่ีให

ความสําคญักับความสัมพันธทั้งแบบเดี่ยวและแบบคู หากระบบที่กําลังสนใจ ใหความสําคัญกับความสัมพันธ

ที่มีอันดับสูงขึ้น หรือมีความโยงใยกันมากขึ้น เชน ความสัมพันธแบบสาม เราก็สามารถขยายแนวคิดของการ

ประมาณแบบคูตอไปได โดยไมยุงยากนัก วิธีการประมาณลักษณะนี้มีชื่อเรียกวา moment closure 

approximation โดย mean-field approximation เปน moment closure approximation อันดับที่ 0 และ pair 

approximation เปน moment closure approximation อันดับที่ 1       .         

โดยทั่วไป สูตรสําหรับการประมาณแบบคูมักหาไดจากการหาคาเฉล่ียเชิงพ้ืนที่ (space averaged 

value) แตสําหรับโครงการวิจัยนี้ ผูขอทุนจะสรางสูตรสําหรับการประมาณแบบคูจากการหาคาเฉล่ียเชิงความ

นาจะเปน (probability averaged value) ซึ่งเปนเทคนิคที่ผูขอทุนไดพัฒนาขึ้น ขณะที่กําลังศึกษาอยูในระดับ

ปริญญาเอก ความแตกตางกันระหวางวิธีที่ใชในวิทยานิพนธกับโครงการวิจัยนี้ ก็คือ ในวิทยานิพนธ ผูขอทุน

ใชการแจกแจงอเนกนาม ภายใตเง่ือนไขที่วา แตละจุด (site) จะเชื่อมโยงกบัจุดใกลเคียง (nearby neighbor) 

เปนจํานวนที่เทาๆ กัน ซึ่งไมคอยพบในความสัมพันธระหวางสิ่งมีชีวิตตามธรรมชาติ สวนโครงการวิจัยนี้ ผู

ขอทุนจะใชการแจกแจงปวซง เพ่ือเปดโอกาสใหแตละจุดสามารถเชื่อมโยงกับจุดใกลเคียง ไดคลายคลึงกับที่

เปนไปตามธรรมชาติมากขึ้น อาทิเชน กรณีที่ระบบประกอบไปดวยสมาชิกที่มีสถานภาพ และความสัมพันธ

ตอกันในหลายรูปแบบ รูปที่แสดงขางลางเปนตัวอยางของระบบที่ประกอบดวยสมาชิกที่มีสถานภาพตางกัน 
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4 แบบ (i, j, k, l) โดยทั้ง i, k และ I ตางมีความสัมพันธกับ j ซึ่งความสัมพันธนี้ยังไมมีสูตรในการประมาณ

แบบคู เมื่อคู jk ถูกตรึง  

                                                l 

 

                                                             j                  k 

                                               i 

                                 

 จากการสืบคนงานวิจัยที่เกี่ยวของในปใกลเคียงปจจุบันเพ่ิมเติมพบวา นักวิจัยหลายกลุมคิดวา พ้ืนที่ 

(space) เปนปจจัยที่สําคญัตอระบบที่พวกเขากําลังสนใจ อาทิเชน งานวิจัยการศึกษาทางดานวิทยาการ

ระบาด (epidemiology) [1-4] นิเวศวิทยา (ecology) [5] และวิวัฒนาการ (evolution) [6] จึงไดนําเทคนิคการ

ประมาณแบบคูมาปรับประยุกตใช .                                                                 

 

2.2 วัตถุประสงค 

 

1. เพ่ือพัฒนาวิธีการประมาณแบบคู โดยใชการแจกแจงความนาจะเปน อาทิเชน การแจกแจง

อเนกนาม (multinomial distribution) และการแจกแจงปวซง (Poisson distribution) มาชวยใน

การสรางสูตร 

2. เพ่ือนําไปประยุกตใช ในการหาเงื่อนไขที่ทําใหส่ิงมีชีวิตที่เห็นแกประโยชนของสิ่งมีชีวิตอื่นเปน

หลัก.(altruism) สามารถอยูรอดทามกลางสิ่งมีชีวิตที่ไมเห็นแกประโยชนของสิ่งมีชีวิตอื่นเปน

หลัก (non-altruism) 

3. เทียบเคียงผลการวิเคราะหทั้งในเชิงทฤษฎีและเชิงตัวเลขของแบบจาํลอง ที่ใชการประมาณ

แบบสมการคาเฉล่ีย และแบบการประมาณแบบคู 

4. เทียบเคียงผลการวิเคราะหทั้งในเชิงทฤษฎีและเชิงตัวเลขของแบบจําลอง ที่ประมาณดวยการ

ประมาณแบบคูที่แตกตางกัน อันเนื่องมาจากการแจกแจงความนาจะเปนที่ตางกัน 
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2.3 ระเบียบวิธีวจิัย 

 

1. ศึกษาเอกสารขอมูลและผลงานวิจัยที่เกี่ยวของกับการประมาณแบบคู (pair approximation) 

และพฤติกรรมของสิ่งมีชีวิตแบบ altruism 

2. พัฒนาสูตรสําหรับการประมาณแบบคู โดยนําแนวคิดเรื่องการแจกแจงปวซงมาชวย 

3. สรางแบบจําลองแลตทิซ เพ่ือใชในการศึกษาหาเงื่อนไขที่ทําใหส่ิงมีชีวิตที่เห็นแกประโยชนของ

ส่ิงมีชีวิตอื่นเปนหลัก (altruism) อยูรอดทามกลางสิ่งมีชีวิตที่ไมเห็นแกประโยชนของสิ่งมีชีวิต

อ่ืนเปนหลัก (non-altruism) 

4. นําการประมาณแบบคูที่พัฒนาขึ้น มาประยุกตใชกับแบบจําลองขางตน แลวทําการวิเคราะหหา

เง่ือนไขในการอยูรอดของ altruism ในเชิงทฤษฎี 

5. ตรวจสอบความถูกตองของเงื่อนไขที่ไดกับการวิเคราะหแบบจําลองในเชิงตัวเลข (simulation) 

6. เทียบเคียงผลการวิเคราะหทั้งในเชิงทฤษฎีและเชิงตัวเลขของแบบจําลอง ที่ใชการประมาณ

แบบสมการคาเฉล่ีย และแบบการประมาณแบบคู อันเนื่องมาจากการแจกแจงปวซง 

7. เทียบเคียงผลการวิเคราะหทั้งในเชิงทฤษฎีและเชิงตัวเลขของแบบจําลอง ที่ประมาณดวยการ

ประมาณแบบคู อันเนื่องมาจากการแจกแจงอเนกนาม และการแจกแจงปวซง 

 

2.4 ผลการทดลอง 

 

2.4.1 Mean-field Approximation Model 

 

แบบจําลองทางคณิตศาสตร (mathematical model) เปนเครื่องมือที่ใชศึกษาปญหาในชีวิตจริง ดวย

รูปแบบของสมการและสูตรตางๆ ที่มีทั้งตัวแปร (variables) ตัวแปรเสริม (parameters) และคงคงตัว 

(constant) แตเนื่องจากปญหาในชีวิตจริงนั้นมีความซับซอนมาก นักคณิตศาสตรจึงมีความจําเปนตองกําหนด

สมมติฐานบางอยางขึ้น เพ่ือทําใหการสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรสะดวกขึ้น ตัวอยางเชน แบบจําลอง
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ทางคณิตศาสตรของการกําจัดไนโตรเจนทั้งหมด ที่ปนเปอนอยูในน้ําเสียดวยพืช ระบบนี้มีตัวแปรสถานะ 

(state variables) 3 ตัว ดังตอไปนี้ ความเขมขนของชีวมวลของพืช )(tT  ความเขมขนของไนโตรเจนทั้งหมด

ในน้ําเสีย (wastewater) )(tW  และความเขมขนของไนโตรเจนทั้งหมดในสารละลายดิน (soil solution) 

)(tS  และตัวแปรทั้งสามมีความสัมพันธกันดังรูป  

 

 

Fig. 1 Flow chart for the transformation of total nitrogen. 

 

ภายใตขอสมมติฐานที่วา น้ําเสียและสารละลายดินในบอทดลองมีการผสมกลมกลืนกันไดเปนอยางดี (well 

mixed) หรืออีกนัยหนึ่งก็คือ ไมวาจะสุมน้ําหรือสารละลายดินในบริเวณใดมาตรวจ คาความเขมขนของ

ไนโตรเจนทั้งหมดในน้ํา หรือ สารละลายดินก็จะไมแตกตางกัน (no spatial gradients of concentrations) ทํา

ใหแบบจําลองทางคณิตศาสตรที่ไดจัดอยูในกลุมแบบจําลองเชิงกําหนด (deterministic model) หรือ สมการ

แบบคาเฉล่ีย (mean-field equations) ที่ไมใหความสําคัญกับพ้ืนที่ แตสนใจขอมูลระดับประชากร นั่นคือ 

 

TTSf
dt
dT σ−= )(  

WQ
dt

dW )( αγ +−=                                                   

ST
Y
SfW

dt
dS φγ −−=

)(
 

TN in wastewater 
(W) 

Tree biomass  
(T) 

TN in soil solution 
(S) 

Wα  

Wγ

Tσ  

Sφ  

f(S)T

T
Y
Sf )(

Q 
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เมื่ออัตราการเจริญเติบโตของพืชถูกคนพบวา มีการแปรผันตรงกับความเขมขนของไนโตรเจนทั้งหมดที่อยูใน

สารละลายดิน และพืชก็สามารถดูดซับธาตุอาหารไดจํานวนจํากัด จึงกําหนดให )(Sf =
S

k S
β
+

 ได 

นอกจากนี้ การแปลง (conversion) ธาตุอาหารที่พืชบริโภคเขาไป ใหเปนชวีมวลของพืชเองนั้น ก็ถูกพบวา 

ขึ้นอยูกับความเขมขนของไนโตรเจนทั้งหมดที่อยูในสารละลายดินดวย จึงกําหนดให )(SY = DSC +  

โดย DCk ,,,β  เปนคาคงตัว ได  

 

Theoretical Results 

 

เมื่อกําหนดให 
Tx
Q

= , 
Wy
Q

= , 
Sz
Q

= , และ 
kE
Q

=  จะไดระบบสมการใหมดังนี้  

( )
dx xz x
dt E z

β σ= −
+

                                                 

1 ( )dy y
dt

α γ= − +                                  (1)                         

1
( )

dz xzy z
dt C DQz E z

βγ φ= − −
+ +

                                     

โดยที่ x(0) > 0, y(0) > 0, z(0) > 0 และบริเวณที่มีความนาสนใจในเชิงชีววิทยา คือ 

3 {( , , ) 0, 0, 0}R x y z x y z+ = ≥ ≥ ≥  

 

Lemma 1.1 กําหนดให α γΩ = +  และ 
σβ
σ
−

=
Ez*  สําหรับ β σ>  จะไดวา  

(1)  มีจุดสมดุล * * * *
1 1 1 1

1( , , ) (0, , )E x y z γ
φ

= =
Ω Ω

 เสมอ 

(2)  ถา β σ>  และ *zφγ Ω>  จะมีจุดสมดุลเพ่ิมขึ้นอีกหนึ่งจุด คือ 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−ΩΩ

+Ω−
==

σβ
σ

σ
φγ EDQzCzzyxE ,1,))((),,(

**
*
2

*
2

*
2

*
2  
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Proof 

หาจุดสมดุลโดยกําหนดให   

0
( )

xz x
E z
β σ− =
+

        (2) 

 1 ( ) 0yα γ− + =       (3)  

 
1 0

( )
xzy z

C DQz E z
βγ φ− − =

+ +
      (4) 

จากสมการ (2) พบวา 0=x  หรือ 
σβ
σ
−

==
Ezz *  (มีคาเปนบวก เมื่อ β σ> ) และจากสมการ (3) 

พบวา 
Ω

=
1y  เมื่อแทน 

Ω
=

1y  และ 0=x  ลงในสมการ (4) จะได =z *
1z

γ
φ

=
Ω

 และจุดสมดุล คือ  

* * * *
1 1 1 1

1( , , ) (0, , )E x y z γ
φ

= =
Ω Ω

. 

ถาแทน 
σβ
σ
−

==
Ezz *  และ 

Ω
=

1y  ลงในสมการ (4) จะได 
σ

φγ
Ω

+Ω−
=

))(( ** DQzCzx  ดังนั้น

จุดสมดุลอีกหนึ่งจุด คือ 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−ΩΩ

+Ω−
==

σβ
σ

σ
φγ EDQzCzzyxE ,1,))((),,(

**
*
2

*
2

*
2

*
2  

ซึ่งจะมีความหมายทางชีววิทยา เมื่อ *zφγ Ω>  

 

 

Theorem 1.1 

(1) จุดสมดุล *
1E  มีคุณสมบัติเปน locally asymptotically stable เมื่อ 

E
βγ σ
φ γ

<
Ω +

  

และ unstable เมื่อ 
E

βγ σ
φ γ

>
Ω +

 

(2) จุดสมดุล *
2E  เปน locally asymptotically stable เมื่อ 0

))((
))((

2**

2**

>
++Ω

−Ω−
+

zEDQzC
DQzCEz

σ
φγβφ  
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    และ unstable เมื่อ 0
))((

))((
2**

2**

<
++Ω

−Ω−
+

zEDQzC
DQzCEz

σ
φγβφ  

Proof 

สําหรับ (1) Jacobian matrix ที่จุดสมดุล * * * *
1 1 1 1

1( , , ) (0, , )E x y z γ
φ

= =
Ω Ω

 คือ 

        

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

Ω
+

Ω
+

Ω−

Ω−

−

Ω
+

Ω

φγ

φ
γ

φ
γ
φ

βγ

σ

φ
γ
φ

βγ

))((

00

00

EDQC

E

 

ดังนั้น characteristic equation คือ  

( )( ) 0
E

βγ σ λ λ φ λ
φ γ

⎛ ⎞
− − −Ω− − − =⎜ ⎟Ω +⎝ ⎠

 

คา eigenvalues คือ φλλ −=Ω−= 21 ,  และ 3λ  = 
E

βγ σ
φ γ

−
Ω +

 จะเห็นไดวา 1λ  และ 2λ  มีคาเปน

ลบ ดังนั้นจุดสมดุลจะเปน locally asymptotically stable หรือไม ขึ้นอยูกับ 3λ  ถา 3 0λ <  นั่นคือ 

E
βγ σ
φ γ

<
Ω +

 จุดสมดุลจะเปน locally asymptotically stable ในทางกลับกัน ถา 
E

βγ σ
φ γ

>
Ω +

 จะได 

03 >λ  ดังนั้นจุดสมดุลจะเปน unstable 

 

สําหรับ (2) Jacobian matrix ที่จุด ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−ΩΩ

+Ω−
==

σβ
σ

σ
φγ EDQzCzzyxE ,1,))((),,(

**
*
2

*
2

*
2

*
2  

คือ 
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
−

−−
++

−

Ω−

+
−

+

2*2*

2**

**

*

2*

*

*

*

)()(
))((

))((

00

)(
0

zEDQzC
zDQCEx

zEDQzC
z

zE
Ex

zE
z

βφγβ

βσβ

             (5)    

ดังนั้น characteristic equation คือ  

0
))(()()(

)()( 3**

**
2

2

2*2*

2**
22 =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

++
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

−
++−Ω−

zEDQzC
zEx

zEDQzC
DQzCEx ββ

φλλλ  

คา eigenvalues คือ −Ω  และ 1,2λ  ซึ่งเปนรากของ 02 =++ qpλλ  เมื่อ 

               2*2*

2**
2

)()(
)(

zEDQzC
DQzCExp

++
−

+=
β

φ   และ  3**

**
2

2

))(( zEDQzC
zExq
++

=
β

               (6) 

ดังนั้น 
2

42

2,1

qpp −±−
=λ  ถา 0>p  จดุสมดุล *

2E  เปน locally asymptotically stable ในทาง

กลับกัน ถา 0p <  จุดสมดุล *
2E  เปน unstable 

 

 

Theorem 1.2 ระบบจะมี Hopf bifurcation ที่ R=μ  เมื่อ 

R = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+Ω−Ω−

+Ω+Ω−
2***2*

2**

)()(
)()(

zEQzzQz
zEzE

φσφγβ
φσφγβ

 

Proof 

พิจารณาสวนจริงของ eigenvalues ของ Jacobian matrix (5) ที่สอดคลองเงื่อนไข (6) 

)1()(
))((

)()(
)()( *2*

2**

2*2*

2**
2

QzzE
QzEz

zEDQzC
DQzCExF

μσ
μφγβφ

β
φμ

++Ω
−Ω−

+=
++

−
+≡  

จะเห็นวา เมื่อไหรก็ตามที่มีจุดสมดุล *
2E  ใน (6) 3**

**
2

2

))(( zEDQzC
zEx
++

β
 มีคาเปนบวกเสมอ พิจารณา

เครื่องหมายของ )(μF  *
2E  จะ stable ถาμ <R และจะสูญเสียความเสถียรที่  Rμ =  เมื่อ eigenvalues 

ของ Jacobian matrix (5) มีเฉพาะสวนจินตภาพ Hopf bifurcation จะเกิด เมื่อ 0≠
=Rd

dF

μμ
 ดังนั้น 
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2**

**

)1)((
)(

QzzE
zzQ

d
dF

μσ
φγβ

μ ++Ω
Ω−

−=  

[ ] 0
)()(

)()(
*3**

22***2*

≠
Ω−+Ω

+Ω−Ω−
−=

= zzEzQ
zEzQzQz

d
dF

R φγβσ
φσφγβ

μ μ

 

เนื่องจาก *zφγ Ω>  ฟงกชัน F จะลดลงที่ Rμ =  จาก Hopf bifurcation theory [7] จะไดวา 

1. จุดสมดุล *
2E  จะ unstable ถา μ >R 

2. จุดสมดุล *
2E  จะ locally asymptotically stable ถา μ <R 

3. จะมี stable supercritical limit cycle หรือ unstable subcritical limit cycle รอบ *
2E  ซึ่งขึ้นอยู 

   กับความเสถียรของจุดสมดุลที่ Rμ =  

สรุปวามี stable limit cycle รอบ *
2E  สําหรับคาของ μ  ที่อยูในชวง ),( ε+RR  สําหรับบางคา 0>ε  

 

 

Numerical Results 

 

 

(a) 
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Fig. 2 The time series (a) and phase space trajectory (b) of the solution to the dimensionless model 

equations (1) with 0.9β = , 0.5σ = , 1E = , 1Q = , 0.8Ω = , 0.4γ = , 0.1φ = , 0.5C = , 

and D = 1, where all state variables x, y, z tend toward their steady state values at the equilibrium 

point (1.3125, 1.25, 1.25). 

 

 

(a) 

(b) 
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Fig. 3 The time series (a) and phase space trajectory (b) of the solution to the dimensionless model 

equations (1) with 0.9β = , 0.5σ = , 1E = , 1Q = , 0.8Ω = , 0.4γ = , 0.1φ = , 0.1C = , 

and D = 1. The value of D/C is greater than R here, so that trajectory tends toward a stable limit 

cycle. 

 

 

(b) 

(b) 
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Fig. 4 The ),( γβ  parameter space when 0.5σ = , 1E = , 1Q = , 0.8Ω = , 0.1φ = , 

0.5C = , and D = 1. For 
σβ
σ
−

=
Ez* , the symbols for the curves in this figure are as follows  

(—): σβ = ,  ( ): *

2*
* )(

z
zEz

β
σφφγ +Ω

+Ω= ,  

( ): *zφγ Ω= , ( ): 
)(

))((
2*

2**
*

CEDQz
zEDQzCz

−
++Ω

+Ω=
β

σφφγ . 

 

แบบจําลองนี้สามารถใชอธิบายไดดีกับระบบที่มีขนาดใหญ โดยประโยชนก็คือ สามารถนํามาใชอธิบาย

ความสัมพันธในภาพรวมระหวางความเขมขนของชีวมวลของพืช ความเขมขนของไนโตรเจนทั้งหมดในน้ํา

เสีย และความเขมขนของไนโตรเจนทั้งหมดในสารละลายดินได อยางไรก็ตาม แบบจําลองนี้ไมสามารถ

นํามาใชศึกษาอันตรกิริยาเฉพาะที่ (local interaction) ได อาทิเชน การศึกษาวา ประชากรพืชมีอัตรกิริยา 

(interaction) ตอกันอยางไร มีการแยงชิงอาหารกันหรือเกื้อกูลกันหรือไม หลังจากที่พืชดูดซับธาตุอาหารจาก

สารละลายดินและแปลงเปนชีวมวลจนโตเต็มที่แลว มีการกระจายพันธุหรือไม อยางไร เปนตน 

กลุมนักวิจัยชาวญี่ปุน [8,9] มบีทบาทอยางมากในการพัฒนาแบบจําลองเชิงพ้ืนที่ (spatial model) 

และการนําเทคนิคดังกลาวไปใชศึกษาพลศาสตรของประชากรพืช (population dynamics of plant) ชนิดหนึ่ง  

ที่จําลองใหอยูอาศัยบนโครงสรางแบบแลตทิซ (lattice structured habitat) ซึ่งประกอบดวยจุด เสน และ

โครงสรางของประชากรที่แสดงใหเห็นอันตรกิริยาเฉพาะที่ เพ่ือดูรูปแบบเชิงพ้ืนที่ (spatial pattern) ในการ

กระจายตัวของผืนปา โดยเฉพาะอยางยิ่ง การขยายขนาดของคลัสเตอรของพืชแตละตน (size distribution of 

clusters of individuals) โดยตัวแปรสถานะที่กลุมนักวิจัยชาวญี่ปุนนิยมใชจะอยูในรูปของความนาจะเปนหรือ

ความหนาแนน ในขณะที่ตัวแปรสถานะที่ David Rand และคณะ นิยมใชจะอยูในรูปของจํานวน [10-14] 

อยางไรก็ตาม สูตรการประมาณแบบคู ที่กลุมนักวิจัยชาวญี่ปุนใชนั้น ไมสามารถนําไปใชศึกษา

ปรากฏการณทางชีววิทยา ที่ส่ิงมีชีวิตบางชนิดยอมชวยเหลือเครือญาติ โดยไมคํานึงถึงประโยชนของตัวเอง

ได เพราะมีการโยงความสัมพันธทางเครือญาติดวย ดังนั้น ผูวิจัยจึงไดทําการพัฒนาวิธีการประมาณแบบคู

แบบใหมขึ้น โดยนําแนวคิดเรื่องการแจกแจงความนาจะเปนมาชวย  
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2.4.2 Formulation of Pair Approximation 

 

แบบจําลองที่พ้ืนที่ไมตอเนื่องมักถูกนําเสนอในรูปแบบของแบบจําลองแลตทิซ (lattice model) ซึ่งประกอบ 

ดวยจุด เสน และโครงสรางของประชากรที่เนนความสัมพันธของสมาชิกแตละตัว โดยสัญลักษณที่ควรรูจัก มี

ดังนี้ 

x , e    หมายถึง จุด (site) และคู (pair) ตามลําดับ 

xσ , eσ   หมายถึง สถานะของจุด x  และสถานะของคู e  ตามลําดับ 

x iσ =    หมายถึง สถานะของจุด x  คือ i  

e ijσ =   หมายถึง สถานะของคู e  คือ ij  โดย ie  คือ จุดปลายของคู e  ที่มีสถานะ คือ 

     และ je  คือ จุดปลายอีกขางหนึ่งของคู e  ที่มีสถานะ คือ j  

[ ]i , [ ]ij , [ ]ijk   หมายถึง จํานวนของจุดที่มีสถานะ คือ i  จํานวนของคูที่มีสถานะ คือ ij  และ 

    จํานวนของสามจุด (triple) ที่มีสถานะ คือ ijk  ตามลําดับ 

( )xQ i , ( )
jeQ i   หมายถึง จํานวนจุดที่อยูขางเคียงจุด x  และจุด je  ซึ่งมีสถานะ คือ i  

     ตามลําดับ 

[ ] :j n
i    หมายถึง จํานวนของจุดที่มีสถานะ i  ซึ่งมีจุดที่มีสถานะ j  อยูขางเคียงจํานวน 

     n  จุด 

[ ] : , :j n k m
i   หมายถึง จํานวนของจุดที่มีสถานะ i  ซึ่งมีจุดที่มีสถานะ j  อยูขางเคียงจํานวน 

     n  จุด และมีจุดที่มีสถานะ k  อยูขางเคียงจํานวน m  จุด 

x x i
Z

σ =
  หมายถึง คาเฉล่ียของ xZ  ทามกลางจุด x  ที่มีสถานะ i  

ie e ij
Z

σ =
  หมายถึง คาเฉล่ียของ 

ieZ  ทามกลางคู e  ที่มีสถานะ ij  

( )x x j
Q i

σ =
  หมายถึง คาเฉล่ียของจํานวนจุดที่มีสถานะ i  ที่อยูขางเคียงจุด j  

( )
je e jk

Q i
σ =

  หมายถึง คาเฉล่ียของจํานวนจุดที่มีสถานะ i  ที่อยูขางเคียงจุด je  ซึ่งเปนจุด 

    ปลายขางหนึ่งของคู jk    
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:
( )x j n

Q i   หมายถึง คาเฉล่ียของจํานวนจุดที่มีสถานะ i  ที่อยูขางเคียงจุด x  เมื่อมีจุดที่มี 

    สถานะ j  อยูขางเคียงจุด x  เชนกัน จํานวน n  จุด 

: , :
( )x j n k m

Q i   หมายถึง คาเฉล่ียของจํานวนจุดที่มีสถานะ i  ที่อยูขางเคียงจุด x  เมื่อมีจุดที่มี 

    สถานะ j  และ k  อยูขางเคียงจุด x  เชนกัน จํานวน n  และ m  จุด 

     ตามลําดับ 

Ν   หมายถึง จํานวนประชากรทั้งหมด (total population size) 

xQ    หมายถึง จํานวนจุดที่อยูขางเคียงจุด x  

Q    หมายถึง จํานวนเฉล่ียของจุดขางเคียง (average number of neighbors) 

iq    หมายถึง [ ]i /Ν (global density) 

|i jq    หมายถึง [ ] [ ]ij Q j  (local density) 

 

สมมติฐาน ทฤษฎี และสูตร สําหรับการประมาณแบบคู โดยใชการแจกแจงแบบปวซงมาชวย มีดังนี้ 

 

Assumption 2.1 สมมติให ( )xQ i  เมื่อ x jσ =  มีการแจกแจงแบบปวซง ซึ่งมีคาเฉล่ียเทากับ 
[ ]
[ ]
ij
j

λ =  

หรือ Poisson(λ ) ดังนั้น Pr( ( ) )
!

m

x
eQ i m x j

m

λλσ
−

= = =  สําหรับ 0,1,2,m = K  

 

 

Lemma 2.1 กําหนดให l i≠  และ ( )xQ i  และ ( )xQ l  เมื่อ x jσ =  มีการแจกแจงแบบ Poisson(λ ) 

และ Poisson(μ ) ตามลําดับ โดยท่ี 
[ ]
[ ]
ij
j

λ =  และ 
[ ]
[ ]
lj
j

μ =  จะไดวา 

Pr( ( ) ( ) , )
!

n

x x
eQ i n Q l m x j

n

λλσ
−

= = = =  สําหรับ 0,1,2,n = K  

Proof 

 Pr( ( ) ( ) , )x xQ i n Q l m x jσ= = =   
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=  
Pr( ( ) , ( ) )

Pr( ( ) )
x x

x

Q i n Q l m x j
Q l m x j

σ
σ

= = =
= =

 

 =  
Pr( ( ) ) Pr( ( ) )

Pr( ( ) )
x x

x

Q i n x j Q l m x j
Q l m x j
σ σ

σ
= = = =

= =
 

 =  ))(Pr( jxniQx == σ  

 =  
!n

e nλλ−
       (จาก Assumption 2.1) 

 

 

Lemma 2.2 กําหนดให ( )xQ i  เมื่อ x jσ =  มีการแจกแจงแบบ Poisson(λ ) โดยที่ 
[ ]
[ ]
ij
j

λ =  จะไดวา 

[ ] [ ]: !

m

i m

el l
m

λλ−

=  

Proof 

 [ ] :i m
l  =  count of { }: ( ) ,xx Q i m x lσ= =  

  =  [ ]Pr( ( ) )xQ i m x l lσ= =  

  =  [ ]
!

me l
m

λλ−

      (จาก Assumption 2.1) 

 

 

Lemma 2.3 กําหนดให 1 2( ), ( ), , ( )x x x kQ i Q i Q iK  เมื่อ x jσ =  มีการแจกแจงแบบ Poisson( 1λ ), 

Poisson( 2λ ), …, Poisson( kλ ) ตามลําดับ โดยท่ี 
[ ]
[ ]

n
n

i j
j

λ =  เมื่อ 1,...,n k=  จะไดวา 

[ ]
1 1: , , :k ki m i m

l =
K

[ ]
1 2

1 2( )1 2

1 2! ! !

k
k

mm m
k

k

e l
m m m

λ λ λλ λ λ − + + +KK

K
 

Proof 

[ ]
1 1: , , :k ki m i m

l
K

      

=  count of { }1 1 2 2: ( ) , ( ) , , ( ) ,x x x k kx Q i m Q i m Q i m x lσ= = = =K              
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=  [ ]1 1 2 2Pr( ( ) , ( ) , , ( ) )x x x k kQ i m Q i m Q i m x l lσ= = = =K  

= [ ]1 1 2 2Pr( ( ) ) Pr( ( ) ) Pr( ( ) )x x x k kQ i m x j Q i m x j Q i m x l lσ σ σ= = = = = =K  

=  [ ]
1 2

1 2( )1 2

1 2! ! !

k
k

mm m
k

k

e l
m m m

λ λ λλ λ λ − + + +KK

K
              (จาก Assumption 2.1) 

 

 

Assumption 2.2 สําหรับทุกคาของ k  จะไดวา ( )xQ k  และ ( )yQ k  เมื่อ x y≠  จะอิสระตอกัน 

(independent) เพราะไมมีการเชื่อมโยงแบบสามเหลี่ยม (no triangle connection) และจุดสองจุดใดๆ จะไม

เชื่อมโยงกันมากกวา 1 เสน (no multiple connection) 

 

 

Assumption 2.3 สําหรับ e ijσ =  จะไดวา Pr( ( ) ) Pr( ( ) ( ) 1)
ie x xQ k q Q k q Q j= = = ≥  

 

 

Assumption 2.4 เมื่อระบบมีขนาด Ν ซึ่งใหญมาก (Ν→∞ ) เราสามารถประมาณคาเฉล่ีย x x i
Z

σ =
 

และ 
ie e ij

Z
σ =

 ไดดวยคาคาดหวังทางสถิติ 
1
( )P xE Z  และ 

2
( )

iP eE Z  ตามลําดับ 

 

 

Lemma 2.4 กําหนดให ( )xQ i  และ ( )xQ l  เมื่อ x jσ =  มีการแจกแจงแบบ Poisson(λ ) และ 

Poisson(μ )  ตามลําดับ โดยท่ี 
[ ]
[ ]
ij
j

λ =  และ 
[ ]
[ ]
lj
j

μ =  จะไดวา 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
−

≠
=== −−

−

il
m

e

il
m

e

ijemlQ m

m

e j

;
)!1(

;
!))(Pr( 1μ

μ

σ μ

μ
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Proof 

 Pr( ( ) )
jeQ l m e ijσ= =  =  ; ( )

( )

( )
x

x
x j Q l m

x
x j

Q i

Q i
σ

σ

= =

=

∑
∑

=  
[ ]
[ ]

::
( )

( )
x l ml m

x x j

j Q i
j Q i

σ =

 

เนื่องจาก ( )xQ i  และ ( )xQ l  เมื่อ x jσ =  มีการแจกแจงแบบ Poisson(λ ) และ Poisson(μ ) 

ตามลําดับ  

ถา l i≠  แลว จะไดวา 

Pr( ( ) )
jeQ l m e ijσ= =    

=  
[ ]

∑ ==

∑ ===
∞

=

∞

=

1

1:

))(Pr(

),)()(Pr(

][
k

x

k
xx

ml

jxkiQk

jxmlQkiQk

j
j

σ

σ
   (จาก Assumption 2.4) 

=  
[ ]

∑ ==

∑ ==
∞

=

∞

=

1

1:

))(Pr(

))(Pr(

][
k

x

k
x

ml

jxkiQk

jxkiQk

j
j

σ

σ
             (จาก Lemma 2.1) 

= 
[ ]

][
:

j
j ml  = 

!m
e mμμ−

                   (จาก Lemma 2.2) 

ถา l i=  แลว จะไดวา 

 Pr( ( ) )
jeQ l m e ijσ= =    

=  
[ ]

∑ ==
∞

=1

:

))(Pr(][
k

x

ml

jxklQk

m
j

j

σ
              (จาก Assumption 2.4) 

 = 
)!1(

1

−

−−

m
e mμμ

                (จาก Lemma 2.2) 

 

 

Lemma 2.5 กําหนดให )( 1lQx  และ )( 2lQx  เมื่อ jx =σ  มีการแจกแจงแบบ Poisson( 1μ ) และ 

Poisson( 2μ )  ตามลําดับ โดยท่ี 
[ ]
[ ]

k
k

l j
j

μ =  จะไดวา 1 2Pr( ( ) , ( ) )
j je eQ l m Q l n e ijσ= = =  มีคา

เทากับคาใดคาหนึ่ง ดังตอไปนี้ 
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 1. 0     เมื่อ 1 2l l=  แต m n≠  

 2. 1Pr( ( ) )
jeQ l m e ijσ= =   เมื่อ 1 2l l=  และ m n=  

 3. 
!)!1(

2
1

1
)( 21

nm
e nm

−

−+− μμμμ

  เมื่อ 1 2l l≠  และ 1l i=  (พิจารณาเชนเดียวกัน สําหรับกรณี 

     ที่ il =2 )  

4. 
!!

21
)( 21

nm
e nmμμμμ +−

  เมื่อ 1 2l l≠  และท้ัง 1l  และ 2l  ไมใช i  

Proof 

ขอ 1 และขอ 2 เปนไปตามทฤษฎีความนาจะเปน 

 

ในกรณีที่ 1 2l l≠  เนื่องจาก )( 1lQx  และ )( 2lQx  เมื่อ jx =σ  มีการแจกแจงแบบ Poisson( 1μ ) และ 

Poisson( 2μ ) จะไดวา 

 1 2Pr( ( ) , ( ) )
j je eQ l m Q l n e ijσ= = =   

= ))(Pr())(Pr( 21 ijenlQijemlQ
jj ee ==== σσ  

ถา 1l i=  (หรือ il =2 ) แลว จะไดวา 

 1 2Pr( ( ) , ( ) )
j je eQ l m Q l n e ijσ= = =   

= 
!)!1(

2
1

1
)( 21

nm
e nm

−

−+− μμμμ

 (หรือ 
)!1(!

1
21

)( 21

−

−+−

nm
e nmμμμμ

)                   (จาก Lemma 2.4) 

แตถา 1 2l l≠  และท้ัง 1l  และ 2l  ไมใช i  แลว จะไดวา 

1 2Pr( ( ) , ( ) )
j je eQ l m Q l n e ijσ= = =   

= 
!!

21
)( 21

nm
e nmμμμμ +−

           (จาก Lemma 2.4) 
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Lemma 2.6 เมื่อ 1, , kl lK  ตางกัน และ )(,),( 1 kxx lQlQ K  เมื่อ jx =σ  มีการแจกแจงแบบ 

Poisson( 1μ ), …, Poisson( kμ )  ตามลําดับ โดยท่ี 
[ ]
[ ]

n
n

l j
j

μ =  เมื่อ 1,...,n k=  จะไดวา 

1 1Pr( ( ) , , ( ) )
j je e k kQ l m Q l m e ijσ= = =K  มีคาเทากับคาใดคาหนึ่ง ดังตอไปนี้ 

1. 
!!1

1
)( 11

k

m
k

m

mm
e kk

L

LK μμμμ ++−

  เมื่อ 1, , kl lK  ไมใช i  

 2. 
!)!1(!1

1
1

)( 11

kr

m
k

m
r

m

mmm
e krk

LL

LLK

−

−++− μμμμμ

 เมื่อ rl i=  

Proof 

 โดยใชอุปนัยเชิงคณิตศาสตร 

 

 

Theorem 2.1 กําหนดให ( )xQ l  เมื่อ x jσ =  มีการแจกแจงแบบ Poisson(μ ) โดยที่ 
[ ]
[ ]
lj
j

μ =  จะได 

;
( )

1 ;je e ij

l i
Q l

l iσ

μ
μ=

≠⎧
= ⎨ + =⎩

 

Proof 

 
ijee lQ

j =σ
)(  = ∑ ==

∞

=1
))(Pr(

k
e ijeklQk

j
σ    (จาก Assumption 2.4) 

เนื่องจาก ( )xQ l  เมื่อ x jσ =  มีการแจกแจงแบบ Poisson(μ )  

 

ถา l i≠ แลว จะไดวา 

 
ijee lQ

j =σ
)(  = ∑

∞

=

−

1 !k

k

k
ek μμ

           (จาก Lemma 2.4) 

= μ        (ใช Taylor series expansion) 

ถา 1l i=  แลว จะไดวา 

 
ijee lQ

j =σ
)(  = ∑

−

∞

=

−−

1

1

)!1(k

k

k
ek μμ

          (จาก Lemma 2.4) 
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= ( )e e eμ μ μμ− +                        (จาก 1

1 ( 1)!
k

k

k e e
k

μ μμ μ
∞

−

=

= +
−∑ ) 

 

 

Theorem 2.2 เมื่อ ทั้ง 1l  และ 2l  ไมใช i  กําหนดให )( 1lQx  และ )( 2lQx  เมื่อ jx =σ  มีการแจกแจง

แบบ Poisson( 1μ ) และ Poisson( 2μ )  ตามลําดับ โดยที่ 
[ ]
[ ]

n
n

l j
j

μ =  จะไดวา  

1 2 1 2
1 2

1 1 1 2

;
( ) ( )

( 1) ;j je e e ij

l l
Q l Q l

l lσ

μ μ
μ μ=

≠⎧
= ⎨ + =⎩

 

Proof 

 
ijeee lQlQ

jj =σ
)()( 21   

= ∑ ∑ ===
∞

=

∞

=1 1
21 ))(,)(Pr(

m n
ee ijenlQmlQmn

jj
σ            (จาก Assumption 2.4) 

 เนื่องจาก )( 1lQx  และ )( 2lQx  เมื่อ jx =σ  มีการแจกแจงแบบ Poisson( 1μ ) และ 

Poisson( 2μ ) ตามลําดับ 

ถา 21 ll ≠  

ijeee lQlQ
jj =σ

)()( 21   

= ∑ ∑
∞

=

∞

=

+−

1 1

21
)(

!!

21

m n

nm

nm
mne μμμμ

                      (จาก Lemma 2.5) 

= 21μμ         (ใช Taylor series expansion) 

ถา 21 ll =  

 
ijeee lQlQ

jj =σ
)()( 21   

= ∑ ==
∞

=1
1

2 ))(Pr(
m

e ijemlQm
j

σ  

 = ∑
∞

=

−

1

1
2

!

1

m

m

m
em μμ

                   (จาก Lemma 2.2) 

  = m

m m
me 1

1 )!1(
1 μμ ∑

−

∞

=

−                                        
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 = 1 1 12
1 1( )e e eμ μ μμ μ− +                                     (จาก 2

1 1 1
1 ( 1)!

m

m

m e e
m

μ μμ μ μ
∞

=

= +
−∑ ) 

 = 1 1( 1)μ μ +  

 

 

2.4.3 Spatial SIS Model 

 

The simple SIS epidemic model เปนแบบจําลองทางคณิตศาสตรที่รูจักกันดีและประกอบดวยตัว

แปรสถานะเพียง 2 ตัว คือ S  หรือ [ ]S  (susceptible individual) และ I  หรือ [ ]I  (infective individual) 

ซึ่งเปนความสัมพันธแบบเดี่ยว โดยอัตราการติดเชื้อ (infection rate) และอัตราการหายปวย (recovery rate) 

เปนคาคงตัว ซึ่งใชสัญลักษณ β  และ δ  ตามลําดับ เนื่องจากการแพรระบาดจากคนสูคน (human-to-

human transmission) อยางเชน Swine Flu อาจเกิดจากการสัมผัสเชื้อโดยตรงและ/หรือการรับเชื้อที่กระจาย

อยูในอากาศ [15] ประกอบกับคําแนะนําของแพทยที่ใหผูปวยพักผอนอยูที่บาน ไมตองมาเรียนหรือทํางาน 

เพ่ือสุขภาพของผูปวยเองและผูอ่ืนที่อยูรอบขาง ผูวิจัยจึงตั้งสมมติฐานวา อัตราการติดเชื้อและอัตราการหาย

ปวยมีคาแปรผนัตามจํานวนของผูปวยที่อยูรอบตัวเรา ดังนั้น  

0 1 ( )
Seb b Q Iβ = +  และ 0 1 ( )xd d Q Iδ = −  

โดย 0 1 0 1, , ,b b d d  เปนคาคงตัว และแบบจําลองที่เหมาะสมในการอธิบายสถานการณนี้ควรนําการประมาณ

แบบคูมาประยุกตใชดวย เพราะมีการกลาวถึงความสัมพันธกับผูอ่ืนที่อยูรอบขาง โดย spatial SIS model จะ

มีตัวแปรสถานะเพิ่มขึ้นอีก 3 ตัว คือ [ ]SI  [ ]SS  และ [ ]II  ซึ่งลวนเปนความสัมพันธแบบคู  

การวิเคราะหทั้งในเชิงทฤษฎีและเชิงตัวเลขของ SIS epidemic model ที่ใชการประมาณแบบสมการ

คาเฉล่ีย และแบบการประมาณแบบคู ภายใตสมมติฐานที่วา xQ Q≡  และ [ ] [ ]S I N+ =  มีดังตอไปนี้ 
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Theoretical Results 

 

สมการความสัมพันธสามารถหาไดจากสูตรการประมาณแบบคู อันเนื่องมาจากการแจกแจงอเนกนามและการ

แจกแจงปวซง ดังแสดงใน Appendix B.1  

 

Mean-field Approximation 

เมื่อกําหนดให |i jq  มีคาเทากับ iq  สมการความสัมพันธ (Appendix B.1 version 1) จะสามารถเขียนใหอยู

ในรูปของสมการแบบคาเฉล่ียไดดังนี้ 

( ) ( )3 2 2
1 1 0 1 1 0 1 0

[ ] ( 1)[ ] 2 [ ] [ ]d I b Q Q I b Q b Q b Q d Q I b Q b Q d I
dt

= − − + − − + + + −  

กรณีที่ 1 1 0b =  จุดสมดุลคือ 

( )
( )1,2

0 0

0 1

[ ] 0,M
e

N b Q d
I

Q b d
−

=
−

 

กรณีที่ 2 1 0b ≠  จุดสมดุลคือ 

1,2

2
1 0 1 0

1

4 ( 1)( )
[ ] 0,

2 ( 1)
M
e

NL N L b Q Q b Q b Q d
I

b Q Q
± + − + −

=
−

 

เมื่อ 0 1 1( 2)L b Q b Q Q d Q= − + − +  

 

Pair Approximation 

จุดสมดุลของสมการความสัมพันธใน Appendix B.1 version 1 หาไดดังนี้ 

กรณีที่ 1 1 0b =  จุดสมดุลคือ 

( )
20 0 0

1 1
0 0 0 0 0

( 1) ( )( 1)[ ] ( )
( 1) ( 1)

P
e

d N Q b Q d Q NS d O d
b Q Q d b Q Q d b

− − −
= − +

− − − −
 

( )
( )

0 0 20 0
1 1

0 0 0 0 0

( 1) ( )( 1)[ ] ( )
( 1) ( 1)

P
e

NQ b Q d b Q d Q NI d O d
b Q Q d b Q Q d b

− − − −
= + +

− − − −
 

( ) ( )
20 0 0 0 0 0 0

1 12
0 0 0 0 0 0

( ( 1) ) ( ( 1) (2 1))( )[ ] ( )
( 1) ( 1)

P
e

d NQ b Q d b Q q d q b Q d NSI d O d
b Q Q d b b Q Q d b

− − − − − −
= − +

− − − −
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( ) ( )
2

20 0 0 0
1 12

0 0 0 0 0 0

(2 1)( )[ ] ( )
( 1) ( 1)

P
e

d NQ Q b Q d d NSS d O d
b Q Q d b b Q Q d b

− −
= − +

− − − −
 

( )
( )

( )
0 0 0 0 20 0 0 0

1 12
0 0 0 0 0 0

2 ( 1) (2 1) ( )( )( ( 1) )[ ] ( )
( 1) ( 1)

P
e

b Q Q d Q b Q d NNQ b Q d b Q dII d O d
b Q Q d b b Q Q d b

− − − −− − −
= + +

− − − −

. 

กรณีที่ 2 1 0b ≠  ไมสามารถหาจุดสมดุลในรูป explicit form ได 

 

สําหรับ 0 00.3, 0.2, 4, 100b d Q N= = = =  จะได [ ] 88M
eI ≈ , [ ] 121P

eI ≈ , [ ] 293P
eII ≈  

จะเห็นวา จุดสมดุลของแบบจําลองที่ใชการประมาณแบบสมการคาเฉล่ีย และแบบการประมาณแบบคูมีคาไม

เทากัน และ [ ] [ ]I II<  แสดงวา ผูปวยจะเกาะกลุมอยูใกลๆ กันแบบคลัสเตอร 

 

Numerical Results 

 

กราฟของสมการความสัมพันธใน Appendix B.1 version 1 

 

Fig. 5 The time series solution curves of the density of infected individuals iq . Parameters: 

0 1 0 10.3, 0, 0.2, 0b b d d= = = =  and 8,4,2,1Q =  (from top to bottom respectively). 
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Fig. 6 The time series solution curves of the density of infected individuals iq . Parameters: 

0 0 10.3, 0.2, 0, 4b d d Q= = = =  and 1 0.9,0.3,0.05,0.01b =  (from top to bottom respectively).  

 

 

Fig. 7 The time series solution curves of the density of infected individuals iq . Parameters: 

0 1 00.3, 0, 0.2, 4b b d Q= = = =  and 1 0.05,0.04,0.02,0d =  (from top to bottom respectively).  
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Fig. 8 The time series solution curves of the density of infected individuals iq . Parameters: 

0 1 0 10.3, 0.1, 0.2, 0.01b b d d= = = =  and 8,4,2,1Q =  (from top to bottom respectively).  

 

 

Fig. 9 The time series solution curves of the density of infected individuals iq . Parameters: 

0 1 0 10.3, 0.1, 0.2, 0.01, 2b b d d Q= = = = =  . Poisson (top) and multinomial (bottom).  
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จะเห็นไดวา แบบจําลองที่ใชการประมาณแบบคูนั้นสามารถนํามาใชอธิบายปรากฏการณที่คนปกติมี

แนวโนมที่จะติดเชื้อไวรัสไดงายขึ้น ถามีผูใกลชิดปวยอยูกอนแลว และโอกาสในการปวยจะแปรผันตรงตาม

จํานวนผูปวยที่อยูรอบขาง นอกจากนี้ จุดสมดุลของแบบจําลองที่ใชการประมาณแบบคู อันเนื่องมาจากการ

แจกแจงอเนกนามและการแจกแจงปวซงยังมีคาใกลเคียงกัน ดังรูป Fig. 9 และจุดสมดุลจะย่ิงมีคาใกลกันมาก

ย่ิงขึ้นเมื่อ Q มีคามากขึ้น 

สําหรับสูตรการประมาณแบบคูที่ผูวิจัยไดพัฒนาขึ้น นอกจากจะใชกับ SIS epidemic model ขางตน

แลว ยังสามารถนํามาใชกับระบบที่อัตราการเปลี่ยนแปลงไดรับผลกระทบจากผูอยูรอบขางดวย ตอไปนี้เปน

ตัวอยางที่ซับซอนมากขึ้น เพราะเกี่ยวของกับวิวัฒนาการ 

 

2.4.4 Evolution of Altruism 

 

สําหรับปรากฏการณทางชีววิทยาที่ส่ิงมีชีวิตบางชนิด อาทิเชน มด ผึ้ง ตอ และหมาใน ยอมชวยเหลือ

เครือญาติ โดยไมคํานึงถึงประโยชนของตัวเอง เพ่ือดํารงเผาพันธุของตัวเองใหอยูรอดนั้น ไมสามารถอธิบาย

ไดดวยทฤษฎีการเลือกสรรโดยธรรมชาติ (natural selection) ตอมาในป ค.ศ. 1964 William Donald 

Hamilton [16, 17] ไดพยายามอธิบายปรากฏการณนี้ ดวยทฤษฎีที่เรียกวา kin selection ซึ่งกลาววา 

ส่ิงมีชีวิตที่มีลักษณะชวยเหลือเครอืญาติจะยินยอมเสียสละชีวิตของตน (cost of its own life) เพ่ือชวยใหญาติ

ของตนมีลูกหลานมากขึ้น โดยเงื่อนไขจําเปนที่จะทําใหส่ิงมีชีวิตนี้อยูรอด ก็คือ 

 

     0>− cbr   

 

เมื่อ r  คือ ความสัมพันธทางเครือญาติ (relatedness) ระหวางสิ่งมีชีวิตที่มีลักษณะชวยเหลือเครือญาติ 

(altruist) และผูรับความชวยเหลือ b  คือ กําไร (benefit) ที่ผูรับความชวยเหลือจะไดรับ และ c  คือ ตนทุน 

(cost) ของสิ่งมีชีวิตที่มีลักษณะชวยเหลือเครือญาติ โดยความสัมพันธทางเครือญาติก็คืออันตรกิริยาเฉพาะที่

แบบหนึ่ง ดังนั้น การตรวจสอบความเที่ยงตรง (validity) ของกฎที่ Hamilton ต้ังขึ้น จึงควรใชแบบจําลองเชิง
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พ้ืนที่ อยางไรก็ตาม ระบบนี้ซับซอนกวาการเปลี่ยนสถานะของจุด เพราะมีการโยงความสัมพันธทางเครือ

ญาติดวย จึงตองใชสูตรการประมาณแบบคูที่พัฒนาขึ้นใหม 

สําหรับระบบนิเวศวิทยาที่ประกอบดวย Ν จุด โดยแตละจุดอาจถูกจับจองโดยสิ่งมีชีวิตใดส่ิงมีชีวิต

หนึ่งหรือไมก็ได สําหรับส่ิงมีชีวิตที่ผูวิจัยกําลังสนใจเปนส่ิงมีชีวิตชนิดหนึ่งที่มีการสืบพันธุโดยอาศัยเพศและมี

ยีนแตกตางกัน 2 แบบ คือ ยีน N (wild type gene) และยีน A (mutant gene) ดังนั้นผูวิจัยสามารถเขียน

สมการหลัก (master equations) ไดดังแสดงใน Appendix A.2 

ถาส่ิงมีชีวิตที่มียีน N ไมมีพฤติกรรมที่เห็นแกประโยชนของสิ่งมีชีวิตตัวอื่นเปนหลัก ในขณะท่ีส่ิงมีชีวิต

ที่มียีน A มีพฤติกรรมที่เห็นแกประโยชนของสิ่งมีชีวิตตัวอื่นเปนหลัก โดยยอมเสียสละประโยชนสวนตน เพ่ือ

ชวยเหลือเครือญาติ (relationship) ทั้งในการเลี้ยงดูลูก (offspring) และการปกปองจากภยันตรายทั้งปวง 

ผูวิจัยจึงแบงการศึกษาออกเปน 2 กรณี ดังนี้ 

 

     กรณีท่ี 1 altruism มีผลกระทบตออัตราการเกิด แตไมมีผลกระทบตออัตราการตาย  

ส่ิงมีชีวิตที่มียีน A จะไมคอยปรารถนาที่จะมีลูกเอง ดังนั้นอัตราการเกิดจึงถูกลบออกดวย c (fitness cost) แต

ยินดีที่จะชวยเครือญาติ (R) ใหมีลูกมากขึ้นแทน ดังจะเห็นไดจากสมการตอไปนี้  
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เมื่อนําอัตราการเกิดและอัตราการตายขางตนไปแทนลงในสมการหลัก (Appendix A.2) พรอมทั้งนําสูตรการ

ประมาณแบบคูที่พัฒนาขึ้นมาประยุกตใช จะไดสมการความสัมพันธ (correlation equations) ดังแสดงใน 

Appendix B.2 

 เง่ือนไขที่ทําใหส่ิงมีชีวิตแบบ altruism สามารถอยูรอดทามกลางสิ่งมีชีวิตแบบ non-altruism คือ 

Invasion exponent มีคามากกวาศูนย โดย Invasion exponent สําหรับแบบจําลองที่ใชสูตรการประมาณ

แบบคู อันเนื่องมาจากการแจกแจงอเนกนาม คือ 
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และสําหรับแบบจําลองที่ใชสูตรการประมาณแบบคู อันเนื่องมาจากการแจกแจงปวซง คือ    
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     กรณีท่ี 2 altruism มีผลกระทบตออัตราการตาย แตไมมีผลกระทบตออัตราการเกิด  

ส่ิงมีชีวิตที่มียีน A จะหวงความปลอดภัยของเครือญาติมากกวาตนเอง ดังนั้นอัตราการตายจึงถูกเพ่ิมดวย c 

(fitness cost) ดังจะเห็นไดจากสมการตอไปนี้  
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เมื่อนําอัตราการเกิดและอัตราการตายขางตนไปแทนลงในสมการหลัก (Appendix A.2) พรอมทั้งนําสูตรการ

ประมาณแบบคูที่พัฒนาขึ้นมาประยุกตใช จะไดสมการความสัมพันธ (correlation equations) ดังแสดงใน 

Appendix B.2 

 Invasion exponent สําหรับแบบจําลองที่ใชสูตรการประมาณแบบคู อันเนื่องมาจากการแจกแจง

อเนกนาม และการแจกแจงปวซงมีคาเทากัน คือ 

 

1 |
R
A Ad Qq c−  

 

สําหรับ Simulation ตอไปนี้ ไดมาจากการ run โปรแกรมภาษาซี ซึ่งเขียนจําลองสถานการณบน

แบบจําลองแลตทิสปกติ แบบ 2 มิติ โดยแตละจุดกําหนดใหมีเพ่ือนบาน 4 จุด ในขณะที่ขอบดานซายจะเชื่อม

กับขอบดานขวา และขอบดานบนก็จะเชื่อมกับขอบดานลาง (2d regular square lattice with 4 cell von 

Neumann neighborhood and toroidal boundary) การเปล่ียนแปลงสถานการณเปนไปแบบสุม และเวียนทํา

ไปเรื่อยๆ  

 

2.4.5 Simulation 
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กรณีท่ี 1 altruism มีผลกระทบตออัตราการเกิด แตไมมีผลกระทบตออัตราการตาย 

 

               

 

   Event 1     Event 10000 

 

   

 

  Event 20000    Event 30500 

 

Fig. 10   When Ν = 2500, Q = 4, 0b = 2.0, 0d = 0.1, 1b = 0.01, c = 0.001 and the initial 

proportion of altruists(red) equals 6 among non-altruists(green). 
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กรณีท่ี 2 altruism มีผลกระทบตออัตราการตาย แตไมมีผลกระทบตออัตราการเกิด 

 

    

 

   Event 1     Event 12000 

 

    

 

  Event 24000    Event 36311 

 

Fig. 11  When Ν = 2500, Q = 4, 0b = 2.0, 0d = 0.1, 1d = 0.01, c = 0.001 and the initial 

proportion of altruists(red) equals 6 among non-altruists(green). 
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2.5 สรุปและวิจารณผลการทดลอง 

 

แบบจําลองที่ใชสมการแบบคาเฉลี่ย (moment closure approximation อันดับที่ 0) สามารถอธิบาย

ความสัมพันธโดยรวมระดับประชากรไดดี แตไมสามารถอธิบายอันตรกิริยาเฉพาะที่ (local interaction) ได

ในขณะที่ แบบจําลองที่ใชการประมาณแบบคู (moment closure approximation อันดับที่ 1)  จะสามารถบอก

การเปล่ียนแปลงของความสัมพันธทั้งแบบเดี่ยวและแบบคูได โดยสูตรการประมาณแบบคูที่ไดพัฒนาขึ้น (ใช

การแจกแจงแบบปวซง) นั้น มีความคลายคลึงกับสูตรที่ใชการแจกแจงแบบอเนกนาม ขอแตกตางอยูที่คา

สัมประสิทธิ์ที่คูณอยูขางหนาเทอมตางๆ นั่นเอง สูตรการประมาณแบบคูทั้งที่ใชการแจกแจงแบบอเนกนาม 

และการแจกแจงแบบปวซงจะเหมือนกัน เมื่อ Q มีคามากๆ โดยสูตรที่ใชการแจกแจงแบบอเนกนามเหมาะที่

จะใชกับแบบจําลองแลตทิซที่มีจํานวนเพื่อนบานคงที่ ในขณะท่ีสูตรที่ใชการแจกแจงแบบปวซงเหมาะที่จะใช

กับระบบท่ีจํานวนเพื่อนบานไมจําเปนตองคงที่ ขอดีของสูตรการประมาณแบบคูที่ไดพัฒนาขึ้น คือ สามารถ

นําไปใชกับปรากฏการณใดๆ ที่อัตราการเปลี่ยนแปลงไดรับผลกระทบจากผูอยูรอบขาง อาทิเชน spatial SIS 

epidemic model และ  evolution of altruism 

Spatial SIS epidemic model ตอกย้ําใหเห็นวา การแพรระบาดของเชื้อไวรัสสามารถระงับไดโดยการ

ลดกิจกรรมทางสงัคม เพราะยิ่งมีคนอยูรอบขางเรามาก ก็ย่ิงมีโอกาสติดโรคมากขึ้นดวย และการแพรระบาดมี

ลักษณะแบบคลัสเตอร 

สําหรับ evolution of altruism เง่ือนไขที่ทําใหส่ิงมีชีวิตแบบ altruism สามารถอยูรอดทามกลาง

ส่ิงมีชีวิตแบบ non-altruism ของ Hamilton นั้นเปนเพียงกรณีเฉพาะกรณีหนึ่ง เพราะอยูในรูปแบบอยางงาย 

เมื่อเทียบกับเง่ือนไขที่หาได 
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บทที่ 3 

Output of the Project 

 
 ไดสูตรเพ่ิมเติม สําหรับการประมาณแบบคู ซึ่งพัฒนาโดยนําการแจกแจงแบบปวซงมาชวย 

 ไดเปรียบเทียบแบบจําลองที่ใชการประมาณแบบสมการคาเฉล่ีย และแบบการประมาณแบบคู 

 ไดเปรียบเทียบแบบจําลองที่ใชการประมาณแบบคู อันเนื่องมาจากการแจกแจงอเนกนาม และการ

แจกแจงปวซง 
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Hopf Bifurcation in a Nutrient Removal Model 
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Abstract 
 

In everyday life, the total nitrogen is regularly discharged into the water body mainly 
by household and agricultural area. If the total nitrogen is in the high level, the nitrate 
nitrogen will cause the eutrophication. This phenomenon causes severe water quality 
problems and threatens the survival of aquatic populations. Luckily, nitrogen is one 
of the principal nutrients for plant. The riparian vegetation has an incredible ability to 
remove the total nitrogen by uptake and converse to its own biomass. Therefore, 
nonlinear mathematical models are fundamentally established in order to describe the 
environmental interaction between total nitrogen in soil solution and plant biomass. 
Finally, we study analytically and numerically the behavior of these models. 
 
Keywords: nutrient removal model, stability, Liapunov function. 
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The spatial interaction plays an important role in many ecological situations. 

A lattice model is a popular tool for creating such a grid structure of discrete 
individuals together with their possible connection. The procedure, however, is very 
computation time consuming depending on the model complexity. Therefore, master 
equations, correlation equations, and pair approximations are proposed as analytical 
methods. In this paper, a new approach to pair approximation method is introduced. 
The main assumption beyond this approach is that the space average and the 
probabilistic average are identical when the total population size is large enough. This 
technique is suitable for a model composed of individuals whose event rates such as 
birth rate, death rate, transmission rate, and recovery rate are additionally affected by 
their nearby neighbor. We, finally, apply this technique to a simple SIS epidemic 
model. 
 
Keywords—Pair approximation, Probability distribution, SIS epidemic model, Spatial 
model.  
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