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บทคัดย่อ

งานวิจัยนี้มุ่งพัฒนาระบบควบคุมกระบวนการเชิงสถิติสำหรับกระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้น
ไม่คงที่ ตัวแบบปริภูมิสถานะถูกนำมาใช้เพื่ออธิบายคุณลักษณะและสมบัติของกระบวนการ การ
ประมาณและการพยากรณ์การเปลี่ยนแปลงของกระบวนการพิจารณาจากตัวกรอง เมื่อสมมติตัว
รบกวนของกระบวนการมีการแจกแจงลาปาสนัยทั่วไปพหุตัวแปร ตัวกรองจะมีความแกร่งต่อค่า
นอกกลุ่มของตัวรบกวนและสามารถประมาณขนาดการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการได้อย่างมี
ประสิทธิภาพ ประสิทธิภาพของตัวกรองที่มีความแกร่งขึ้นอยู่กับตัวประกอบปรับค่า การศึกษา
ประสิทธิภาพของตัวกรองที่มีความแกร่งดำเนินการโดยการจำลองแบบด้วยเทคนิคมอนติคาร์โล
พบว่า ตัวกรองที่มีความแกร่งที่ขึ้นอยู่กับตัวประกอบปรับค่าหลายตัวเป็นตัวกรองที่มีประสิทธิภาพ
เมื่อพิจารณาค่าเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกำลังสองของการประมาณตัวแปรสถานะ และอัตราการ
ลู่เข้าของค่าเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกำลังสองของการประมาณตัวแปรสถานะ
ระบบควบคุมกระบวนการเชิงสถิติพัฒนาขึ้นจากการผสานเทคนิคการปรับกระบวนการ ซึ่ง

เป็นเทคนิคตามแนวคิดการควบคุมกระบวนการเชิงวิศวกรรม และเทคนิคแผนภูมิควบคุมซึ่งเป็น
เครื่องมือทางสถิติตามแนวคิดการควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ เทคนิคทั้งสองได้ประยุกต์ตัวกรอง
ที่มีความแกร่งที่พัฒนาขึ้น เพื่อเพิ่มประสิทธิภาพการทำงานของระบบควบคุมกระบวนการเชิง
สถิติ กล่าวคือ เทคนิคการปรับกระบวนการพัฒนาขึ้นจากทฤษฎีการควบคุมสโตคาสติกเชิงเส้น
เมื่อสมมติตัวรบกวนมีการแจกแจงลาปาสนัยทั่วไปพหุตัวแปร ผลลัพธ์ที่ได้คือตัวประมาณตัวแปร
ควบคุมนำเข้าเป็นฟังก์ชันของตัวประมาณตัวแปรสถานะที่มีความแกร่ง ซึ่งทำให้สามารถปรับ
กระบวนการกลับสู่ค่าเป้าหมายได้อย่างรวดเร็ว เนื่องจากการปรับกระบวนการดังกล่าวไม่จำเป็น
ต้องทราบสาเหตุความผิดปกติที่ส่งผลต่อการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการ ซึ่งจะไม่ถูกกำจัดจาก
กระบวนการ ด้วยเหตุนี้จึงทำให้การเปลี่ยนแปลงของกระบวนการยังคงปรากฏในอนาคต เทคนิค
แผนภูมิควบคุมความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์ของตัวกรองที่มีความแกร่งจึงถูกสร้างขึ้น เพื่อ
ตรวจจับการเปลี่ยนแปลงที่ผิดปกติของกระบวนการ แผนภูมิควบคุมความคลาดเคลื่อนของการ
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พยากรณ์สามารถแสดงคาบเวลาที่กระบวนการปรากฏการเปลี่ยนแปลงที่ผิดปกติได้อย่างชัดเจน
ดังนั้นระบบควบคุมกระบวน การเชิงสถิติทำให้การแก้ปัญหาความผิดปกติของกระบวนการเป็น
ไปอย่างสมบูรณ์ ซึ่งนำไปสู่การลดลงของความผันแปรของกระบวนการ และกระบวนการอยู่ใน
สภาพของการควบคุมเชิงสถิติ

คำหลัก: ตัวกรองที่มีความแกร่ง, การปรับกระบวนการ, แผนภูมิควบคุม, การควบคุมกระบวนการ
เชิงสถิติ, การควบคุมกระบวนการเชิงวิศวกรรม
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Abstract

This research is to develop the statistical process control system involving a nonsta-
tionary linear stochastic process. State space model is used to describe characteristics
and properties of the process. To estimate and forecast a change in the process, the
filter is constructed by assuming the noise terms are multivariate generalized Laplace
distributed. This filter possesses a robust property to outliers in the noise terms such that
a magnitude of process change can be approximated precisely. Including an adaptive
factor, an effectiveness of the robust filter should be improved. An investigation of filter
performance is established by Monte Carlo simulation. The results show that the robust
filter with multi adaptive factors performs well in terms of both a mean squared state error
and a convergence rate of mean squared state error.
Statistical process control system is introduced as an integration of a process adjust-

ment in a conception of engineering process control and a control charting technique
as a tool in statistical process control. To enchance an effectiveness of the statistical
process control system, the robust filter should be applied. Process adjustment is ob-
tained by linear stochastic control theory as the noise terms assumingly have multivariate
generalized Laplace distributions. Then, the control input variable as a function of the
robust state variable is provided to bring the process back to a target. However, the
process adjustment does not ask to search for causes of process changes. Dealing
with no elimination of causes, those changes may be occurred repeatedly. Thus, the
control chart of forecast error obtained by the robust filter is constructed to monitor
a process and to point out a time period when a process change is occurred. The
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results show that statistical process control system yields a reduction in process vari-
ation and provides an absolute solution to maintain a process in a state of statistical control.

Keywords: Robust filter, Process adjustment, Control chart, Engineering process control,
Statistical process control



Executive summary
การควบคุมกระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้นไม่คงที่มักใช้กลยุทธ์การปรับกระบวนการ เพื่อ

นำกระบวนการกลับสู่ค่าเป้าหมายที่กำหนด เมื่อกระบวนการเบี่ยงเบนจากค่าเป้าหมาย แนวคิด
ดังกล่าวเป็นหนึ่งในการควบคุมกระบวนการเชิงวิศวกรรม อย่างไรก็ตาม สาเหตุความผิดปกติ
ของกระบวนการที่ส่งผลให้เกิดการเปลี่ยนแปลงจะไม่ถูกกำจัดจากกระบวนการ และยังคงปรากฏ
ในกระบวนการ การควบคุมกระบวนการเชิงสถิติเป็นเทคนิคการปรับกระบวนการเช่นกัน แต่มุ่ง
ตรวจจับ ค้นหา และกำจัดสาเหตุความผิดปกติ ภายใต้กระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้นคงที่ ระบบ
ควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ SPCS ถูกพัฒนาขึ้นโดยการผสานเทคนิคการควบคุมกระบวนการ
ทั้งสองข้างต้น เพื่อควบคุมกระบวนการให้อยู่บนค่าเป้าหมายที่กำหนด และอยู่ในสภาพการควบ
คุมเชิงสถิติ
กระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้นสามารถอธิบายด้วยตัวแบบปริภูมิสถานะ ขนาดการเปลี่ยน

แปลงของกระบวนการสามารถประมาณหรือพยากรณ์ด้วยตัวกรองของตัวแบบปริภูมิสถานะ การ
เปลี่ยนแปลงของกระบวนการเป็นผลจากค่านอกกลุ่มในตัวรบกวนระบบ ซึ่งตัวรบกวนระบบมัก
ถูกสมมติว่ามีการแจกแจงหางยาวและหนากว่าการแจกแจงปกติ กรณีดังกล่าว ตัวกรองมาตรฐาน
คาลแมนจะเป็นตัวประมาณตัวแปรสถานะที่ไม่มีประสิทธิภาพ ตัวกรองที่มีความแกร่งต่อค่านอก
กลุ่มในตัวรบกวนระบบจึงถูกนำเสนอ เพื่อลดผลกระทบของค่านอกกลุ่มในการประมาณตัวแปร
สถานะ

รูปที่ 1: MSSE ของตัวกรอง KF, MGLF-S และ MGLF-M

งานวิจัยนี้ ตัวกรองที่มีความแกร่ง MGLF ถูกพัฒนาโดยสมมติตัวรบกวนระบบมีการแจกแจง
ลาปาสนัยทั่วไปพหุตัวแปร ซึ่งการแจกแจงดังกล่าวสามารถอธิบายทั้งกระบวนการปกติและกระ
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รูปที่ 2: ขั้นตอนการทำงานของการควบคุม LQ-MGL

บวนการที่ปรากฏการเปลี่ยนแปลง ตัวกรอง MGLF ที่พัฒนาขึ้นอยู่กับตัวประกอบปรับค่า ซึ่ง
สามารถจำแนกออกเป็นตัวกรอง MGLF ที่มีตัวประกอบปรับค่าตัวเดียว MGLF-S กล่าวคือ ตัว
กรอง MGLF ที่ให้น้ำหนักกับตัวแปรทุกตัวเท่ากัน แม้ว่าตัวแปรบางตัวจะไม่มีการเปลี่ยนแปลง
ของกระบวนการ และตัวกรอง MGLF ที่มีตัวประกอบปรับค่าหลายตัว MGLF-M ซึ่งให้น้ำหนัก
กับตัวแปรแต่ละตัวแตกต่างกัน ขึ้นอยู่กับการเปลี่ยนแปลงที่ปรากฏขึ้นในแต่ละตัวแปร

รูปที่ 3: MSSE ของการควบคุม LQ-MGL

ประสิทธิภาพของตัวกรอง MGLF ถูกศึกษาด้วยการทดลองจำลองแบบมอนติคาร์โล พบว่า
ตัวกรอง MGLF-M มีประสิทธฺภาพสูงสุด เมื่อพิจารณาค่าเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกำลังสองของ
การประมาณตัวแปรสถานะ MSSE แสดงดังรูปที่ 1 ร่วมกับการพิจารณาอัตราการลู่เข้าของ
MSSE ซึ่งตัวกรอง MGLF-M มีอัตราการลู่เข้าของ MSSE เร็วที่สุดเช่นกัน นั่นคือ ตัวกรอง
MGLF-M เหมาะสมที่จะประยุกต์ในการอธิบายการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการ
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รูปที่ 4: ขั้นตอนการทำงานระบบควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ SPCS

การปรับกระบวนการแบบป้อนกลับดำเนินการโดยการควบคุมสโตคาสติกเชิงเส้น LQ-MGL
ซึ่งพัฒนาจากทฤษฎีการควบคุมสโตคาสติกเชิงเส้น การควบคุม LQ-MGL ประกอบด้วย การ
ประมาณขนาดการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการ และการประมาณขนาดการปรับกระบวนการ
กลับสู่ค่าเป้าหมายที่กำหนด การประมาณขนาดการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการขึ้นอยู่กับตัว
กรอง MGLF นอกจากนี้ การประมาณขนาดการปรับกระบวนการเป็นฟังก์ชันของตัวประมาณ
ตัวแปรสถานะของตัวกรอง MGLF ขั้นตอนการทำงานของการควบคุม LQ-MGL แสดงดังรูปที่
2 การศึกษาประสิทธิภาพของการควบคุม LQ-MGL พบว่า การควบคุม LQ-MGL ที่ขึ้นอยู่กับ
ตัวกรอง MGLF-M สามารถปรับกระบวนการกลับสู่ค่าเป้าหมายที่กำหนดได้อย่างรวดเร็วและมี
ประสิทธิภาพสูงสุด เมื่อขนาดการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการมีนัยสำคัญ ดังรูปที่ 3
ระบบควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ SPCS ประกอบด้วย การควบคุม LQ-MGL และแผนภูมิ

ควบคุม χ2-MGL ซึ่งพิจารณาความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์ค่าวัดล่วงหน้า 1 คาบ แสดง
ดังรูปที่ 4 เพื่อตรวจจับความผิดปกติของกระบวนการ ซึ่งจะนำไปสู่การค้นหาและกำจัดสาเหตุ
ความผิดปกติดังกล่าว จนทำให้กระบวนการไม่ปรากฏการเปลี่ยนแปลงที่เป็นผลจากสาเหตุความ
ผิดปกตินั้น อย่างไรก็ตาม เพื่อลดการปรับกระบวนการที่ไม่จำเป็น การประยุกต์ช่วงการปรับ
กระบวนการ กับการควบคุม LQ-MGL เรียกว่า การควบคุม LQ-MGL ที่ขึ้นอยู่กับช่วงการปรับ
กระบวนการ LQ-MGL(FDBA) ขั้นตอนการทำงานแสดงดังรูปที่ 5 แผนภูมิ SMGLC ที่กำหนด
ช่วงการปรับกระบวนการ G∗ ถูกนำมาใช้เป็นเกณฑ์ตัดสินใจในการปรับกระบวนการ แผนภูมิ
SMGLC ประยุกต์จากแผนภูมิควบคุม SMGLC ซึ่งสามารถตรวจจับการเปลี่ยนแปลงได้ทั้งค่า
กลางและการกระจายของกระบวนการ โดยที่ G∗ จะถูกกำหนดจนทำให้แผนภูมิควบคุมมีโอกาส
ที่จะส่งสัณญาณผิดพลาดในการตรวจจับความผิดปกติ เมื่อกระบวนการอยู่ในการควบคุม จาก
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รูปที่ 5: ขั้นตอนการทำงานระบบควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ SPCS(FDBA)

รูปที่ 6: MSSE ของการควบคุม LQ-MGL(FDBA)
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การศึกษา พบว่า แผนภูมิควบคุม SMGLC มีประสิทธิภาพในการตรวจจับความผิดปกติของ
กระบวนการไม่แตกต่างจากการใช้คู่ของแผนภูมิควบคุมค่ากลางและแผนภูมิควบคุมการกระจาย
ขณะที่แผนภูมิควบคุม SMGLC สามารถตรวจจับการเปลี่ยนแปลงทั้งค่ากลางและการกระจายได้
เพียงแผนภูมิเดียว
ประสิทธิภาพของการควบคุม LQ-MGL(FDBA) สามารถแสดงดังรูปที่ 6 พบว่า MSSE ของ

การควบคุม LQ-MGL(FDBA) ที่ขึ้นอยู่กับตัวกรอง MGLF-M มีค่าน้อยที่สุด และ MSSE มี
ค่าลดลงอย่างรวดเร็ว เมื่อขนาดการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการเพิ่มมากขึ้น หมายความว่า
การควบคุม LQ-MGL(FDBA) ที่ขึ้นอยู่กับตัวกรอง MGLF-M มีประสิทธิภาพสูงสุดในการดึง
กระบวนการกลับสู่ค่าเป้าหมายที่กำหนดรวดเร็วที่สุด นอกจากนี้ ประสิทธิภาพของการควบคุม
ยังขึ้นอยู่กับประสิทธิภาพของตัวกรอง และประสิทธิภาพของระบบควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ
ขึ้นอยู่กับประสิทธิภาพของตัวกรองและประสิทธิภาพของแผนภูมิควบคุม χ2-MGL ซึ่งทั้งเทคนิค
ตัวกรองและแผนภูมิควบคุมเป็นเทคนิคทางสถิติ ดังนั้นระบบควบคุมกระบวนการเชิงสถิติจึงเป็น
เทคนิคทางสถิติในการควบคุมกระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้นไม่คงที่
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บทที่ 1

ความสำคัญของปัญหา

1.1 ความสำคัญของปัญหา

กระบวนการในอุตสาหกรรมปัจจุบันมีความซับซ้อนมากขึ้น ดังนั้นเทคนิคการควบคุมกระบวน
การจึงได้รับการพัฒนาให้มีประสิทธิภาพสูงขึ้น เพื่อมุ่งลดความผันแปรของกระบวนการลง การ
ควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ (statistical process control: SPC) และการควบคุมกระบวนการ
เชิงวิศวกรรม (engineering process control: EPC) ถูกพัฒนาและประยุกต์ในสาขาที่แตกต่างกัน
แต่มีเป้าหมายเดียวกันคือการลดความผันแปรของกระบวนการ SPC คือกลุ่มเครื่องมือทางสถิติ
ที่นำมาใช้เพื่อตรวจจับความผิดปกติของกระบวนการและค้นหาสาเหตุความผิดปกตินั้น ขณะที่
EPC เป็นเครื่องมือควบคุมกระบวนการเชิงวิศวกรรมที่มุ่งลดความผันแปรของกระบวนการด้วย
การปรับกระบวนการ (process adjustment) ให้อยู่ในสภาพควบคุมหรือเป้าหมาย (target)
แผนภูมิควบคุม (control chart) เป็นเครื่องมือหนึ่งที่มีประสิทธิภาพสูงและนิยมใช้ในการ

ควบคุมกระบวนการเชิงสถิติซึ่งถูกนำมาใช้เพื่อตรวจจับความผิดปกติของกระบวนการ โดยพิจาร-
ณาการเปลี่ยนแปลงของพารามิเตอร์ (parameter) ของกระบวนการ กล่าวคือ ค่ากลางและค่า
การกระจาย เมื่อสาเหตุความผิดปกติถูกกำจัด ความผันแปรของกระบวนการจะลดลง โดยปกติ
แผนภูมิควบคุมมีข้อสมมติ (assumption) ว่าข้อมูลต้องเป็นอิสระต่อกัน (uncorrelated data) แต่
ในบางสถานการณ์ ข้อมูลอาจจะไม่เป็นไปตามข้อสมมติดังกล่าว ซึ่งส่งผลต่อประสิทธิภาพของ
แผนภูมิควบคุมที่ลดลง การแก้ปัญหาดังกล่าวสามารถดำเนินการใน 2 แนวทาง กล่าวคือ
ก. เนื่องจากความสัมพันธ์ระหว่างข้อมูลส่งผลต่อความคลาดเคลื่อนมาตรฐาน (standard error)
ของตัวสถิติที่พิจารณา ดังนั้นขีดจำกัดควบคุม (control limits) ของแผนภูมิควบคุมจะถูก
ปรับด้วยค่าสหสัมพันธ์ของข้อมูล

ข. ภายใต้ข้อสมมติของข้อมูลที่เป็นอิสระต่อกัน ความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์ล่วงหน้า 1
คาบ (innovation) ถูกพิจารณาจากรูปแบบความสัมพันธ์ของข้อมูล ซึ่งเป็นอิสระต่อกันใน



1.1 ความสำคัญของปัญหา 2

รูปที่ 1.1: การผสานการควบคุมกระบวนการเชิงวิศวกรรมและการควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ

ทางทฤษฎี จากนั้นแผนภูมิควบคุมของส่วนเหลือจะถูกสร้างเพื่อใช้ตรวจจับความผิดปกติ
ของกระบวนการ
การปรับกระบวนการเป็นเทคนิคหนึ่งของ EPC ภายใต้แนวคิดการใช้ตัวแปรควบคุม (control

variable) ในการชดเชย (compensate) ผลกระทบของการเปลี่ยนแปลงปัจจัยต่างๆ ด้วยการปรับ
กระบวนการ เพื่อให้กระบวนการผลิตอยู่บนเป้าหมายที่กำหนด ดังนั้นการควบคุมกระบวนการ
เชิงวิศวกรรมจะส่งผลให้ค่าการกระจายของกระบวนการผลิตลดลง
เนื่องจากการปรับกระบวนการทางวิศวกรรมไม่ได้กำจัดสาเหตุความผิดปกติของกระบวนการ

ดังนั้นสาเหตุความผิดปกติดังกล่าวจะยังคงอยู่ในกระบวนการ ขณะที่การควบคุมกระบวนการเชิง
สถิติพยายามค้นหาและกำจัดสาเหตุความผิดปกติเหล่านั้น ดังนั้นแนวคิดการผสานการควบคุม
กระบวนการเชิงวิศวกรรมและการควบคุมกระบวนการเชิงสถิติจึงเกิดขึ้น เพื่อเพิ่มประสิทธิภาพ
ของการควบคุมคุณภาพของกระบวนการ รูปแบบแรก คือ การใช้แผนภูมิควบคุมเป็นตัวกรอง
(filter) ในการกำหนดขนาดของการปรับกระบวนการผลิต แสดงดังรูปที่ 1.1 (ก) ส่วนรูปแบบ
ที่สองแสดงดังรูปที่ 1.1 (ข) แผนภูมิควบคุมถูกใช้เพื่อตรวจจับความผิดปกติของผลผลิตจาก
กระบวนการ
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รูปที่ 1.2: ระบบการผสานการควบคุมกระบวนการเชิงวิศวกรรมและการควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ

Box & Paniagua-Quiñones (2007) เสนอระบบการผสานการควบคุมกระบวนการเชิงวิศว-
กรรมและการควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ ซึ่งประกอบด้วยเทคนิคการปรับกระบวนการด้วยการ
ใช้แผนภูมิควบคุม และเทคนิคการตรวจจับความผิดปกติของกระบวนการด้วยแผนภูมิควบคุม
แสดงดังรูปที่ 1.2 และ Box & Narasimhan (2010) เรียกระบบการผสานเทคนิคการควบคุม
กระบวนการนี้ว่า synergy control
โครงการวิจัยนี้มุ่งพัฒนาระบบควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ (statistical process control sys-

tem: SPCS) ที่ประกอบด้วยเทคนิคการปรับกระบวนการที่ขึ้นอยู่กับตัวกรองที่มีความแกร่ง
และแผนภูมิควบคุมสำหรับตรวจสอบความผิดปกติทั้งค่ากลางและการกระจายของกระบวนการ
สำหรับข้อมูลพหุตัวแปรที่มีสหสัมพันธ์ในตัวเอง (multivariate autocorrelated data)

1.2 การกำหนดปัญหาของโครงการวิจัย

1.2.1 เทคนิดตัวกรองที่มีความแกร่ง (robust filtering technique)

กระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้น (linear stochastic process) สามารถอธิบายได้ด้วยตัวแบบ
ปริภูมิสถานะ (state space model) ซึ่งประกอบด้วยสมการระบบ (system equation) และ
สมการค่าวัด (measurement equation) การเปลี่ยนแปลงของระบบขึ้นอยู่กับเวกเตอร์สถานะ
(state vector) และตัวรบกวนระบบ (system noise) ขณะที่ การเปลี่ยนแปลงของค่าวัดขึ้นอยู่กับ
เวกเตอร์สถานะและตัวรบกวนค่าวัด (measurement noise) ตัวกรองเชิงเส้น (linear filter) ที่นิยม
ใช้ในการประมาณค่าเวกเตอร์สถานะ คือ ตัวกรองคาลแมน (Kalman filter: KF) ซึ่งเป็นตัวกรอง
ที่มีค่าเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนกำลังสองของการประมาณเวกเตอร์สถานะ (mean of squared
state error: MSSE) น้อยที่สุด โดยปกติ ตัวรบกวนระบบและตัวรบกวนค่าวัดมักจะสมมติว่ามี
การแจกแจงปกติ (normal distribution) ถ้าตัวรบกวนใดปรากฏค่านอกกลุ่ม (outlier) ตัวรบกวน
ดังกล่าวมักจะถูกสมมติว่ามีการแจกแจงหางหนา (heavy tails) กว่าหางของการแจกแจงปกติ
กรณีนี้ KF จะเป็นตัวกรองที่ไม่มีประสิทธิภาพ
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ดังนั้นตัวกรองที่มีความแกร่งจึงถูกพัฒนาขึ้นเพื่อรองรับปัญหาดังกล่าว โครงการวิจัยนี้พิจาร-
ณากระบวนการสโตคาสติกที่มีการเปลี่ยนแปลงค่ากลางของระบบซึ่งเกิดจากค่านอกกลุ่มของ
ตัวรบกวนระบบ ดังนั้นตัวกรองที่มีความแกร่ง (robust filter) ต่อการเปลี่ยนแปลงค่ากลางของ
ระบบจึงถูกพัฒนาขึ้นด้วยวิธีของเบย์ (Bayesian method) เมื่อตัวรบกวนระบบถูกสมมติว่ามีการ
แจกแจงลาปาสนัยทั่วไปพหุตัวแปร (multivariate generalized Laplace distribution: MGL)
เรียกว่า ตัวกรองที่มีความแกร่ง MGL (MGL robust filter: MGLF)
1.2.2 ระบบควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ (statistical process control system)

ระบบควบคุมกระบวนการเชิงสถิติเป็นการผสานระหว่างเทคนิคการปรับกระบวนการและแผนภูมิ
ควบคุม เทคนิคการปรับกระบวนการที่พิจารณา คือ การควบคุมเชิงเส้นรูปแบบกำลังสอง (lin-
ear quadratic control) ซึ่งประกอบด้วยการทำงาน 2 ส่วน คือ การประมาณเวกเตอร์สถานะ
เพื่ออธิบายการเปลี่ยนแปลงของระบบ และการประมาณค่าตัวแปรควบคุมเพื่อปรับค่ากลางของ
ระบบกลับสู่เป้าหมายที่กำหนด เนื่องจากการเปลี่ยนแปลงของระบบเกิดจากค่านอกกลุ่มของตัว
รบกวนระบบ นั่นหมายความว่า ตัวประมาณเวกเตอร์สถานะ (state estimate) ของ KF เป็น
ตัวประมาณที่ไม่มีประสิทธิภาพจึงไม่เหมาะสมที่จะนำมาใช้ในกรณีดังกล่าว ดังนั้นตัวประมาณ
เวกเตอร์สถานะของตัวกรองที่มีความแกร่งซึ่งสามารถอธิบายการเปลี่ยนแปลงของระบบได้อย่าง
มีประสิทธิภาพมากกว่าตัวประมาณเวกเตอร์สถานะของ KF การควบคุมเชิงเส้นรูปแบบกำลังสอง
เมื่อตัวรบกวนระบบถูกสมมติว่ามีการแจกแจง MGL (linear quadratic MGL control หรือ LQ-
MGL control) จึงถูกพัฒนาขึ้น โดยที่ตัวแปรควบคุมขึ้นอยู่กับตัวประมาณเวกเตอร์สถานะที่มี
ความแกร่ง ซึ่งการควบคุมดังกล่าวสามารถปรับระบบกลับสู่เป้าหมายที่กำหนดได้รวดเร็ว และมี
ประสิทธิภาพมากขึ้น
เนื่องจากการปรับกระบวนการด้วยการควบคุม LQ-MGL จะพิจารณาปรับกระบวนการเมื่อ

ระบบเปลี่ยน แปลงไปจากเป้าหมายที่กำหนดซึ่งไม่พิจารณาสาเหตุความผิดปกติ ดังนั้นความผิด
ปกติดังกล่าวจะยังคงทำให้ระบบมีการเปลี่ยนแปลงไปจากเป้าหมายที่กำหนดต่อไป แผนภูมิควบ
คุมจึงถูกนำมาใช้เพื่อตรวจจับความผิดปกติดังกล่าว ซึ่งจะนำไปสู่การค้นหาสาเหตุความผิดปกติ
นั้น แผนภูมิควบคุมถูกพัฒนาขึ้นจากค่าพยากรณ์ของค่าวัด ซึ่งเป็นฟังก์ชันของค่าพยากรณ์ที่มี
ความแกร่งของเวกเตอร์สถานะ เรียกว่า แผนภูมิควบคุม MGL (MGL control chart) โครงการวิจัย
นี้มุ่งพัฒนาระบบควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ ซึ่งประกอบด้วย การควบคุม LQ-MGL และแผนภูมิ
ควบคุม MGL เพื่อปรับกระบวนการ และตรวจจับความผิดปกติของกระบวนการ ตามลำดับ
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1.3 วัตถุประสงค์

1. พัฒนาตัวกรองที่มีความแกร่งสำหรับเวกเตอร์สถานะของตัวแบบปริภูมิสถานะ
ตัวกรองที่มีความแกร่งถูกพัฒนาด้วยวิธีของเบย์ สำหรับกระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้นที่
มีตัวรบกวนระบบมีการแจกแจงลาปาสนัยทั่วไปพหุตัวแปร รวมทั้งการศึกษาประสิทธิภาพ
ของตัวกรองที่มีความแกร่งที่พัฒนาขึ้น ด้วยเทคนิคการจำลองแบบมอนติคาร์โล
2. พัฒนาเทคนิคการปรับกระบวนการพหุตัวแปร (multivariate process adjustment) จากตัว
กรองที่มีความแกร่งสำหรับเวกเตอร์สถานะ
การควบคุมเชิงเส้นรูปแบบกำลังสองที่ขึ้นอยู่กับตัวประมาณเวกเตอร์สถานะของตัวกรองที่
มีความแกร่งถูกนำเสนอ และศึกษาประสิทธิภาพ
3. พัฒนาแผนภูมิควบคุมพหุตัวแปร (multivariate control chart) สำหรับการตรวจสอบทั้ง
ค่ากลางและการกระจายของกระบวนการผลิต จากส่วนเหลือของตัวกรองที่มีความแกร่ง
สำหรับเวกเตอร์สถานะ
แผนภูมิควบคุมสำหรับค่ากลางและการกระจายของกระบวนการถูกพัฒนาจากค่าพยากรณ์
ค่าวัด และความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์ค่าวัด รวมทั้ง การศึกษาประสิทธิภาพของ
แผนภูมิควบคุมที่พัฒนาขึ้น
4. พัฒนาระบบควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ ซึ่งประกอบด้วยเทคนิคการปรับกระบวนการพหุ
ตัวแปรจากตัวกรองที่มีความแกร่งสำหรับเวกเตอร์สถานะ และแผนภูมิควบคุมพหุตัวแปร
สำหรับการตรวจ สอบทั้งค่ากลางและการกระจายของกระบวนการผลิต
ระบบควบคุมกระบวนการเชิงสถิติถูกพัฒนาขึ้น สำหรับกระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้น ซึ่ง
ประกอบด้วย การควบคุมเชิงเส้นรูปแบบกำลังสองและแผนภูมิควบคุม ที่ขึ้นอยู่กับตัวกรอง
ที่มีความแกร่ง พร้อมทั้งนำเสนอขั้นตอนการทำงานของระบบดังกล่าว

1.4 ลำดับเน้ือหาของรายงาน

บทที่ 2 ให้รายละเอียดเกี่ยวกับความรู้พื้นฐานของโครงการวิจัยนี้ กล่าวคือ เทคนิคปริภูมิสถานะ
ตัวกรองคาลแมน ตัวกรองที่มีความแกร่ง การควบคุมเชิงเส้นรูปแบบกำลังสอง และการแจกแจง
ลาปาสนัยทั่วไปพหุตัวแปร ตัวกรองที่มีความแกร่งต่อค่านอกกลุ่ในตัวรบกวนระบบถูกนำเสนอ
ในบทที่ 3 ตัวกรองที่มีความแกร่งนี้พัฒนาขึ้นจากวิธีของเบย์ ขั้นตอนการทำงานของตัวกรอง
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ที่มีความแกร่งนี้นำเสนอใน 2 กรณี คือ ตัวกรองที่มีความแกร่งที่มีตัวประกอบปรับค่าตัวเดียว
(robust filter with single adaptive factor) และตัวกรองที่มีความแกร่งที่มีตัวประกอบปรับค่า
หลายตัว (robust filter with multi adaptive factors) นอกจากนี้ การศึกษาประสิทธิภาพของตัว
กรองที่มีความแกร่งที่พัฒนาขึ้นนำเสนอโดยการจำลองแบบมอนติคาร์โล
ระบบควบคุมกระบวนการเชิงสถิติถูกนำเสนอในบทที่ 4 ซึ่งประกอบด้วยการควบคุมเชิงเส้น

รูปแบบกำลังสองและแผนภูมิควบคุม ที่ขึ้นอยู่กับตัวประมาณเวกเตอร์สถานะของตัวกรองที่มี
ความแกร่ง โดยพิจารณาทั้งกรณีการปรับกระบวนการอัตโนมัติ และการปรับกระบวนการด้วย
การกำหนดค่าขอบเขตการปรับ สุดท้ายบทที่ 5 นำเสนอบทสรุปของโครงการวิจัยและข้อเสนอแนะ
รวมทั้งงานวิจัยที่อาจจะพัฒนาขึ้นในอนาคต



บทที่ 2

วรรณกรรมที่เกี่ยวข้อง

เทคนิคปริภูมิสถานะเป็นเทคนิคการวิเคราะห์อนุกรมเวลาที่มีประสิทธิภาพ เนื่องจากเทคนิคนี้
แสดงรูปแบบระบบที่สอดคล้องกับระบบที่แท้จริง ซึ่งเป็นประโยชน์ต่อการวิเคราะห์ระบบอย่าง
มีประสิทธิภาพ โดยปกติตัวกรอง KF ซึ่งเป็นตัวกรองที่มีลักษณะการคำนวณค่าแบบวนซ้ำมัก
ถูกใช้ประมาณค่าตัวแปรสถานะ ซึ่งบ่งบอกสถานะของระบบ ตัวกรองนี้มีประสิทธิภาพ เมื่อตัว
รบกวนในระบบมีการแจกแจงปกติ (Gaussian distribution) ถ้าตัวรบกวนดังกล่าวไม่มีการแจก
แจงปกติ เช่น เมื่อตัวรบกวนในระบบมีค่านอกกลุ่ม การแจกแจงของตัวรบกวนมักสมมติว่ามีหาง
ยาวและหนากว่าหางของการแจกแจงปกติ ซึ่งการวิเคราะห์อนุกรมเวลาที่มีค่านอกกลุ่มสามารถ
ทำได้หลายวิธี เช่น การใช้เทคนิคตัวกรองที่มีความแกร่ง เพื่อลดผลกระทบของค่านอกกลุ่ม
ต่อการประมาณและการพยากรณ์ค่าตัวแปรสถานะ ดังนั้นการวิเคราะห์อนุกรมเวลาด้วยเทคนิค
ปริภูมิสถานะ และตัวกรองที่มีความแกร่งถูกนำเสนอ เพื่อเป็นพื้นฐานในการศึกษาต่อไป

2.1 ตัวแบบปริภูมิสถานะ

เทคนิคปริภูมิสถานะถูกเสนอเพื่อแก้ปัญหาการวิเคราะห์อนุกรมเวลา ภายใต้แนวคิดที่ว่า ระบบ
จะถูกอธิบายด้วยตัวแปรสถานะปัจจุบัน ซึ่งเป็นตัวแปรแบบบัญญัติที่แสดงคุณลักษณะของระบบ
และรวบรวมสารสนเทศทั้งหมดของระบบในอดีต โดยพิจารณาจากค่าสังเกต เนื่องจากตัวแปร
สถานะปัจจุบันขึ้นอยู่กับตัวแปรสถานะก่อนหน้าหนึ่งคาบซึ่งเป็นไปตามสมบัติของมาร์คอฟ ตัว
แบบปริภูมิสถานะของกระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้นสำหรับอนุกรมเวลาแบบไม่ต่อเนื่อง (dis-
crete time series) ซึ่งประกอบด้วยสมการระบบ และสมการค่าวัด กล่าวคือ

Xt+1 = AXt + BW t

Y t = CXt + V t
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เมื่อ Xt คือ เวกเตอร์สถานะ ขนาด r× 1, Y t คือ เวกเตอร์ค่าวัด ขนาด k× 1,W t คือ เวกเตอร์
ตัวรบกวนระบบ ขนาด l × 1, V t คือ เวกเตอร์ตัวรบกวนค่าวัด ขนาด k × 1 และ A, B และ C

คือ เมทริกซ์คงที่ ขนาด r × r, r × l และ k × r ตามลำดับ
Aoki (1987) อธิบายสมบัติของระบบข้างต้น สมบัติข้อแรก คือ ความเสถียร (stability)

กล่าวคือ ระบบจะเสถียร ถ้าค่าเจาะจง (eigen value) ทุกค่าของเมทริกซ์ A มีค่าอยู่ภายใน
วงกลมรัศมีหนึ่งหน่วย (unit circle) บนระนาบเชิงซ้อน (complex plane) หรืออาจกล่าวได้ว่า
เมทริกซ์ A เป็นเมทริกซ์ไม่เอกฐาน (non-singular matrix) สมบัติข้อที่สอง คือ สมบัติของการ
สังเกต (observability) พิจารณาจากเมทริกซ์ A และ C กล่าวคือ ถ้าคู่ของเมทริกซ์ทั้งสองมี
สมบัติของการสังเกต เมทริกซ์สมบัติของการสังเกต (observability matrix),

O =




C

CA

CA2

...
CAr−1

...




มีค่าลำดับชั้น (rank) เท่ากับ มิติของเวกเตอร์สถานะ สมบัติข้อสุดท้าย คือ สมบัติของการควบคุม
(controllability) กล่าวคือ ถ้าคู่ของเมทริกซ์ A และ B มีสมบัติของการควบคุม เมทริกซ์สมบัติ
ของการควบคุม (controllability matrix),

R =
[

B AB A2B . . . Ar−1B . . .
]

มีค่าลำดับชั้น เท่ากับ มิติของเวกเตอร์สถานะ จากสมบัติของระบบข้างต้น ถ้าระบบเสถียรแล้ว
เวกเตอร์สถานะจะมีมิติเล็กที่สุด เมื่อระบบมีสมบัติของการสังเกต และสมบัติของการควบคุม
(Kalman 1960)

2.2 ตัวกรองคาลแมน

ในปี ค.ศ. 1960 คาลแมนได้เสนอตัวกรองเชิงเส้นเพื่อการประมาณและการพยากรณ์ค่าตัวแปร
สถานะ สำหรับกระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้น เรียกว่า ตัวกรอง KF ซึ่งเป็นตัวกรองที่มีค่าความ
คลาดเคลื่อนโดยเฉลี่ยของการประมาณน้อยที่สุด ภายใต้แนวคิดของเทคนิคภาพฉายเชิงตั้งฉาก
(orthogonal projection technique) พิจารณาระบบสโตคาสติกเชิงเส้นที่พารามิเตอร์ของระบบ
เปลี่ยนแปลงตามเวลา และตัวรบกวนมีการแจกแจงปกติ

Xt+1 = AtXt + W t

Y t = CtXt + V t
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เมื่อ W t และ V t คือ ตัวรบกวนระบบและตัวรบกวนค่าวัดซึ่งมีการแจกแจงปกติที่มีเวกเตอร์
ค่าเฉลี่ย เท่ากับ เวกเตอร์ศูนย์ และ เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม เท่ากับ ΣW (t) และ ΣV (t) ตาม
ลำดับ และเป็นอิสระซึ่งกันและกัน
ตัวกรอง KF สามารถจำแนกการคำนวณออกเป็น 2 ขั้นตอน คือ การพยากรณ์และการ

ประมาณค่าตัวแปรสถานะ กล่าวคือ
• การพยากรณ์ตัวแปรสถานะ (Time update):

X̂t|t−1 = At−1X̂t−1|t−1

P t|t−1 = At−1P t−1|t−1A
′
t−1 + ΣW (t−1)

• การประมาณตัวแปรสถานะ (Measurement update):
X̂t|t = X̂t|t−1 + Kt(Y t −CtX̂t|t−1)

P t|t = (I −KtCt)P t|t−1

และ Kt = P t|t−1C
′
t

(
CtP t|t−1C

′
t + ΣV (t)

)−1

เมื่อ X̂t|t−1 คือ ค่าพยากรณ์ของเวกเตอร์สถานะล่วงหน้า 1 คาบ ณ เวลา t − 1, P t|t−1 คือ
เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์เวกเตอร์สถานะล่วงหน้า 1
คาบ ณ เวลา t − 1, X̂t|t คือ ตัวประมาณเวกเตอร์สถานะ ณ เวลา t, P t|t คือ เมทริกซ์ความ
แปรปรวนร่วมของความคลาดเคลื่อนของการประมาณเวกเตอร์สถานะ ณ เวลา t และKt คือ ตัว
ถ่วงน้ำหนักคาลแมน (Kalman gain) ณ เวลา t จากสมการข้างต้น พบว่า ตัวกรอง KF พิจารณาค่า
สังเกตปัจจุบันและค่าพยากรณ์ตัวแปรสถานะก่อนหน้า 1 คาบเวลา เพื่อประมาณตัวแปรสถานะ
ปัจจุบัน นอกจากนี้ ตัวกรอง KF ยังมีประสิทธิภาพในการคำนวณ เนื่องจากตัวกรอง KF เป็นการ
คำนวณแบบวนซ้ำ ซึ่งไม่ต้องการค่าสังเกตทั้งหมดในอดีตมาใช้ประมาณตัวแปรสถานะในแต่ละ
ขั้นตอน (Haykin 2001) และสมการพยากรณ์ค่าวัดล่วงหน้า l คาบ คือ

Ŷ t+l|t = Ct+lA
lX̂t|t, Al =

l∏

j=1

At+l−j

และเมทริกซ์ความแปรปรวนของความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์ค่าวัดล่วงหน้า l คาบ เท่า
กับ

Σ
Y t+l−Ŷ t+l|t

= Ct+lP t+l|tC ′
t+l + ΣV (t+l)

เมื่อ P t+l|t = AlP t|t
(
Al

)′
+

∑l
j=1 Al−jΣW (t+j−1)

(
Al−j

)′ และ A0 = I พบว่า ค่าพยากรณ์
ค่าวัดล่วงหน้า l คาบ ขึ้นอยู่กับค่าพยากรณ์ของตัวแปรสถานะล่วงหน้า 1 คาบ ณ เวลา t
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นอกจากเทคนิคภาพฉายเชิงตั้งฉากที่ใช้ในการพัฒนาตัวกรอง KF สำหรับกระบวนการสโต
คาสติกเชิงเส้น ยังปรากฏตัวกรองเชิงเส้นที่พัฒนาจากเทคนิคอื่นๆ เช่น Cox (1964) เสนอ
ขั้นตอนการทำงาน (algorithm) ของการประมาณตัวแปรสถานะที่ทำให้ภาวะน่าจะเป็นของการ
แจกแจงภายหลัง (posterior distribution) ของตัวแปรสถานะมีค่ามากที่สุด เมื่อระบบซับซ้อน
มากขึ้น เช่น ระบบที่ไม่ใช่เชิงเส้น (non-linear system) วิธีนี้อาจจะมีประโยชน์ เนื่องจากวิธีนี้
อาศัยการคำนวณด้วยคอมพิวเตอร์เป็นหลัก
ตัวกรองเชิงเส้นที่พัฒนาจากเทคนิคของเบย์ (Bayesian technique) (Harrison & Stevens

1971, Meinhold & Singpurwalla 1983) พิจารณาการแยกส่วนประกอบของการแจกแจงภายหลัง
กล่าวคือ

P (Xt|Yt, Yt−1, . . . , Y0) ∝ P (Yt|Xt)× P (Xt|Yt−1, Yt−2, . . . , Y0)

เมื่อ P (Xt|Yt, Yt−1, . . . , Y0) คือ ฟังก์ชันการแจกแจงความน่าจะเป็นภายหลัง (posterior prob-
ability distribution function) ของเวกเตอร์สถานะ, P (Xt|Yt−1, Yt−2, . . . , Y0) คือ ฟังก์ชันการ
แจกแจงความน่าจะเป็นก่อนหน้า (prior probability distribution function) ของเวกเตอร์สถานะ
และ P (Yt|Xt) คือ ฟังก์ชันภาวะน่าจะเป็น (likelihood function) ของเวกเตอร์ค่าวัด จากความ
สัมพันธ์ข้างต้น พบว่า ตัวแปรสถานะปัจจุบันขึ้นอยู่กับเวกเตอร์ค่าวัดปัจจุบันและเวกเตอร์สถานะ
ก่อนหน้า เทคนิคของเบย์ทำให้สามารถอธิบายความ หมายเชิงสถิติของตัวกรองเชิงเส้นให้เข้าใจ
ง่ายขึ้น และการประมาณตัวแปรสถานะยังสามารถอธิบายได้ด้วยแนวคิดของกระบวนการเรียนรู้
เชิงสถิติ (statistical learning process)
Weidemann (1969) พัฒนาตัวกรองจากเทคนิคทฤษฎีสารสนเทศ (information theoretic

technique) ซึ่งเป็นตัวกรองที่ทำให้ตัวสถิติสารสนเทศร่วมกัน (mutual information) ของความ
คลาดเคลื่อนของการประ-มาณตัวแปรสถานะมีค่ามากที่สุด กล่าวคือ ตัวกรองที่ทำให้การลดลง
ของความไม่แน่นอน (uncertainty) ของตัวแปรสถานะ เมื่อเปรียบเทียบกับความไม่แน่นอนของ
ตัวประมาณตัวแปรสถานะ Tomita, Omatu & Soeda (1976) แสดงว่า การหาค่ามากที่สุด
ของตัวสถิติสารสนเทศร่วมกันเปรียบเสมือนการหาค่าน้อยที่สุดของความไม่แน่นอนของความ
คลาดเคลื่อนของการประมาณตัวแปรสถานะ นอกจากนี้ Kalata & Priemer (1979) แสดงว่า
ตัวกรองคาลแมนเป็นตัวกรองที่พิจารณาจากค่าน้อยที่สุดของค่ามากที่สุดของความคลาดเคลื่อน
ของเอนโทรพี (entropy) เมื่อตัวรบกวนมีการแจกแจงปกติ
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2.3 ตัวกรองที่มีความแกร่ง

ตัวกรอง KF เป็นตัวกรองเชิงเส้นที่ทำให้ความคลาดเคลื่อนของการประมาณตัวแปรสถานะมีค่า
น้อยที่สุด เมื่อตัวรบกวนมีการแจกแจงปกติ อย่างไรก็ตาม ถ้าตัวรบกวนไม่มีการแจกแจงปกติ
ตัวกรอง KF จะไม่เป็นตัวกรองเชิงเส้นที่ทำให้ความคลาดเคลื่อนของการประมาณตัวแปรสถานะ
มีค่าน้อยที่สุด จากมุมมองของเบย์ การกำหนดการแจกแจงภายหลังของตัวแปรสถานะจะทำได้
ยาก ดังนั้นเทคนิคต่างๆ จึงถูกพัฒนาขึ้น เพื่อประมาณการแจกแจงภายหลังของตัวแปรสถานะ
ซึ่งจะนำไปใช้ในการหาตัวประมาณของตัวแปรสถานะ และตัวกรองที่ได้จะเป็นตัวกรองที่มีความ
แกร่ง
Sorenson &Stubberud (1968) เสนอวิธีการประมาณการแจกแจงภายหลังของตัวแปรสถานะ

ด้วย Edgeworth expansion ซึ่งขึ้นอยู่กับโมเมนต์ (moment) ของการแจกแจง อย่างไรก็ตาม วิธี
นี้จะให้การแจกแจงภายหลังที่ประมาณได้อาจมีค่าไม่เป็นบวกเสมอ ดังนั้น Sorenson & Alspach
(1971) จึงสมมติการแจกแจงภายหลังของตัวแปรสถานะด้วยการแจกแจงปกติผสม (mixtureGaus-
sian distribution) เพื่อหลีกเลี่ยงข้อบกพร่องของวิธี Edgeworth expansion เนื่องจากการแจกแจง
ของค่านอกกลุ่มจะมีหางยาวและหนากว่าหางของการแจกแจงปกติ ดังนั้น Meinhold & Singpur-
walla (1989) จึงประมาณการแจกแจงภายหลังของตัวแปรสถานะด้วยการแจกแจงทีผสม (mix-
ture t distribution) อย่างไรก็ตาม เมื่อการแจกแจงผสมถูกใช้ จำนวนการแจกแจงผสมที่เพิ่มขึ้น
ในแต่ละครั้งของการประมาณจะมีลักษณะคล้ายฟังก์ชันเอ็กโปเนนเชียล ซึ่งส่งผลต่อการคำนวณ
ที่ซับซ้อนและเวลาที่ใช้ รวมทั้งหน่วยความจำจำนวนมาก ดังนั้นการแจกแจงผสมที่นำมาใช้ต้อง
เป็นการรวมกันของการแจกแจงที่มีจุดสูงสุดเพียงจุดเดียว เพื่อหลีกเลี่ยงข้อบกพร่องดังกล่าว
โดยปกติ ตัวแปรที่มีค่านอกกลุ่มจะมีความแปรปรวนที่สูงกว่าปกติ ดังนั้นตัวกรองเชิงเส้น

อาจพัฒนาโดยสมมติความแปรปรวนของตัวรบกวนพิจารณาจากผลรวมถ่วงนำหนักของความ
แปรปรวนของตัวรบ กวนที่มีค่านอกกลุ่มΣoutlier และความแปรปรวนของตัวรบกวนปกติΣnominal

กล่าวคือ
Σ = (1− γ)Σnominal + γΣoutlier

เมื่อ γ คือ ความน่าจะเป็นที่จะเกิดค่านอกกลุ่ม วิธีนี้มีข้อบกพร่อง คือ ผลกระทบของ γ ต่อค่า
วัดของทุกตัวแปร กล่าวคือ สารสนเทศของตัวแปรที่ไม่มีค่านอกกลุ่มจะสูญหาย เนื่องจากความ
แปรปรวนของตัวกรองมีค่ามากกว่าปกติ (Schick & Mitter 1994) ดูรายละเอียดเพิ่มเติมของวิธีนี้
จาก Peña & Guttman (1988), Yatawara, Abraham & MacGregor (1991)
เทคนิคตัวกรองที่มีความแกร่งที่น่าสนใจอีกเทคนิคหนึ่งมีแนวคิดในการใช้ฟังก์ชันอิทธิพลที่

มีขอบเขต (bounded influence function) ซึ่งปรากฏในหัวข้อการประมาณที่มีความแกร่ง (ro-
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bust estimation) เพื่อลดผลกระทบของค่านอกกลุ่ม ฟังก์ชันอิทธิพลที่นำมาใช้สร้างตัวกรองที่มี
ความแกร่ง เช่น ฟังก์ชันสกอร์ (score function) (Masreliez 1975), ฟังก์ชันอิทธิพลที่ใช้ในการ
ประมาณที่มีความแกร่งแบบมิน-แมกซ์ (Masreliez & Martin 1977), ตัวสถิติมัธยฐาน (Kirlin
& Moghaddamjoo 1986) เป็นต้น เมื่อไม่ทราบการแจกแจงภายหลังของตัวแปรสถานะ การ
ประยุกต์ฟังก์ชันสกอร์นั้นจะต้องประมาณค่าฟังก์ชันสกอร์ทุกคาบเวลา Niehsen (2002) เสนอ
ตัวกรองที่ขึ้นอยู่กับฟังก์ชันสกอร์ โดยสมมติว่าตัวรบกวนมีการแจกแจงปกตินัยทั่วไป (gener-
alized Gaussian distribution) ซึ่งทำให้สามารถประมาณฟังก์ชันสกอร์ที่ใช้คำนวณตัวกรองทุก
คาบเวลาได้ อย่างไรก็ตาม การใช้ฟังก์ชันอิทธิพลจะทำให้ค่าประมาณตัวแปรสถานะไม่ต่อเนื่อง
เมื่อฟังก์ชันอิทธิพลมีค่าเพิ่มขึ้นและลดลงอย่างรวดเร็ว (Schick & Mitter 1994)
นอกจากนี้ เมื่อระบบมีการเปลี่ยนแปลงจากสถานะหนึ่งไปสู่สถานะหนึ่ง ตัวรบกวนระบบมักจะ

สมมติว่าไม่มีการแจกแจงปกติ ดังนั้นตัวกรองปรับค่า (adaptive filter) จะให้ตัวประมาณเวกเตอร์
สถานะที่สอดคล้องกับระบบที่เปลี่ยนแปลง กล่าวคือ ตัวกรองปรับค่ามุ่งลดความคลาดเคลื่อน
ด้วยการปรับค่าตัวประมาณเวกเตอร์สถานะของตัวกรองคาลแนนให้สอดคล้องกับระบบที่แท้จริง
เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของตัวรบกวนระบบจะต้องถูกประมาณค่าทุกคาบเวลาเพื่อปรับค่า
ตัวกรอง (Mehra 1972) เสนอวิธีประมาณเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมดังกล่าวไว้ 4 วิธี คือ
วิธีการประมาณแบบเบย์ (Bayesian estimation) วิธีการประมาณภาวะน่าจะเป็นสูงสุด (max-
imun likelihood estimation) วิธีการประมาณด้วยสหสัมพันธ์ (correlation method) และวิธีการ
ประมาณด้วยความแปรปรวนร่วม (covariance-matching techniques) (Kirlin & Moghaddamjoo
1986) เสนอตัวกรองปรับค่าที่มีความแกร่งด้วยการประมาณเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของตัว
รบกวนระบบและค่าวัดจากข้อมูลในช่วงเวลาที่กำหนด (Yang & Gao 2006) พํฒนาตัวกรองปรับ
ค่าด้วยการถ่วงน้ำหนักที่เหมาะสมต่อความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์ค่าวัดล่วงหน้า 1 คาบ
โดยที่ตัวถ่วงน้ำหนักพิจารณาจากขนาดความคลาดเคลื่อนของตัวรบกวน

2.4 การแจกแจงเส้นระดับวงรี

การแจกแจงเส้นระดับวงรี (elliptically contoured distribution: EC) เป็นกลุ่มการแจกแจง
สมมาตรที่มีหางของเส้นโค้งการแจกแจงสัมพันธ์กับการแจกแจงปกติ กำหนดเวกเตอร์สุ่ม (ran-
dom vector) Y ขนาด k × 1, เวกเตอร์คงที่ µ ขนาด k × 1 และเมทริกซ์ที่ไม่เป็นลบแน่นอน
(nonnegative definite matrix) Σ ขนาด k × k ถ้าเวกเตอร์สุ่ม Y มีการแจกแจง EC ที่มี
เวกเตอร์ค่าเฉลี่ย µ, เมทริกซ์พารามิเตอร์สเกล (scale parameter matrix) Σ และตัวก่อกำเนิด
คุณลักษณะ (characteristic generator) g เขียนแทนด้วย Y ∼ ECk (µ,Σ; g) และฟังก์ชัคุณ



2.4 การแจกแจงเส้นระดับวงรี 13

ลักษณะ (characteristic function) ของ Y − µ คือ
φy(t) = exp(it′µ)g(t′Σt)

เมื่อ g(·) เป็นฟังก์ชันของตัวแปรจำนวนจริง นอกจากนี้ เวกเตอร์สุ่ม Y ที่มีการแจกแจง EC ยัง
สามารถแสดงในรูปแบบสโตคาสติก (stochastic representation) คือ

Y
d= µ + RCU

เมื่อ " d=" คือ ความเท่ากันในการแจกแจง, เมทริกซ์ C คือ เมทริกซ์ขนาด k × k ที่พิจารณา
จาก Σ = CC ′, เวกเตอร์สุ่ม U มีการแจกแจงยูนิฟอร์ม k ตัวแปรบนช่วง [0, 1] และตัวแปรสุ่ม
R =

√
(Y − µ)′Σ−1(Y − µ) ซึ่งเป็นอิสระต่อเวกเตอร์สุ่ม U ดังนั้นฟังก์ชันความหนาแน่นร่วม

(joint density function) ของเวกเตอร์สุ่ม Y คือ
f(y) = hk|Σ|−

1
2 g

(
(y − µ)′Σ−1(y − µ)

)

เมื่อ hk คือ ค่าคงที่มาตรฐาน (normalizing constant) ฟังก์ชันความหนาแน่นร่วมข้างต้นมีเส้น
ระดับของความหนาแน่นความน่าจะเป็นมีลักษณะวงรี และการแจกแจงของตัวแปรสุ่ม R กำหนด
โดย

f(r) =
2π

k
2

Γ(k
2 )

rk−1g(r2)

เวกเตอร์ค่าคาดหวังและเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของเวกเตอร์สุ่ม Y คือ
E (Y ) = µ

และ Cov(Y ) =
E(R2)

k
Σ

นอกจากนี้ การแจกแจงส่วนริม (marginal distribution) และการแจกแจงที่มีเงื่อนไข (conditional
distribution) ของการแจกแจง EC ยังคงมีคุณสมบัติเช่นเดียวกับการแจกแจง EC
กำหนดเวกเตอร์สุ่ม Y ′

k×1 =
(
Y 1(k1×1), Y 2((k−k1)×1)

) มีการแจกแจง EC ที่มีเวกเตอร์
ค่าเฉลี่ย µ′k×1 =

(
µ1(k1×1), µ2((k−k1)×1)

) และเมทริกซ์พารามิเตอร์สเกล

Σk×k =

[
Σ11(k1×k1) Σ12(k1×(k−k1))

Σ21((k−k1)×k1) Σ22((k−k1)×(k−k1))

]

เวกเตอร์สุ่ม Y 1 เมื่อกำหนด Y 2 = y∗2 สามารถแสดงในรูปแบบสโตคาสติก
Y 1|Y 2 = y∗2

d= µ1.2 + Rq(y∗2)C11.2U



2.5 การแจกแจงลาปาสนัยทั่วไปพหุตัวแปร 14

ซึ่งมีการแจกแจง EC กล่าวคือ Y 1|Y 2 = y∗2 ∼ ECk1

(
µ1.2,Σ11.2; gk1

q(y∗2)

) เมื่อ
µ1.2 = µ1 + Σ12Σ−1

22 (y∗2 − µ2)

Σ11.2 = C11.2C
′
11.2 = Σ11 −Σ12Σ−1

22 Σ21

q(y∗2) = (y∗2 − µ2)
′Σ−1

22 (y∗2 − µ2)

gq(y)(v) =
gp+1(v + q(y))

gp(q(y))

q(y) = (y − µ)′Σ−1(y − µ)

และ gp(v) กำหนดโดย
gp(v) =

2π
p
2

Γ(p
2)

∫
rp−1gp+1(r2 + v)dr, v ≥ 0

รวมทั้ง R(a2) เมื่อ a ≥ 0 เป็นอิสระต่อเวกเตอร์สุ่ม U ซึ่งมีการแจกแจงยูนิฟอร์ม k1 ตัวแปรบน
ช่วง [0, 1] และการแจกแจงของ Rq(y∗2) คือ

Rq(y∗2)
d=

(
R2 − q(y∗2)

) 1
2 |Y 2 = y∗2

และ gq(y∗2) คือ ตัวก่อกำเนิดคุณลักษณะที่ขึ้นอยู่กับเวกเตอร์สุ่ม Y 1 ดูรายละเอียดเพิ่มเติมจาก
Fang, Kotz & Ng (1990), Liu & Dey (2004)

2.5 การแจกแจงลาปาสนัยทั่วไปพหุตัวแปร

การแจกแจงลาปาสนัยทั่วไปพหุตัวแปร (Ernst 1998) เป็นกลุ่มของการแจกแจงความหนาแน่น
ของความ น่าจะเป็นพหุตัวแปร (multivariate probability density function) ซึ่งรูปร่างโค้งการ
แจกแจงขึ้นอยู่กับพารามิเตอร์เชฟ (shape parameter: λ) ดังนั้นค่าของพารามิเตอร์เชฟสามารถ
กำหนดการแจกแจงต่างๆ เช่น ถ้า λ = 1 จะได้การแจกแจงลาปาสพหุตัวแปร ถ้า λ = 2 จะได้
การแจกแจงปกติพหุตัวแปร และเมื่อ λ →∞ จะได้การแจกแจงยูนิฟอร์มพหุตัวแปร
กำหนด Y คือ เวกเตอร์สุ่มขนาด k×1, µ คือ เวกเตอร์คงที่ขนาด k×1 และ Σ คือ เมทริกซ์ที่

ไม่เป็นลบแน่นอนขนาด k × k ถ้าเวกเตอร์สุ่ม Y มีการแจกแจง MGL ที่มีเวกเตอร์ค่าเฉลี่ย µ,
เมทริกซ์พารามิเตอร์สเกลΣ และพารามิเตอร์สเกล λ เขียนแทนด้วย Y ∼ MGLk (µ,Σ, λ) และ
ฟังก์ชันความหนาแน่นร่วม คือ

f(y) =
λΓ(k

2 )

2π
k
2 Γ( k

λ)
|Σ|− 1

2 exp{−[(y − µ)′Σ−1(y − µ)]
λ
2 }, λ > 0
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รูปที่ 2.1: แผนภาพความหนาแน่นของความน่าจะเป็นของการแจกแจงลาปาสนัยทั่วไปทวิตัวแปร

เมื่อ Γ(·) คือ ฟังก์ชันแกมมา เวกเตอร์ค่าคาดหวังและเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของเวกเตอร์
สุ่ม Y ที่มีการแจกแจง MGL คือ

E (Y ) = µ

และ Cov(Y ) =
Γ(k+2

λ )

kΓ( k
λ)

Σ

รูปที่ 2.1 แสดงแผนภาพความหนาแน่นของความน่าจะเป็นของการแจกแจงลาปาสนัยทั่วไปทวิ
ตัวแปร เมื่อพารามิเตอร์เชฟ λ = 1, 2, 5 และ ∞ จะได้ว่า เมื่อ λ < 2 การแจกแจงจะมีหางหนา
กว่าหางของการแจกแจงปกติ ถ้า λ > 2 การแจกแจงจะมีหางบาง (light tails) กว่าหางของการ
แจกแจงปกติ และเมื่อ λ →∞ การแจกแจงจะลู่เข้าสู่การแจกแจงยูนิฟอร์ม
นอกจากนี้ การแจกแจงลาปาสนัยทั่วไปพหุตัวแปรเป็นการแจกแจงในกลุ่มการแจกแจงเส้น

ระดับวงรี ดังนั้นการแจกแจง MGL จึงมีคุณสบัติของการแจกแจง EC กล่าวคือ การแจกแจงส่วน
ริมและการแจกแจงที่มีเงื่อนไขของเวกเตอร์สุ่ม MGL ยังคงเป็นการแจกแจงในกลุ่มการแจกแจง
ECถ้าY ∼ MGLk (µ,Σ, λ)ซึ่งสามารถเขียนในรูปของการแจกแจง ECคือY ∼ ECk (µ,Σ; g)

เมื่อตัวก่อกำเนิดคุณลักษณะ g(t) = exp
(
−(t′Σ−1t)

λ
2

) และ R =
√

(Y − µ)′Σ−1(Y − µ) มี
การแจกแจงแกมมานัยทั่วไป (generalized gamma distribution) ซึ่งพัฒนาโดย Stacy (1962)
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และฟังก์ชันความหนาแน่น คือ
f(r) =

λ

Γ( k
λ)

rk−1 exp(−rλ), r > 0

เขียนแทนด้วย R ∼ GGamma(k, 1, λ) และค่าคาดหวังของ R2 เท่ากับ E(R2) = Γ( k+2
λ

)

Γ( k
λ
)

กำหนดเวกเตอร์สุ่ม Y ′
k×1 =

(
Y 1(k1×1), Y 2((k−k1)×1)

) ซึ่งสอดคล้องกับเวกเตอร์ค่าเฉลี่ย
µ′k×1 =

(
µ1(k1×1), µ2((k−k1)×1)

) และเมทริกซ์พารามิเตอร์สเกล
Σk×k =

[
Σ11(k1×k1) Σ12(k1×(k−k1))

Σ21((k−k1)×k1) Σ22((k−k1)×(k−k1))

]

ฟังก์ชันความหนาแน่นของความน่าจะเป็นที่มีเงื่อนไข (conditional probability density function)
ของเวกเตอร์สุ่ม MGL Y 1|Y 2 = y∗2 คือ

f(y1|y2 = y∗2) =
Γ(k

2 )Γ(k−k1
λ )

π
k1
2 Γ( k

λ)Γ(k−k1
2 )

|Σ11.2|−
1
2

exp{−[(y1 − µ1.2)
′Σ−1

11.2(y1 − µ1.2) + (y∗2 − µ2)
′Σ−1

22 (y∗2 − µ2)]
λ
2

+ [(y∗2 − µ2)
′Σ−1

22 (y∗2 − µ2)]
λ
2 }, λ > 0

เมื่อ µ1.2 = µ1 + Σ12Σ−1
22 (y∗2 −µ2) และ Σ11.2 = Σ11 −Σ12Σ−1

22 Σ21 เวกเตอร์ค่าคาดหวังและ
เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของเวกเตอร์สุ่มที่มีเงื่อนไข Y 1|Y 2 = y∗2 คือ

E(Y 1|Y 2 = Y ∗
2) = µ1.2

และ Cov(Y 1|Y 2 = Y ∗
2) =

Γ(k1+2
λ )

k1Γ(k1
λ )

Σ11.2

นอกจากนี้ เวกเตอร์สุ่ม Y 1|Y 2 = y∗2 ยังคงมีการแจกแจง MGL และมีสมบัติเช่นเดียวกับการ
แจกแจงลาปาสนัยทั่วไปพหุตัวแปร

2.6 ทฤษฎีการควบคุมสโตคาสติกเชิงเส้น

ทฤษฎีการควบคุมสโตคาสติกเชิงเส้น (linear stochastic control theory) มุ่ง (ก) อธิบายคุณสมบัติ
เชิงสถิติของกระบวนการ (ข) ประมาณค่าพารามิเตอร์ของกระบวนการ และ (ค) กำหนดการ
ควบคุมที่เหมาะสม (optimal control) ซึ่งเป็นการควบคุมในลักษณะการควบคุมแบบป้อนกลับ
(feedback control) พิจารณากระบวนการสโตคาสติกสำหรับเวลาไม่ต่อเนื่อง กำหนดโดยระบ
สมการ

Xt+1 = f (xt, ut, wt; t)

Y t = h (xt,ut, vt; t)
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เมื่อ f(·; t) และ h(·; t) คือ ฟังก์ชันที่ไม่เป็นเชิงเส้น (nonlinear function) ของเวกเตอร์สถานะ
Xt เวกเตอร์ตัวแปรควบคุมนำเข้า (control input vector) U t และเวกเตอร์ตัวรบกวนระบบ
W t และเวกเตอร์ตัวรบกวนค่าวัด V t การควบคุมแบบป้อนกลับสำหรับกระบวนการข้างต้น
สามารถกำหนดโดยการประมาณเวกเตอร์ตัวแปรควบคุมนำเข้า และเวกเตอร์สถานะ ที่ทำให้
ฟังก์ชันเป้าหมาย (objective functional) มีค่าน้อยที่สุด ด้วยเทคนิคโปรแกรมไดนามิคของเบลล์
แมน (Bellmen’s dynamic programming technique) ฟังก์ชันเป้าหมายซึ่งอยู่ในรูปแบบกำลัง
สองของเวกเตอร์ตัวแปรควบคุมนำเข้า และเวกเตอร์สถานะ กล่าวคือ

J = E

(
N∑

t=0

g (xt,ut; t)

)

เมื่อ g(·; t) คือ ฟังก์ชันที่ไม่เป็นเชิงเส้น และ E(·) คือ ค่าคาดหวัง (expected value) ผลลัพธ์ซึ่ง
แสดงโดยทฤษฎีการแบ่งแยก (separation theorem) ทำให้การควบคุมที่เหมาะสมสามรถจำแนก
ออกเป็น 2 ส่วน คือ การประมาณเวกเตอร์สถานะ และการคำนวณค่าของเวกเตอร์ตัวแปรควบคุม
นำเข้า ที่ทำให้การควบคุมแบบป้อนกลับมีค่าฟังก์ชันเป้าหมายน้อยที่สุด ถ้าสมมติตัวรบกวนมี
การแจกแจงปกติ การควบคุมแบบป้อนกลับ เรียกว่า การควบคุมเชิงเส้นรูปแบบกำลังสอง เมื่อ
ตัวรบกวนมีการแจกจแจงปกติ (linear quadratic Gaussian control: LQG control)
พิจารณากระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้น กำหนดโดย

Xt+1 = AtXt + BtU t + W t

Y t = CtXt + V t

เมื่อXt, U t และ Y t คือ เวกเตอร์สถานะ, เวกเตอร์ตัวแปรควบคุมนำเข้า และเวกเตอร์ค่าวัด ตาม
ลำดับ และ At, Bt และ Ct เป็นเมทริกซ์ค่าคงที่ รวมทั้งเวกเตอร์ตัวรบกวน W t และ V t สมมติ
ว่ามีการแจกแจงปกติที่มีเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยเท่ากับเวกเตอร์ศูนย์ และเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม
ΣW (t) และ ΣV (t) ตามลำดับ เวกเตอร์ตัวรบกวนทั้งสองเป็นอิสระต่อกันและไม่ขึ้นอยู่กับเวลา
ดังนั้นเวกเตอร์ตัวแปรควบคุมนำเข้า U t ที่ทำให้ฟังก์ชันเป้าหมาย J มีค่าน้อยที่สุด ฟังก์ชัน
เป้าหมายกำหนดโดย

J = E

(
X ′

NQ1NXN +
N−1∑

t=0

(
X ′

tQ1tXt + U ′
tQ2tU t

) |Y N−1, Y N−2, . . . ,Y 0

)

เมื่อ N คือ เวลา Q1t และ Q2t คือ เมทริกซ์ถ่วงน้ำหนักซึ่งเป็นเมทริกซ์สมมาตร (symmetric
matrix) ที่ไม่เป็นลบแน่นอน และ E (·|Y N−1, Y N−2, . . . , Y 0) คือ ค่าคาดหวังแบบมีเงื่อนไข เมื่อ
กำหนดเวกเตอร์ค่าวัดในอดีต
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ณ เวลา t = N ค่าน้อยที่สุดของฟังก์ชันเป้าหมายขึ้นอยู่กับเวกเตอร์สถานะ XN เท่ากับ
VN (XN ) = E

(
X ′

NQ1NXN |Y N−1, Y N−2, . . . ,Y 0

)

และ ณ เวลา t ≤ N − 1 ค่าน้อยที่สุดของฟังก์ชันเป้าหมายกำหนดโดย
Vj(Xj) = min

Uj

E
(
X ′

jSjXj |Y j ,Y j−1, . . . ,Y 0

)
+ cj

เมื่อ Sj คือ เมทริกซ์ที่ไม่เป็นลบแน่นอน และ cj คือ ค่าคงที่ ด้วยเทคนิคโปรแกรมไดนามิคของ
เบลล์แมน Rustagi (1994) จะได้
Vj(Xj) = min

Uj

E
(
X ′

jQ1jXj + U ′
jQ2jU j + Vj+1 (Xj+1) |Y j , Y j−1, . . . ,Y 0

)

= min
Uj

E(X ′
jQ1jXj + U ′

jQ2jU j + E
(
X ′

j+1Sj+1Xj+1|Y j+1, Y j , . . . ,Y 0

)

+ cj+1|Y j , Y j−1, . . . , Y 0)

= min
Uj

E(X ′
jQ1jXj + U ′

jQ2jU j

+ (AjXj + BjU j + W j)
′ Sj+1 (AjXj + BjU j + W j) |Y j , Y j−1, . . . , Y 0)

+ cj+1

เนื่องจาก E
(
X ′

jW j

)
= 0 และ E

(
U ′

jW j

)
= 0 ดังนั้นค่าน้อยที่สุดของฟังก์ชันเป้าหมาย เท่า

กับ
Vj(Xj) = min

Uj

E(X ′
jQ1jXj + U ′

jQ2jU j

+ (AjXj + BjU j)
′ Sj+1 (AjXj + BjU j) |Y j , Y j−1, . . . ,Y 0)

+ E
(
W ′

jSj+1W j

)
+ cj+1

และด้วยเทคนิคทางแคลคูลัส จะได้ตัวประมาณเวกเตอร์ตัวแปรควบคุมนำเข้า U∗
j

U∗
j = −LjAjE (Xj |Y j ,Y j−1, . . . ,Y 0)

= −LjAjX̂j|j

เมื่อ X̂j|j คือ ตัวประมาณของเวกเตอร์สถานะของตัวกรอง KF และ Lj คือ เมทริกซ์คงที่ ซึ่ง
คำนวณแบบวนซ้ำ สำหรับ j = N − 1, N − 2, . . . , 1 เมื่อ

SN = Q1N

Sj = A′
j

[
Sj+1 −L′j

(
B′

jSj+1Bj + Q2j

)
Lj

]
Aj + Q1j

และ Lj =
(
B′

jSj+1Bj + Q2j

)−1
B′

jSj+1
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ดังนั้นค่าน้อยที่สุดของฟังก์ชันเป้าหมายในแต่ละคาบเวลา คือ
Vj(Y j , Y j−1, . . . ,Y 0) = X̂

′
j|jSjX̂j|j + cj

เมื่อ cj = cj+1 + tr
(
Sj+1ΣV (t)

)
+ tr

[(
Q1j − Sj + A′

jSj+1Aj

)
P j|j

] และ cN = 0 โดยที่ P j|j

คือ เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของความคลาดเคลื่อนของการประมาณเวกเตอร์สถานะของตัว
กรอง KF และ tr(·) คือ ผลบวกของสมาชิกบนเส้นทแยงมุมของเมทริกซ์
นอกจากนี้ การควบคุมกระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้น พบว่า อนุกรมของตัวประมาณเวกเตอร์

ตัวแปรควบคุมนำเข้า U∗
t เป็นอนุกรมไม่คงที่ (nonstationary series) และเป็นฟังก์ชันเชิงเส้น

ของเวกเตอร์สถานะ (Kalman 1960) ดังนั้นการทำงานของการควบคุม LQG ข้างต้น ประกอบ
ด้วยการทำงาน 2 ส่วน คือ ตัวกรองเพื่อประมาณเวกเตอร์สถานะ และการควบคุมเพื่อประมาณ
เวกเตอร์ตัวแปรควบคุมนำเข้า ดูรายละเอียดเพิ่มเติมจาก Meditch (1969), Åström (1970), An-
derson & Moore (1989), Chen, Chen & Hsu (1995)



บทที่ 3

ตัวกรองที่มีความแกร่ง เมื่อตัวรบกวนระบบมี
การแจกแจงลาปาสนัยทั่วไปพหุตัวแปร

เนื่องจากตัวกรอง KF จะมีประสิทธิภาพลดลง เมื่อตัวรบกวนไม่มีการแจกแจงปกติ ดังนั้นเทคนิค
ต่างๆ จึงถูกนำเสนอเพื่อพัฒนาตัวกรองที่มีความแกร่ง แนวคิดหนึ่งในการพัฒนาตัวกรองที่มี
ความแกร่งคือการลดผลกระทบของค่านอกกลุ่มด้วยการถ่วงน้ำหนักที่เหมาะสมต่อความคลาด
เคลื่อนของการพยากรณ์ค่าวัด (Masreliez 1975) ตัวกรองที่มีความแกร่ง เมื่อตัวรบกวนระบบ
มีการแจกแจง MGL ถูกพัฒนาขึ้นจากแนวคิดดังกล่าว โดยสมมติตัวรบกวนระบบมีการแจกแจง
KF และ ด้วยวิธีกำลังสองน้อยที่สุด ตัวกรอง MGLF จะเป็นตัวกรองที่มีความแกร่งต่อค่านอกกลุ่ม
ในตัวรบกวนระบบ

3.1 เทคนิคตัวกรองที่มีความแกร่ง เมื่อตัวรบกวนระบบมีการแจกแจงลาปาส
นัยทั่วไปพหุตัวแปร

Girón & Rojano (1994) แสดงคุณสมบัติของตัวกรอง KF จากวิธีของเบย์ เมื่อสมมติตัวรบกวน
มีการแจกแจงเส้นระดับวงรี พบว่า การแจกแจงภายหลังที่มีเงื่อนไขของเวกเตอร์สถานะ และการ
แจกแจงของการพยากรณ์เวกเตอร์ค่าวัดล่วงหน้า 1 คาบ มีการแจกแจงเส้นระดับวงรีเช่นเดียวกับ
การแจกแจงของตัวรบกวน เนื่องจากการแจกแจง MGL เป็นสมาชิกหนึ่งในกลุ่มของการแจกแจง
เส้นระดับวงรี ดังนั้นผลลัพธ์ข้างต้นจึงสามารประยุกต์เมื่อกระบวนการสโตคาสติกประกอบด้วย
ตัวรบกวนที่มีการแจกแจง MGL พิจารณาตัวแบบปริภูมิสถานะของกระบวนการสโตคาสติกเชิง
เส้นประกอบด้วยสมการระบบและสมการค่าวัด คือ

Xt+1 = AtXt + W t

Y t = CtXt + V t



3.1 เทคนิคตัวกรองที่มีความแกร่ง เมื่อตัวรบกวนระบบมีการแจกแจงลาปาสนัยทั่วไปพหุตัวแปร 21

เมื่อ Xt คือ เวกเตอร์สถานะ ขนาด r × 1, Y t คือ เวกเตอร์ค่าวัด ขนาด k × 1, W t คือ
เวกเตอร์ตัวรบกวนระบบ ขนาด r × 1, V t คือ เวกเตอร์ตัวรบกวนค่าวัด ขนาด k × 1 รวมทั้ง
At และ Ct คือ เมทริกซ์คงที่ ขนาด r × r และ k × r ตามลำดับ สมมติเวกเตอร์ (W t, V t)′ มี
การแจกแจง EC ที่มีเวกเตอร์ค่าเฉลี่ย เท่ากับ เวกเตอร์ศูนย์ และ เมทริกซ์พารามิเตอร์สเกล เท่า
กับ Σ =

[
ΣW 0
0 ΣV

]
กล่าวคือ (W t,V t)′ ∼ ECr+k(0,Σ; g) และเวกเตอร์ตัวรบกวน W t,

และ V t เป็นอิสระซึ่งกันและกัน และเมทริกซ์พารามิเตอร์สเกล ΣW และ ΣV ทราบค่าและเป็น
เมทริกซ์ที่เป็นบวกแน่นอน (positive definite matrix) กล่าวคือ

E
(
W tW

′
t∗

)
=

Γ( r+2
λW

)

rΓ( r
λW

)
ΣW δtt∗

E
(
V tV

′
t∗

)
=

1
2
ΣV δtt∗

E
(
W tV

′
t∗

)
= 0 ∀t, t∗

เมื่อ δtt∗ = 1ถ้า t = t∗ และ δtt∗ = 0ถ้า t 6= t∗ รวมทั้งเวกเตอร์สถานะเริ่มต้น X0 เป็นอิสระ
ต่อเวกเตอร์ตัวรบกวนระบบและค่าวัด ที่มีเวกเตอร์ค่าเฉลี่ย เท่ากับ X̂0|0 และเมทริกซ์ความ
แปรปรวนร่วม P 0|0 ซึ่งเป็นเมทริกซ์ที่ไม่เป็นลบแน่นอน
จากทฤษฎีบท 3.1 ของGirón & Rojano (1994) ถ้าเวกเตอร์ (X0,V 1, W 1, . . . ,V n, W n)′ ∼

EC(µ0,Σ0; g0) และจนกระทั่งคาบเวลา t − 1 สำหรับ t ≤ n จะได้การแจกแจงภายหลังที่มี
เงื่อนไข

(Xt−1, V t,W t−1, . . . ,V n, W n−1)′|Y t−1, Y t−2, . . . ,Y 1 ∼ EC(µt−1,Σt−1; gt−1)

เมื่อเวกเตอร์ค่าเฉลี่ย µt−1 = (µX(t−1), 0, . . . , 0)′, เมทริกซ์พารามิเตอร์สเกล Σt−1 = diag(

ΣX(t−1), ΣV (t),ΣW (t−1), . . . ,ΣV (n),ΣW (n−1)) และ gt = gt−1
et
คือ ตัวก่อกำเนิดคุณลักษณะ

ที่มีเงื่อนไข โดยที่ et = S′t (Cov(St))
−1 St ซึ่ง St = Y t − Ŷ t|t−1 คือ ความคลาดเคลื่อนของ

การพยากรณ์ค่าวัดล่วงหน้า 1 คาบ และ Cov(St) คือ เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของความ
คลาดเคลื่อนของการพยากรณ์ค่าวัดล่วงหน้า 1 คาบ
กำหนดสมการเมทริกซ์




Y t

Xt

V t+1

W t...
V n

W n−1




=




CtAt−1 I Ct 0
At−1 0 I 0

0 I







Xt−1

V t

W t−1...
V n

W n−1



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กำหนดให้F t เป็นเมทริกซ์สัมประสิทธิ์ทางด้านขวาของสมการข้างต้น จะได้ว่า (Y t, Xt, V t+1, W t,

. . . ,V n, W n−1)′|Y t−1, Y t−2, . . . ,Y 1 มีการแจกแจง EC ที่ขึ้นอยู่กับตัวก่อกำเนิดคุณลักษณะที่
มีเงื่อนไข gt−1 ซึ่งมีเวกเตอร์ค่าเฉลี่ย เท่ากับF tµt−1 = (CtAt−1µX(t−1), At−1µX(t−1), 0, . . . , 0)′

และเมทริกซ์พารามิเตอร์สเกล เท่ากับ F tΣt−1F
′
t =

[
Σ∗

t−1(11) 0

0 Σ∗
t−1(22)

]
เมื่อ

Σ∗
t−1(11) =

[
Ct(At−1ΣX(t−1)A

′
t−1 + ΣW (t−1))C

′
t + ΣV (t) Ct(At−1ΣX(t−1)A

′
t−1 + ΣW (t−1))

(At−1ΣX(t−1)A
′
t−1 + ΣW (t−1))C

′
t At−1ΣX(t−1)A

′
t−1 + ΣW (t−1)

]

และ

Σ∗
t−1(22) =




ΣV (t+1)

ΣW (t) 0. . .
0 ΣV (n)

ΣW (n−1)




เนื่องจากเวกเตอร์ (Y t, Xt)′ และเวกเตอร์ (V t+1, W t, . . . , V n, W n−1)′ เมื่อกำหนด Y t−1,

Y t−2, . . . , Y 1 เป็นอิสระต่อกัน จะได้ว่า เวกเตอร์สุ่มที่มีเงื่อนไข (Y t, Xt)′|Y t−1, Y t−2, . . . ,Y 1

มีการแจกแจงเช่นเดียวกับเวกเตอร์สุ่มที่มีเงื่อนไข (Y t,Xt, V t+1,W t, . . . , V n, W n−1)′|Y t−1,

Y t−2, . . . , Y 1 ดังนั้นการแจกแจงภายหลังที่มีเงื่อนไขของเวกเตอร์สถานะXt|Y t, Y t−1, . . . ,Y 1

กำหนดโดยการแจกแจง EC ที่ขึ้นอยู่กับตัวก่อกำเนิดคุณลักษณะที่มีเงื่อนไข gt ที่มีเวกเตอร์
ค่าเฉลี่ย เท่ากับ

µX(t) =At−1µX(t−1) + (At−1ΣX(t−1)A
′
t−1 + ΣW (t−1))C

′
t

[
Ct(At−1ΣX(t−1)A

′
t−1 + ΣW (t−1))C

′
t + ΣV (t)

]−1 (Y t −CtAt−1µX(t−1))

และเมทริกซ์พารามิเตอร์สเกล เท่ากับ
ΣX(t) =(At−1ΣX(t−1)A

′
t−1 + ΣW (t−1))− (At−1ΣX(t−1)A

′
t−1 + ΣW (t−1))C

′
t

[
Ct(At−1ΣX(t−1)A

′
t−1 + ΣW (t−1))C

′
t + ΣV (t)

]−1
Ct(At−1ΣX(t−1)A

′
t−1

+ ΣW (t−1))

=
{
I − (At−1ΣX(t−1)A

′
t−1 + ΣW (t−1))C

′
t

[
Ct(At−1ΣX(t−1)A

′
t−1 + ΣW (t−1))C

′
t + ΣV (t)

]−1
Ct} (At−1ΣX(t−1)A

′
t−1

+ ΣW (t−1))

เวกเตอร์ค่าเฉลี่ย µX(t) และเมทริกซ์พารามิเตอร์สเกล ΣX(t) สามารถคำนวณแบบวนซ้ำซึ่งขึ้น
อยู่กับเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยและเมทริกซ์พารามิเตอร์สเกลของเวกเตอร์สถานะคาบก่อนหน้า กล่าวคือ
µX(t−1) และ ΣX(t−1) ตามลำดับ นอกจากนี้ ค่าพยากรณ์ล่วงหน้า 1 คาบ ของเวกเตอร์ค่าวัด
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Y t กำหนด Y t−1, Y t−2, . . . ,Y 1 มีการแจกแจง EC ที่ขึ้นอยู่กับตัวก่อกำเนิดคุณลักษณะที่
มีเงื่อนไข gt ที่มีเวกเตอร์ค่าเฉลี่ย Ŷ t|t−1 = CtAt−1µX(t−1) และเมทริกซ์พารามิเตอร์สเกล
ΣS(t) = Ct(At−1ΣX(t−1)A

′
t−1 + ΣW (t−1)) C ′

t + ΣV (t)

จากกระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้นข้างต้น สมมติตัวรบกวนมีการแจกแจง MGL กล่าวคือ ตัว
รบกวนระบบ W t ∼ MGLr(0,ΣW , λ) และตัวรบกวนค่าวัด V t ∼ MGLk(0,ΣV , λ) จะได้ว่า
Xt|Y t, Y t−1, . . . , Y 1 มีการแจกแจง MGL ที่ขึ้นอยู่กับพารามิเตอร์เชฟ λ โดยปกติ รูปร่างการ
แจกแจงของเวกเตอร์สถานะจะมีลักษณะเช่นเดียวกับการแจกแจงของตัวรบกวนระบบ นั่นคือ
พารามิเตอร์เชฟของเวกเตอร์สถานะและตัวรบกวนระบบเป็นตัวเดียวกัน ถ้าพารามิเตอร์เชฟของ
ตัวรบกวนค่าวัด เท่ากับ 2 และพารา มิเตอร์เชฟของตัวรบกวนระบบ คือ λW พร้อมทั้งพิจารณา
เวกเตอร์ค่าเฉลี่ย µX(t) เขียนแทนด้วย X̂t|t และเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม Γ( r+2

λW
)

rΓ( r
λW

)ΣX(t)

เขียนแทนด้วยP t|t เวกเตอร์ค่าเฉลี่ยและเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของเวกเตอร์สถานะXt|Y t,

Y t−1, . . . , Y 1 ตามลำดับ กำหนดโดย
X̂t|t = X̂t|t−1 + Kt(Y t −CtX̂t|t−1)

P t|t = (I −KtCt)P t|t−1

เมื่อ
X̂t|t−1 = At−1X̂t−1|t−1

P t|t−1 = At−1P t−1|t−1A
′
t−1 +

Γ( r+2
λW

)

rΓ( r
λW

)
ΣW

Kt = P t|t−1C
′
t

(
CtP t|t−1C

′
t +

1
2
ΣV

)′

รวมทั้งเวกเตอร์ค่าสังเกตที่มีเงื่อนไข Y t|Y t−1,Y t−2, . . . , Y 1 มีการแจกแจง MGL ที่มีเวกเตอร์
ค่าเฉลี่ย Ŷ t|t−1 = CtX̂t|t−1 และเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม Cov(Y t − Ŷ t|t−1) = Ct(At−1

P t−1|t−1A
′
t−1 +

Γ( r+2
λW

)

rΓ( r
λW

)ΣW )C ′
t + 1

2ΣV

เนื่องจากการกำหนดตัวรบกวนระบบมีการแจกแจง MGL ตัวกรองข้างต้นจึงเรียกว่า ตัวกรอง
MGL ซึ่งตัวกรองนี้สามารถอธิบายได้ทั้งระบบปกติและระบบที่มีค่านอกกลุ่มในตัวรบกวนระบบ
สังเกตจากเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์เวกเตอร์สถานะ
ล่วงหน้า 1 คาบ P t|t−1 ซึ่งขึ้นอยู่กับเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของตัวรบกวนระบบ กล่าวคือ
ถ้าตัวรบกวนระบบมีค่านอกกลุ่ม การแจกแจงของตัวรบกวนระบบจะเป็นการแจกแจงหางยาว
และหนากว่าการแจกแจงปกติ ซึ่งตัวรบกวนระบบจะมีความแปรปรวนสูงกว่าความแปรปรวน
ของตัวรบกวนระบบที่มีการแจกแจงปกติ ดังนั้นตัวกรอง MGLF น่าจะเป็นตัวกรองที่มีความแกร่ง
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ต่อค่านอกกลุ่มในตัวรบกวนระบบ เพราะตัวกรองนี้สามารถอธิบายระบบที่มีค่านอกกลุ่มในตัว
รบกวนระบบได้

3.2 การประยุกต์ตัวกรองที่มีความแกร่ง เมื่อตัวรบกวนระบบมีการแจกแจงลา
ปาสนัยทั่วไปพหุตัวแปร

ตัวกรอง MGLF เป็นตัวกรองที่พัฒนาขึ้น โดยสมมติตัวรบกวนระบบมีการแจกแจง MGL ซึ่ง
รูปร่างการแจกแจงถูกกำหนดโดยพารามิเตอร์เชฟ ตัวกรองนี้ไม่สามารถทำงานได้ ถ้าไม่ทราบ
ค่าพารามิเตอร์เชฟของตัวรบกวนระบบ λW ดังนั้นพารามิเตอร์เชฟของตัวรบกวนระบบต้องถูก
ประมาณค่า ซึ่งพิจารณาจากค่าประมาณความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์เวกเตอร์สถานะ กำ
หนดโดย

Zt = X̂t|t − X̂t|t−1 = Kt(Y t −CtX̂t|t−1) = KtSt

เมื่อ St คือ ความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์ค่าวัดล่วงหน้า 1 คาบ ซึ่ง St มีการแจกแจง
MGL ที่มีเวกเตอร์ค่าเฉลี่ย เท่ากับ เวกเตอร์ศูนย์, เมทริกซ์พารามิเตอร์สเกล เท่ากับ ΣS และ
พารามิเตอร์เชฟ λS(t) กล่าวคือ St ∼ MGLk(0,ΣS, λS(t)) เนื่องจาก Zt เป็นฟังก์ชันเชิงเส้น
ของ St ดังนั้น Zt จึงมีการแจกแจง MGL เช่นกัน กล่าวคือ Zt ∼ MGLr(0,ΣZ , λZ(t)) และ
เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์เวกเตอร์สถานะ คือ

Cov (Zt) = KtCov (St)K ′
t

Γ( r+2
λZ(t)

)

rΓ( r
λZ(t)

)
ΣZ = Kt

(
CtP t|t−1C

′
t + Cov (V t)

)
K ′

t

= P t|t−1C
′
t

(
CtP t|t−1C

′
t +

1
2
ΣV

)−1

CtP t|t−1

ตัวประมาณภาวะน่าจะเป็นสูงสุด (maximum likelihood estimator: MLE) ของพารามิเตอร์
เชฟของความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์เวกเตอร์สถานะ (λ̂Z(t)) ที่ทำให้ค่าลอกการิทึม (log-
arithm) ของฟังก์ชันความหนาแน่นร่วมของความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์เวกเตอร์สถานะ
มีค่ามากที่สุด เมื่อพิจา- รณาเทียบกับ λZ(t) โดยที่เมทริกซ์พารามิเตอร์สเกลมีค่าเท่ากับ ΣZ =

2δ2
t P t|t−1C

′
t

(
CtP t|t−1C

′
t +1

2ΣV

)−1
CtP t|t−1 และ δt = λ̂Z(t−1)

2 คือ ตัวประกอบปรับค่า
(adaptive factor) กล่าวคือ

d

dλZ(t)

[
log

(
λZ(t)Γ

(
r

λZ(t)

))
+

(
Z ′

tΣ
−1
Z Zt

)λZ(t)
2

]
= 0
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รูปที่ 3.1: ค่าของตัวประกอบปรับค่าที่สอดคล้องกับค่าน้อยที่สุดของค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกำลัง
สองของการประมาณเวกเตอร์สถานะ สำหรับระบบที่มีการเปลี่ยนแปลง

เนื่องจากตัวรบกวนระบบที่มีค่านอกกลุ่มจะมีการแจกแจงหางยาวและหนากว่าหางของการแจก
แจงปกติ พารามิเตอร์เชฟจะมีค่าน้อยกว่า 2 สำหรับการแจกแจงลาปาสนัยทั่วไปพหุตัวแปร
ดังนั้นการประมาณค่า λZ(t) จะพิจารณาค่าในช่วง 0 ถึง 2 เท่านั้น เนื่องจากกรณี λZ(t) มี
ค่ามากกว่า 2 การแจกแจงของตัวรบกวนระบบจะมีหางสั้นและบางซึ่งทำให้ตัวประมาณเวกเตอร์
สถานะของตัวกรอง MGLF ไม่แตกต่างจากตัวประมาณเวกเตอร์สถานะของตัวกรอง KF
ตัวประกอบปรับค่าถูกนำมาใช้เพื่อเพิ่มประสิทธิภาพของการประมาณเวกเตอร์สถานะ รูปที่

3.1 พบว่า เมื่อระบบมีการเปลี่ยนแปลงด้วยขนาดที่ใหญ่มากขึ้น ค่าของตัวประกอบปรับค่าจะมี
แนวโน้มลู่เข้าสู่ศูนย์ ซึ่งทำให้ค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนกำลังสองของการประมาณเวกเตอร์
สถานะ(mean of squared state error: MSSE) มีค่าน้อยที่สุด ดังนั้นตัวประกอบปรับค่าควร
จะมีค่าแตกต่างกันในแต่ละคาบเวลา เพื่อปรับค่าความผันแปรของความคลาดเคลื่อนของการ
ประมาณเวกเตอร์สถานะ รูปที่ 3.2 แสดงประสิทธิภาพของตัวกรอง MGLF ที่ประยุกต์ตัวประกอบ
ปรับค่า กล่าวคือ ตัวประมาณเวกเตอร์สถานะของตัวกรอง MGLF ที่ประยุกต์ตัวประกอบปรับค่า
สามารถอธิบายการเปลี่ยนแปลงของระบบได้อย่างมีประสิทธิภาพ เมื่อเปรียบเทียบกับตัวประมาณ
เวกเตอร์สถานะของตัวกรอง KF และตัวกรอง MGLF ที่ไม่มีตัวประกอบปรับค่า
จากแนวคิดการประมาณค่า λW ทำให้ตัวกรอง MGLF สามารถประยุกต์กับสถานการณ์ที่
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รูปที่ 3.2: ผลกระทบของตัวประกอบปรับค่าต่อการประมาณเวกเตอร์สถานะ

ปรากฏได้ ดังนั้นขั้นตอนการทำงานของตัวกรอง MGLF สามารถแสดงได้ดังนี้
1. นำเข้าค่าพยากรณ์ของเวกเตอร์สถานะ X̂t|t−1 และเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของความ
คลาด เคลื่อนของการพยากรณ์เวกเตอร์สถานะ P t|t−1 ล่วงหน้า 1 คาบ ณ เวลา t− 1

2. นำเข้าเวกเตอร์ค่าวัด Y t

3. คำนวณเมทริกซ์ถ่วงน้ำหนัก Kt = P t|t−1C
′
t

(
CtP t|t−1C

′
t + 1

2ΣV

)−1

4. คำนวณค่าตัวประมาณเวกเตอร์สถานะ X̂t|t และเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของความ
คลาดเคลื่อนของการประมาณเวกเตอร์สถานะ P t|t

X̂t|t = X̂t|t−1 + Kt

(
Y t −CtX̂t|t−1

)

P t|t = (I −KtCt)P t|t−1

5. การประมาณค่าพารามิเตอร์เชฟ λW

ก. คำนวณค่าประมาณของเวกเตอร์ความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์เวกเตอร์สถานะ
Zt = X̂t|t − X̂t|t−1 และ Zt ∼ MGLr(0,ΣZ , λZ(t))

ข. คำนวณค่าตัวประมาณภาวะน่าจะเป็นสูงสุด λ̂Z(t) เมื่อกำหนดเมทริกซ์พารามิเตอร์สเกล
ΣZ = 2δ2

t P t|t−1C
′
t

(
CtP t|t−1C

′
t + 1

2ΣV

)−1
CtP t|t−1 โดยที่ δt = λ̂Z(t−1)

2 คือ
ตัวประกอบปรับค่า ในขั้นตอนนี้ เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของตัวรบกวนระบบ
สามารถประมาณค่าได้ทุกคาบเวลา
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6. คำนวณค่าพยากรณ์ของเวกเตอร์สถานะล่วงหน้า 1 คาบ X̂t+1|t และเมทริกซ์ความแปร
ปรวนร่วมของความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์เวกเตอร์สถานะล่วงหน้า 1 คาบ P t+1|t

X̂t+1|t = AtX̂t|t

P t+1|t = AtP t|tA′
t +

Γ( r+2

λ̂Z(t)

)

rΓ( r

λ̂Z(t)

)
ΣW

7. กำหนด t = t + 1 และกลับไปขั้นตอนที่ 2.
ตัวกรอง MGLF ข้างต้น เรียกว่า ตัวกรอง MGLF ที่มีตัวประกอบปรับค่าตัวเดียว (MGLF

with single adaptive factor: MGLF-S) เนื่องจากตัวกรอง MGLF ใช้ตัวประกอบปรับค่า
เพียงตัวเดียวสำหรับทุกตัวแปรในการคำนวณเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของตัวรบกวนระบบ
กล่าวคือ ตัวแปรทุกตัวได้รับน้ำหนักเพื่อลดผลกระทบของค่านอกกลุ่มเช่นเดียวกันไม่ว่าจะมีค่า
นอกลุ่มหรือไม่ ซึ่งอาจจะทำให้ค่าประมาณเวกตอร์สถานะมีความผันแปรมากกว่าปกติ สำหรับ
ตัวแปรที่ไม่มีค่านอกกลุ่ม ดังนั้นการพิจารณาใช้ตัวประกอบปรับค่าของตัวแปรแต่ละตัวในการ
คำนวณเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของตัวรบกวนระบบอาจจะเป็นแนวทางในการแก้ไขข้อบก
พร่องดังกล่าว (Yang & Cui 2008) ซึ่งจะทำให้ตัวประมาณเวกเตอร์สถานะมีประสิทธิภาพมากขึ้น
เนื่องจากตัวประมาณเวกเตอร์สถานะประกอบด้วยสารสนเทศของค่าวัดมากขึ้น ตัวกรอง MGLF
ที่ได้จะเรียกว่า ตัวกรองMGLFที่มีตัวประกอบปรับค่าหลายตัว (MGLFwithmulit adaptive
factors: MGLF-M)
กำหนดเวกเตอร์สุ่มที่มีการแจกแจงMGL r ตัวแปรZt = (Zjt, Z

∗
t )
′ เมื่อZ∗

t = (Z1t, Z2t, . . . ,

Z(j−1)t, Z(j+1)t, . . . , Zrt

) และเมทริกซ์พารามิเตอร์สเกลที่สอดคล้องกัน คือ
ΣZ =

[
σjj Σ∗′

j

Σ∗
j Σ∗

]

สำหรับ j = 1, 2, . . . , r ตัวแปรสุ่มแบบมีเงื่อนไข Zjt กำหนด Z∗
t = z∗t มีการแจกแจงลาปาส

นัยทั่วไป (generalized Laplace distribution) ที่มีค่าเฉลี่ย เท่ากับ ศูนย์, พารามิเตอร์สเกล เท่า
กับ σ2

j = σjj −Σ∗′
j Σ∗−1Σ∗

j และพารามิเตอร์เชฟ เท่ากับ λZj(t) เขียนแทนด้วย Zjt|Z∗
t = z∗t ∼

MGL1

(
0, σ2

j , λZj(t)

) ซึ่งความแปรปรวนแบบมีเงื่อนไขของตัวแปรสุ่ม Zjt|Z∗
t = z∗t เท่ากับ

σ2
Zjt|Z∗t =z∗t

=
Γ

(
3

λZj(t)

)

Γ
(

1
λZj(t)

)σ2
j

กำหนด λ̂Zj(t) คือ ตัวประมาณภาวะน่าจะเป็นสูงสุดของ λZj(t) สำหรับ j = 1, 2, . . . , r ซึ่ง
เป็นตัวประมาณที่ทำให้ค่าลอกการิทึมของฟังก์ชันความหนาแน่นของตัวแปรสุ่มแบบมีเงื่อนไข
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Zjt|Z∗
t = z∗t ที่มีพารามิเตอร์สเกล เท่ากับ σ2

j = 2δ2
jt

(
σjj −Σ∗′

j Σ∗−1Σ∗
j

) เมื่อ δjt คือ
ตัวประกอบปรับค่าของตัวแปรที่ j ณ คาบเวลา t จะได้เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของตัว
รบกวนระบบสามารถประมาณด้วย Λ

1
2 ΣW Λ

1
2 เมื่อ

Λ = diag




Γ
(

r+2

λ̂Z1(t)

)

rΓ
(

r

λ̂Z1(t)

) ,

Γ
(

r+2

λ̂Z2(t)

)

rΓ
(

r

λ̂Z2(t)

) , . . . ,

Γ
(

r+2

λ̂Zk(t)

)

rΓ
(

r

λ̂Zk(t)

)




คือ เมทริกซ์ทแยงมุม (diagonal matrix) ของตัวประกอบปรับค่าของตัวแปรแต่ละตัว
ดังนั้นตัวกรอง MGLF-M สามารถนำมาประยุกต์ได้ตามขั้นตอนการทำงานดังนี้
1. นำเข้าค่าพยากรณ์ของเวกเตอร์สถานะ X̂t|t−1 และเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของความ
คลาด เคลื่อนของการพยากรณ์เวกเตอร์สถานะ P t|t−1 ล่วงหน้า 1 คาบ ณ เวลา t− 1

2. นำเข้าเวกเตอร์ค่าวัด Y t

3. คำนวณเมทริกซ์ถ่วงน้ำหนัก Kt = P t|t−1C
′
t

(
CtP t|t−1C

′
t + 1

2ΣV

)−1

4. คำนวณค่าตัวประมาณเวกเตอร์สถานะ X̂t|t และเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของความ
คลาดเคลื่อนของการประมาณเวกเตอร์สถานะ P t|t

X̂t|t = X̂t|t−1 + Kt

(
Y t −CtX̂t|t−1

)

P t|t = (I −KtCt)P t|t−1

5. การประมาณค่าพารามิเตอร์เชฟ
ก. คำนวณค่าประมาณเวกเตอร์ความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์เวกเตอร์สถานะZt =

X̂t|t − X̂t|t−1 และ Zt ∼ MGLr(0,ΣZ , λZ(t))

ข. คำนวณค่าตัวประมาณภาวะน่าจะเป็นสูงสุด λ̂Zj(t) สำหรับ j = 1, 2, . . . , r ซึ่งสอดคล้อง
กับตัวแปรสุ่มแบบมีเงื่อนไข Zjt|Z∗

t = z∗t ที่มีพารามิเตอร์สเกล เท่ากับ σ2
j =

2δ2
jt

(
σjj −Σ∗′

j Σ∗−1Σ∗
j

) เมื่อ δjt คือ ตัวประกอบปรับค่าของตัวแปรที่ j ณ คาบ
เวลา t

6. คำนวณค่าพยากรณ์ของเวกเตอร์สถานะล่วงหน้า 1 คาบ X̂t+1|t และเมทริกซ์ความแปรปรวน
ร่วมของความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์เวกเตอร์สถานะล่วงหน้า 1 คาบ P t+1|t

X̂t+1|t = AtX̂t|t

P t+1|t = AtP t|tA′
t + Λ

1
2 ΣW Λ

1
2
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เมื่อ
Λ = diag




Γ
(

r+2

λ̂Z1(t)

)

rΓ
(

r

λ̂Z1(t)

) ,

Γ
(

r+2

λ̂Z2(t)

)

rΓ
(

r

λ̂Z2(t)

) , . . . ,

Γ
(

r+2

λ̂Zk(t)

)

rΓ
(

r

λ̂Zk(t)

)




7. กำหนด t = t + 1 และกลับไปขั้นตอนที่ 2.
ขั้นตอนการทำงานข้างต้นของตัวกรอง MGLF-M แสดงการแก้ปัญหาของตัวกรอง MGLF-S

ที่ขึ้นอยู่กับตัวประกอบปรับค่าเพียงตัวเดียว ดังนั้นตัวกรอง MGLF-M จะให้น้ำหนักกับตัวแปร
แต่ละตัวแตกต่างกันขึ้นอยู่กับขนาดกำลังสองของความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์เวกเตอร์
สถานะ และตัวกรองนี้จึงน่าจะให้ตัวประมาณเวกเตอร์สถานะที่มีความแม่นยำ (precision) และ
สามารถอธิบายระบบได้อย่างมีประสิทธิ ภาพ
กระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้นทวิตัวแปร สำหรับเวลาไม่ต่อเนื่อง ที่มีการเปลี่ยนแปลงของ

กระบวนการในตัวแปรที่หนึ่ง ณ คาบเวลา 51 แต่ไม่มีการเปลี่ยนแปลงใดๆ ในตัวแปรที่สอง
แสดงดัง รูปที่ 3.3(a) และ (b) ตามลำดับ พบว่า ตัวประมาณเวกเตอร์สถานะของตัวกรอง MGLF-
S และ MGLF-M สามารถอธิบายการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการได้อย่างมีประสิทธิภาพมาก
กว่าตัวประมาณเวกเตอร์สถานะของตัวกรอง KF (รูปที่ 3.3(a)) นอกจากนี้ ตัวประมาณเวกเตอร์
สถานะของตัวกรอง MGLF-M สามารถอธิบายการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการได้ดีกว่าตัวกรอง
MGLF-S และตัวประมาณเวกเตอร์สถานะของตัวกรอง MGLF-M สำหรับตัวแปรที่สอง มีความ
ผันแปรน้อยกว่าตัวประมาณเวกเตอร์สถานะของตัวกรอง MGLF-S (รูปที่ 3.3(b)) เมื่อพิจารณา
ค่าประมาณพารามิเตอร์เชฟของตัวกรอง MGLF-S และ MGLF-Mพบว่า ค่าประมาณพารามิเตอร์
เชฟของตัวกรองMGLF-Mสำหรับตัวแปรที่หนึ่ง ในรูปที่ 3.3(d) มีลักษณะรูปแบบการเปลี่ยนแปลง
ค่าคล้ายคลึงกับค่าประมาณพารามิเตอร์เชฟของตัวกรอง MGLF-S ในรูปที่ 3.3(c) ขณะที่ค่า
ประมาณพารามิเตอร์เชฟของตัวกรอง MGLF-M สำหรับตัวแปรที่สอง มีรูปแบบการเปลี่ยนแปลง
ค่าแตกต่างไปตามค่าของตัวแปรที่สองที่ไม่มีการเปลี่ยนแปลง (รูปที่ 3.3(e)) ดังนั้นตัวกรอง
MGLF-M น่าจะให้ตัวประมาณเวกเตอร์สถานะที่สามารถอธิบายกระบวนการได้อย่างมีประสิทธิ
ภาพ

3.3 การเปรียบเทียบประสิทธิภาพของตัวกรอง

การศึกษาประสิทธิภาพของตัวกรอง MGLF-S และ MGLF-M เมื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพกับ
ตัวกรอง KF โดยพิจารณากระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้น 5 ตัวแปร ที่มีคุณสมบัติของการสังเกต
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และสมบัติของการควบคุม
Xt+1 = Xt + W t

Y t = Xt + V t

ซึ่งจำลองแบบด้วยเทคนิคมอนติคาร์โล (Monte Carlo technique) ประสิทธิภาพของตัวกรอง
พิจารณาจากค่า MSSE และพารามิเตอร์ของการทดลองกำหนดโดย
1. W t และ V t คือ เวกเตอร์ตัวรบกวนระบบ และเวกเตอร์ตัวรบกวนค่าวัด ตามลำดับ ซึ่ง
เป็นอิสระต่อกัน และไม่ขึ้นอยู่กับเวลา สมมติ W t และ V t มีการแจกแจงปกติ k ตัวแปร
กล่าวคือ W t ∼ Nk (0,ΣW ) และ V t ∼ Nk (0,ΣV ) ตามลำดับ เมื่อ ΣW = σ2

W (1 −
ρW )I + σ2

W ρW J และ ΣV = σ2
V (1 − ρV )I + σ2

V ρV J โดยที่ I คือ เมทริกซ์เอกลักษณ์
(identity matrix) และ J คือ เมทริกซ์ที่มีสมาชิกทุกตัวเท่ากับหนึ่ง
2. ความแปรปรวนของตัวรบกวนระบบ (σ2

W ) และความแปรปรวนของตัวรบกวนค่าวัด (σ2
V )

กำหนดโดยคู่ลำดับของความแปรปรวนทั้งสอง คือ (σ2
W , σ2

V ) = (0.1, 1), (0.02, 1), (0.01, 1),

(0.01, 0.5) และ (0.01, 0.1)

3. สัมประสิทธิ์สหสัมพันธ์ของตัวรบกวนระบบ (ρW ) และสัมประสิทธิ์สหสัมพันธ์ของตัวรบกวน
ค่าวัด (ρV ) เท่ากับ 0.1, 0.4 และ 0.8
4. ความยาวของอนุกรมเวลา (n) เท่ากับ 50
5. จำนวนตัวแปร (k) เท่ากับ 2, 5 และ 10
6. ค่าเริ่มต้นของเวกเตอร์สถานะ (X0|0) และเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม (P 0|0) กำหนด
โดย X0|0 ∼ Nk

(
0,P 0|0

) เมื่อ P 0|0 = I

7. ขนาดของการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการในตัวแปรที่หนึ่งกำหนดโดย δM เท่ากับ 0, 0.5,
1, 2, 3, 4 และ 5 กล่าวคือ ตัวรบกวนระบบ Wt(1) ∼ N(δM , σ2

W ) เมื่อ t = 26

8. จำนวนรอบของการทดลองด้วยการจำลองแบบมอนติคาร์โล เท่ากับ 2,000 ด้วยโปรแกรม
อาร์ (R)
9. ตัวสถิติตัดสินใจที่ใช้ในการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของตัวกรอง คือ MSSE ซึ่งคำนวณ
จากความคลาดเคลื่อนของการประมาณเวกเตอร์สถานะทั้งหมด 50 คาบเวลา

MSSE =
1

2000

(
1
n

n∑

t=1

(
Xt − X̂t|t

)′ (
Xt − X̂t|t

))
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ถ้า MSSE มีค่าลู่เข้าสู่ศูนย์ แสดงว่า ตัวประมาณเวกเตอร์สถานะนั้นเป็นตัวประมาณที่มี
ประสิทธิภาพ
ตารางที่ 3.1 - 3.3 แสดงค่า MSSE ของตัวกรอง MGLF-S, MGLF-M และ KF เมื่อ k เท่ากับ

2, 5 และ 10 ตามลำดับ พบว่า รูปแบบการเปลี่ยนแปลงค่า MSSE ของทุกตัวกรองไม่แตกต่าง
กัน สำหรับทุกค่า k กล่าวคือ MSSE ของตัวกรอง MGLF-S และ MGLF-M มีค่าน้อยกว่า MSSE
ของตัวกรอง KF เมื่อระบบเปลี่ยนแปลงอย่างมีนัยสำคัญ ขณะที่ MSSE ของตัวกรอง KF มีค่า
น้อยกว่า MSSE ของตัวกรอง MGLF-S และ MGLF-M เมื่อระบบไม่เปลี่ยนแปลง หรือ ระบบ
เปลี่ยนแปลงอย่างไม่มีนัยสำคัญ นอกจากนี้ ตัวกรอง MGLF-M มีค่า MSSE น้อยกว่าตัวกรอง
MGLF-S ยกเว้นกรณีควมแปรปรวนของตัวรบกวนค่าวัดมีค่าน้อย จากผลลัพธ์ข้างต้นสามารถ
สรุปได้ว่า ตัวกรอง MGLF-S และ MGLF-M เป็นตัวกรองที่มีความแกร่งต่อค่านอกกลุ่มในตัว
รบกวนระบบ หรือต่อการเปลี่ยนแปลงของระบบ และตัวกรอง KF เป็นตัวกรองที่ไม่คงเส้นคงวา
ต่อการเปลี่ยนแปลงของระบบ
โดยปกติ σ2

W จะมีค่าน้อยมาก เมื่อเปรียบเทียบกับ σ2
V และถ้า σ2

W มีค่ามากจะทำให้การ
พิจารณาการเปลี่ยนแปลงของระบบยากมากขึ้น เนื่องจากระบบมีความผันแปรมากทำให้การเปลี่-
ยนแปลงของระบบปรากฏไม่ชัดเจน ตารางที่ 3.1 - 3.3 พบว่า เมื่อ σ2

W มีค่ามากขึ้น ตัวกรอง
KF จะมีความแกร่งต่อการเปลี่ยนแปลงของระบบ และมีประสิทธิภาพมากกว่าตัวกรอง MGLF-S
และ MGLF-M ทุกค่า k อย่างไรก็ตาม ตัวกรอง MGLF-S และ MGLF-M ยังคงมีคุณสมบัติความ
คงเส้นคงวาต่อการเปลี่ยนแปลงของระบบในกรณีนี้ ซึ่งสามารถแสดงดังรูปที่ 3.4 นอกจากนี้ ถ้า
σ2

V มีค่าลดลง พบว่า ประสิทธิภาพของตัวกรอง MGLF-S และ MGLF-M มีแนวโน้มใกล้เคียง
กัน ตัวกรอง MGLF-S จะมีค่า MSSE น้อยที่สุด เมื่อการเปลี่ยนแปลงของระบบมีขนาดใหญ่มาก
และค่า MSSE ของตัวกรอง MGLF-M มีค่าน้อยที่สุด เมื่อระบบเปลี่ยนแปลงอย่างมีนัยสำคัญ
อย่างไรก็ตาม ประสิทธิภาพของตัวกรอง MGLF-S จะลดลง เมื่อ k มีค่ามากขึ้น
รูปที่ 3.5 แสดงผลกระทบของตัวรบกวนระบบต่อประสิทธิภาพของตัวกรอง พบว่า กรณี σ2

W

น้อย ค่า MSSE ของตัวกรอง KF มีแนวโน้มเพิ่มขึ้น และเพิ่มขึ้นอย่างรวดเร็ว เมื่อขนาดการ
เปลี่ยนแปลงของระบบเพิ่มขึ้น และ ρW มีค่ามากขึ้น แต่ถ้า σ2

W มีค่ามาก ตัวกรอง KF จะเป็นตัว
กรองที่คงเส้นคงวาต่อการเปลี่ยนแปลงของระบบ อย่างไรก็ตาม ตัวกรอง MGLF-S และ MGLF-M
ยังคงเป็นตัวกรองที่มีความแกร่งในทุกกรณี ส่วนผลกระทบของตัวรบกวนค่าวัดต่อประสิทธิภาพ
ของตัวกรองแสดงดังรูปที่ 3.6 พบว่า ตัวกรอง MGLF-S และ MGLF-M มีความแกร่งต่อต่อการ
เปลี่ยนแปลงของระบบทุกกรณี ขณะที่ ค่า MSSE ของตัวกรอง KF เพิ่มขึ้นอย่างรวดเร็ว เมื่อ
ขนาดการเปลี่ยนแปลงของระบบเพิ่มขึ้น สำหรับกรณี σ2

V มีค่ามาก และ ρV มีค่าน้อย ถ้า σ2
V มี
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ค่าน้อยลง และ ρV มีค่ามากขึ้น อัตราการเพิ่มขึ้นของค่า MSSE ของตัวกรอง KF มีแนวโน้มลด
ลง
รูปที่ 3.7 แสดงการเคลื่อนไหวของค่า MSSE ของตัวกรองซึ่งได้รับผลกระทบจาก ρW และ

ρV พบว่า ตัวกรอง MGLF-S และ MGLF-M มีความแกร่งต่อการเปลี่ยนแปลงของระบบทุกกรณี
ขณะที่ ค่า MSSE ของตัวกรอง KF มีแนวโน้มเพิ่มขึ้น และเพิ่มขึ้นอย่างรวดเร็ว เมื่อขนาดการ
เปลี่ยนแปลงของระบบใหญ่ขึ้น สำหรับกรณี ρV มีค่ามากขึ้น ในทางตรงกันข้าม ถ้า ρW มีค่ามาก
ขึ้น ค่า MSSE ของตัวกรอง KF มีแนวโน้มลดลง เมื่อขนาดการเปลี่ยนแปลงของระบบเพิ่มขึ้น
จากผลการทดลองข้างต้น พบว่า ค่า MSSE ของตัวกรอง MGLF-S และ MGLF-M น้อย

กว่าค่า MSSE ของตัวกรอง KF เมื่อ δM ≥ 2 ซึ่งตัวกรอง MGLF-S และ MGLF-M ควร
จะมีประสิทธิภาพสูงกว่าตัวกรอง KF สำหรับกรณีระบบเปลี่ยนแปลงไม่มากนัก เช่น δM ≥ 1

ดังนั้น Khawsithiwong, N.Yatawara & Pongsapukdee (2011) จึงพิจารณาอัตราการลู่เข้าของ
ค่า MSSE ภายหลังการเปลี่ยนแปลงของระบบจึงถูกพิจารณาภายใต้ขอบเขตการทดลองเช่นเดิม
ซึ่งแก้ไขเพิ่มเติมบางเงื่อนไข คือ (1) ความแปรปรวนของตัวรบกวน σ2

W = 0.01 และ σ2
V = 1

(2) จำนวนตัวแปร k = 5 (3) MSSE คำนวณจากความคลาดเคลื่อนของการประมาณเวกเตอร์
สถานะ 10 คาบเวลา ภายหลังระบบมีการเปลี่ยนแปลง กล่าวคือ ความคลาดเคลื่อนของการ
ประมาณเวกเตอร์สถานะ ตั้งแต่ คาบที่ 26 ถึง คาบที่ 35 จะถูกนำมาคำนวณค่า MSSE ตาม
สูตร MSSE = 1

2000

(
1
10

∑35
t=26

(
Xt − X̂t|t

)′ (
Xt − X̂t|t

))
และ (4) เปรียบเทียบค่า MSSE

ของตัวกรอง KF และ MGLF ทั้งสอง และตัวกรองที่มีความแกร่ง เมื่อตัวรบกวนระบบสมมติว่ามี
การแจกแจงปกติผสม (robust filter with mixture Gaussian system noise: MIXTURE) โดย
กำหนดความน่าจะเป็นของการเกิดค่านอกกลุ่ม เท่ากับ 0.05 (รายละเอียดแสดงในภาคผนวก ก)
ตารางที่ 3.4 พบว่า กรณีระบบไม่มีการเปลี่ยนแปลง (δM = 0) ตัวกรอง KF มีค่า MSSE

น้อยที่สุด เมื่อ δM = 0.5 ตัวกรอง MIXTURE มีค่า MSSE น้อยที่สุด และตัวกรอง MGLF-M มีค่า
MSSE น้อยที่สุด เมื่อ δM ≥ 1 ทุกค่า (ρW , ρV ) จากผลลัพธ์ข้างต้น พบว่า การคำนวณ MSSE
ด้วยความคลาดเคลื่อนของการประมาณเวกเตอร์สถานะทุกคาบเวลา อาจจะทำให้เกิดความไม่
ชัดเจนของประสิทธิภาพของตัวกรอง MGLF เมื่อระบบเปลี่ยนแปลงน้อย
รูปที่ 3.8 แสดงอัตราการลู่เข้าของค่า MSSE ภายหลังการเปลี่ยนแปลงของระบบ พบว่า

กรณี δM = 0 และ 0.5 ตัวกรอง MGLF-S และ MGLF-M มีค่า MSSE มากกว่าตัวกรอง KF
และ MIXTURE แต่เมื่อระบบเปลี่ยนแปลงอย่างมีนัยสำคัญ (δM ≥ 1) ค่า MSSE ของตัวกรอง
MGLF-M มีค่าน้อยที่สุด และลดลงอย่างรวดเร็วกว่าตัวกรองอื่น ในทางตรงกันข้าม ค่า MSSE
ของตัวกรอง KF ลดลงอย่างช้าๆ และมีค่ามากขึ้น เมื่อ δM มีค่ามากขึ้น ค่า MSSE ของตัวกรอง
MIXTURE ลู่เข้าสู่ค่า MSSE ของตัวกรอง MGLF-M เมื่อ δM มีค่ามากขึ้น นอกจากนี้ ตัวกรอง
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MGLF-S มีอัตราการลู่เข้าของค่า MSSE ลดลง ขณะที่ δM มีค่ามากขึ้น เมื่อเปรียบเทียบกับอัตรา
การลู่เข้าของค่า MSSE ของตัวกรอง MGLF-M

3.4 สรุป

ตัวกรอง MGLF ถูกพัฒนาขึ้นโดยสมมติตัวรบกวนระบบมีการแจกแจง MGL ซึ่งสามารถอธิบาย
ลักษณะของตัวรบกวนระบบทั้งกรณีตัวรบกวนระบบมีค่านอกกลุ่ม และไม่มีค่านอกกลุ่ม เนื่องจาก
การเกิดค่านอกกลุ่มในตัวรบกวนระบบทำให้ระบบมีการเปลี่ยนแปลงไปยังสถานะใหม่ ดังนั้นตัว
กรอง MGLF จึงสามารถอธิบายระบบที่เปลี่ยนแปลงได้อย่างมีประสิทธิภาพ ด้วยคุณประโยชน์
จากการประยุกต์การแจกแจง MGL ขณะที่ตัวกรอง KF เป็นตัวกรองที่ไม่มีประสิทธิภาพในกรณี
ดังกล่าว
ความสามารถของตัวกรอง MGLF ขึ้นอยู่กับตัวประกอบปรับค่า กล่าวคือ ตัวกรอง MGLF ที่

ขึ้นอยู่กับตัวประกอบปรับค่าตัวเดียว (MGLF-S) และตัวกรอง MGLF ที่ขึ้นอยู่กับตัวประกอบปรับ
ค่าหลายตัว (MGLF-M) ตัวกรอง MGLF-M ถูกพัฒนาขึ้นภายใต้แนวคิดของการกำหนดตัวถ่วง
น้ำหนักที่แตกต่างกันของตัวแปรแต่ละตัว ผลลัพธ์จากการจำลองแบบ พบว่า ตัวกรอง MGLF-S
และ MGLF-M เป็นตัวกรองที่มีความแกร่งต่อการเปลี่ยนแปลงของระบบ และตัวกรอง MGLF-M
มีประสิทธิภาพสูงกว่าตัวกรอง MGLF-S สำหรับกรณีส่วนใหญ่
ตัวกรอง MGLF-M มีประสิทธิภาพสูงที่สุด เมื่อเปรียบเทียบกับตัวกรอง KF, MIXTURE และ

MGLF-S และมีอัตราการลู่เข้าของค่า MSSE สูงกว่าตัวกรองที่ทำการศึกษาทั้งหมด หมายความ
ว่า ตัวกรอง MGLF-M สามารถประมาณเวกเตอร์สถานะได้อย่างแม่นยำกว่าตัวกรองอื่น ดังนั้นตัว
กรอง MGLF-M จึงสามารถอธิบายการเปลี่ยนแปลงของระบบได้ถูกต้องกว่าตัวกรองอื่นที่นำมา
ศึกษา
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ค่าวัดของตัวแปรคุณภาพ (quality characteristic) จากกระบวนการสโตคาสติกถูกเก็บบันทึก
ตามลำดับเวลา ซึ่งทำให้ค่าวัดเหล่านั้นมีความสัมพันธ์กันระหว่างคาบเวลา ดังนั้นค่าวัดดังกล่าว
จึงพิจารณาในลักษณะอนุกรมเวลาไม่คงที่ (nonstationary time series) นั่นหมายความว่า กระ
บวนการสโตคาสติกนี้อาจมีการเปลี่ยนแปลงค่ากลาง และ/หรือ การกระจาย พิจารณากระบวนกา
รสโตคาสติกเชิงเส้น กำหนดโดยตัวแบบปริภูมิสถานะ

Xt+1 = AtXt + BtU t + W t

Y t = CtXt + V t

เมื่อ Xt คือ เวกเตอร์สถานะ ขนาด r × 1, U t คือ เวกเตอร์ตัวแปรควบคุมนำเข้า ขนาด l × 1,
Y t คือ เวกเตอร์ค่าวัด ขนาด k × 1 และ At, Bt และ Ct คือ เมทริกซ์คงที่ ขนาด r × r, r × l

และ k× r ตามลำดับW t คือ เวกเตอร์ตัวรบกวนระบบ ขนาด r× 1, V t คือ เวกเตอร์ตัวรบกวน
ค่าวัด ขนาด k × 1 สมมติเวกเตอร์ (W t, V t)′ มีการแจกแจง MGL ที่มีเวกเตอร์ค่าเฉลี่ย เท่า
กับ เวกเตอร์ศูนย์ และ เมทริกซ์พารามิเตอร์สเกล เท่ากับ Σ =

[
ΣW 0
0 ΣV

]
ซึ่งเป็นเมทริกซ์

ทราบค่า กล่าวคือ (W t, V t)′ ∼ MGLr+k(0,Σ, λ)

เทคนิคที่นำมาใช้เพื่อควบคุมกระบวนการให้อยู่บนเป้าหมายที่กำหนด คือ การควบคุมกระ
บวนการเชิงวิศวกรรม หรือ EPC การปรับกระบวนการแบบป้อนกลับเป็นเทคนิคหนึ่งที่นิยม ซึ่ง
จะดำเนินการโดยปราศจากการกำจัดสาเหตุความผิดปกติของกระบวนการ และเป็นเหตุให้การ
เปลี่ยนแปลงของค่ากลาง และ/หรือ การกระจายของกระบวนการยังคงปรากฏอยู่ ดังนั้นการควบ
คุมกระบวนการเชิงสถิติ หรือ SPC จึงถูกนำมาใช้ เพื่อตรวจจับและค้นหาสาเหตุความผิดปกติ
ของกระบวนการ จนกระทั่งสาเหตุความผิดปกติของกระบวนการเหล่านั้นถูกกำจัด
Box & Narasimhan (2010) เสนอการผสานเทคนิคการควบคุมกระบวนการทั้งสองข้างต้น

เรียกว่า synergistic control ซึ่งนำแผนภูมิปรับค่ากำหนดเขต (bounded adjustment chart)
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มาใช้ เพื่อกำหนดการปรับกระบวนการ ด้วยการปรับกระบวนการแบบป้อนกลับ และนำแผนภูมิ
ควบคุมมาใช้ เพื่อตรวจจับความผิดปกติของกระบวนการ
งานวิจัยนี้มุ่งพัฒนาระบบควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ หรือ SPCS ซึ่งเป็นการผสานเทคนิค

การปรับกระบวนการแบบป้อนกลับ ซึ่งพัฒนาจากทฤษฎีการควบคุมสโตคาสติกเชิงเส้น และ
เทคนิคแผนภูมิควบคุม เทคนิคทั้งสองขึ้นอยู่กับตัวกรอง MGLF โครงสร้างของ SPCS ประกอบ
ด้วย 3 องค์ประกอบ คือ
1. ตัวกรองที่มีความแกร่งปรับค่า
การประมาณเวกเตอร์สถานะซึ่งแสดงการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการด้วยตัวกรองMGLF
เมื่อสมมติว่าตัวรบกวนระบบมีการแจกแจง MGL ซึ่งสามารถอธิบายกระบวนการปกติ หรือ
กระบวนการที่มีการเปลี่ยนแปลง ตัวกรอง MGLF เป็นตัวกรองที่มีความแกร่งด้วยการ
ประมาณเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของตัวรบกวนระบบ ซึ่งขึ้นอยู่กับพารามิเตอร์เชฟ
ของการแจกแจง MGL
2. การควบคุมสโตคาสติกเชิงเส้น
ผลลัพธ์ของทฤษฎีการควบคุมสโตคาสติกเชิงเส้น โดยสมมติตัวรบกวนระบบมีการแจกแจง
MGL สามารถแสดงออกเป็น 2 ส่วน คือ การประมาณเวกเตอร์สถานะด้วยตัวกรอง MGLF
และการประมาณเวกเตอร์ตัวแปรควบคุม ซึ่งเป็นฟังก์ชันของตัวประมาณเวกเตอร์สถานะ
ทั้งสองส่วนข้างต้นประกอบขึ้นเป็นการควบคุมแบบป้อนกลับ LQ-MGL ทำให้การปรับกระ
บวนการกลับสู่เป้าหมายได้อย่างรวดเร็วและมีประสิทธิภาพ
3. แผนภูมิควบคุม
แผนภูมิควบคุมของความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์ค่าวัดล่วงหน้า 1 คาบ ของตัวกรอง
MGLF ถูกนำมาใช้เพื่อตรวจจับความผิดปกติของกระบวนการ แผนภูมิควบคุมดังกล่าว
สามารถแสดงคาบเวลา เมื่อกระบวนการมีการเปลี่ยนแปลง เนื่องจากความคลาดเคลื่อน
ของการพยากรณ์ค่าวัดล่วงหน้า 1 คาบ มีการแจกแจง MGL ถ้ากระบวนการปกติ แผนภูมิ
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ควบคุมข้างต้นจะขึ้นอยู่กับการแจกแจงไคกำลังสอง เมื่อขนาดตัวอย่างใกล้อนันต์ (asymp-
totic χ2 distribution)
โครงสร้างของ SPCS สามารถแสดงดังรูปที่ 4.1 ซึ่งประสิทธิภาพของระบบควบคุมกระบวน

การนี้จะขึ้นอยู่กับประสิทธิภาพของตัวกรอง MGLF ดังนั้นลำดับเนื้อหาในบทนี้จะแสดงแผนภูมิ
ควบคุมที่ขึ้นอยู่กับตัวกรอง MGLF ลำดับต่อมา การควบคุมสโตคาสติกเชิงเส้น เมื่อตัวรบกวน
ระบบมีการแจกแจง MGL ถูกนำเสนอ สุดท้าย SPCS ซึ่งประกอบขึ้นจากการผสานการควบคุม
สโตคาสติกเชิงเส้น และแผนภูมิควบคุมจะถูกนำเสนอ

4.1 แผนภูมิควบคุม MGL

แผนภูมิควบคุม MGL ถูกพัฒนาขึ้นเพื่อตรวจับความผิดปกติของค่ากลางและการกระจาย ซึ่งขึ้น
อยู่กัค่าพยากรณ์ค่าวัดล่วงหน้า 1 คาบ จากตัวกรอง MGLF ถ้ากระบวนการอยู่ในการควบคุม
และมีการแจกแจงปกติ กล่าวคือ St ∼ Nk

(
0, 2

(
CtP t|t−1C

′
t + 1

2ΣV
)) จะได้ว่า

Dt =
1
2

(
Y t − Ŷ t|t−1

)′(
CtP t|t−1C

′
t +

1
2
ΣV

)−1 (
Y t − Ŷ t|t−1

)

และตัวแปรสุ่ม Dt มีการแจกแจงไคกำลังสองที่มีองศาความเป็นอิสระ (degrees of freedom)
k เขียนแทนด้วย Dt ∼ χ2

k ซึ่งแสดงการเปลี่ยนแปลงค่าการกระจายของกระบวนการ ขณะที่
ค่าวัดเชิงปริมาณ Mt แสดงการเปลี่ยนแปลงค่ากลางของกระบวนการ เมื่อพิจารณาเทียบกับค่า
เป้าหมายของกระบวนการ T กล่าวคือ

Mt =
1
2

(
Ŷ t|t−1 − T

)′(
CtP t|t−1C

′
t +

1
2
ΣV

)−1 (
Ŷ t|t−1 − T

)

อย่างไรก็ตามMt ถูกพิจารณาในรูปแบบเดียวกับตัวแปรสุ่ม Dt เนื่องจากความต้องการพิจารณา
การเปลี่ยนแปลงค่ากลางและการกระจายของกระบวนการในเวลาเดียวกัน รูปที่ 4.2(a) แสดง
ค่าพยากรณ์ค่าวัดล่วงหน้า 1 คาบ ของตัวกรอง MGLF พบว่า ค่าพยากรณ์ค่าวัดล่วงหน้า 1
คาบ สามารถแสดงการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการ ขณะที่รูปที่ 4.2(b) แสดงการเปลี่ยนแปลง
ของกระบวนการอันเนื่องมาจากความผันแปรของตัวรบกวน เนื่องจากความคลาดเคลื่อนของค่า
พยากรณ์ค่าวัดล่วงหน้า 1 คาบ ขึ้นอยู่กับตัวรบกวนระบบและตัวรบกวนค่าวัด รูปที่ 4.3(a) พบว่า
Mt มีค่าเพิ่มขึ้นอย่างรวดเร็ว เมื่อกระบวนการมีการเปลี่ยนแปลง ขณะที่ 4.3(b) แสดงคาบเวลา
ที่กระบวนการมีการเปลี่ยนแปลง เนื่องด้วยความผันแปรของตัวรบกวนที่เพิ่มขึ้น ณ คาบเวลา
นั้น ดังนั้น Dt จึงสามารถแสดงความผันแปรของตัวรบกวนที่เพิ่มขึ้น แต่ไม่สามารถแสดงความ
ผันแปรของตัวรบกวนที่ลดลง ดังนั้นแผนภูมิควบคุมไคกำลังสอง (χ2 control chart) ถูกสร้าง
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รูปที่ 4.2: ค่าพยากรณ์และความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์ล่วงหน้า 1 คาบ สำหรับกระบวนการที่มี
การเปลี่ยนแปลงค่ากลาง

ขึ้นจากตัวแปรสุ่ม Dt เรียกว่า แผนภูมิควบคุม χ2-MGL (χ2-MGL control chart) กระบวนการ
พิจารณาว่าไม่อยู่ในการควบคุม (out of control) ถ้าDt มีค่ามากกว่าค่าควอนไทล์ (quantile) ของ
การแจกแจงไคกำลังสอง ที่กำหนดโดยความน่าจะเป็นของความผิดพลาดในการตัดสินใจปฏิเสธ
กระบวนการที่อยู่ในการควบคุม (α)

เนื่องจากแผนภูมิควบคุม χ2-MGL ไม่สามารถตรวจจับการลดลงของค่าการกระจายของกระ
บวนการ ดังนั้นเพื่อแสดงการลดลงของค่าการกระจายของกระบวนการ ตัวแปรสุ่ม Dt จะถูก
แปลงข้อมูลด้วยบางฟังก์ชัน โดยพิจารณาค่าควอนไทล์ของการแจกแจงปกติมาตรฐาน (stan-
dard normal distribution) จากค่าความน่าจะเป็นสะสม (cumulative probability) ของตัวแปรสุ่ม
Dt กล่าวคือ

Ft = Φ−1[Hk(Dt)]

เมื่อ Φ−1(·) คือ ฟังก์ชันการแจกแจงผกผันของตัวแปรสุ่มปกติมาตรฐาน, Hk(·) คือ ฟังก์ชันการ
แจกแจงของตัวแปรสุ่มไคกำลังสองที่มีองศาความเป็นอิสระ k และตัวแปรสุ่ม Ft มีการแจกแจง
ปกติมาตรฐาน ถ้า Dt มีค่ามาก ความน่าจะเป็นสะสม Hk(Dt) จะมีค่ามากเช่นกัน ซึ่งจะทำให้ Ft

มีค่ามากทางบวก ในทางตรงกันข้าม ถ้า Dt มีค่าน้อยเข้าใกล้ศูนย์ ความน่าจะเป็นสะสม Hk(Dt)

จะมีค่าน้อยเช่นกัน แล้ว Ft จะมีค่ามากทางลบ
การตรวจจับการเปลี่ยนแปลงค่าการกระจายของกระบวนการจะพิจารณาแผนภูมิควบคุมค่า

เฉลี่ยเคลื่อนที่ถ่วงน้ำหนักเอ็กโปเนนเชียล (exponentially weighted moving average control
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รูปที่ 4.3: แผนภูมิของตัวสถิติ Mt และ Dt สำหรับกระบวนการที่มีการเปลี่ยนแปลงค่ากลาง

chart: EWMA) ของ Ft ซึ่งค่าเฉลี่ยเคลื่อนที่ถ่วงน้ำหนักเอ็กโปเนนเชียลของ Ft คำนวณโดย
Qt = γFt + (1− γ)Qt−1, 0 < γ < 1

เมื่อ γ คือ พารามิเตอร์ปรับเรียบ (smoothing parameter) โดยปกติ พารามิเตอร์ปรับเรียบมักถูก
กำหนดค่าอยู่ระหว่าง 0.05 ถึง 0.25 (Montgomery 2005) ซึ่งแผนภูมิควบคุม EWMA-Q สามารถ
แสดงการเพิ่มขึ้นหรือลดลงของค่าการกระจายของกระบวนการ แสดงดังรูปที่ 4.4(a) และ (b)
ตามลำดับ ค่าเฉลี่ยของ Qt เท่ากับ µQ = 0 และความแปรปรวนของ Qt เท่ากับ σ2

Q = γ
2−γ σ2

F

ซึ่งความแปรปรวนของตัวแปรสุ่ม Ft เท่ากับ σ2
F = 1 ดังนั้น σ2

Q = γ
2−γ เนื่องจากความแปรปรวน

ของค่าเฉลี่ย 1
n

∑n
t Ft เท่ากับ 1

nσ2
F เมื่อ n คือขนาดตัวอย่าง ดังนั้นขนาดตัวอย่างโดยเฉลี่ยของ

การคำนวณค่าเฉลี่ยเคลื่อนที่ถ่วงน้ำหนักเอ็กโปเนนเชียล Qt เท่ากับ 2−γ
γ

แผนภูมิควบคุมทั้งค่ากลางและการกระจายของกระบวนการ (simultaneous MGL control
chart: SMGLC) กำหนดโดย

Gt = |Qt|+ ηMt, Gt > 0

เมื่อ η = 2−γ
γ คือ ขนาดตัวอย่างโดยเฉลี่ยของการคำนวณค่าเฉลี่ยเคลื่อนที่ถ่วงน้ำหนักเอ็กโป

เนนเชียล แผนภูมิควบคุมข้างต้นสามารถตรวจจับความผิดปกติของกระบวนการอันเนื่องมาจาก
การเปลี่ยนแปลงค่ากลาง และ/หรือ การกระจายของกระบวนการ กระบวนการจะถูกพิจารณา
ว่าไม่อยู่ในการควบคุม ถ้า Gt > G∗ เมื่อ G∗ คือ ขีดจำกัดควบคุม (upper control lim-
it: UCL) ที่เหมาะสม และทำให้แผนภูมิควบคุมมีความสามารถในการตรวจจับความผิดปกติ
ของกระบวนการตามที่กำหนด
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รูปที่ 4.4: แผนภูมิควบคุม EWMA-Q ของตัวกรอง MGLF-M เมื่อกำหนดพารามิเตอร์ปรับเรียบ γ =
0.1 สำหรับกระบวนการที่มีการเปลี่ยนแปลงการกระจาย

รูปที่ 4.5 แสดงแผนภูมิควบคุม SMGLC ของกระบวนการในสถานการณ์ต่างๆ กล่าวคือ รูปที่
4.5(a) ค่ากลางของกระบวนการเพิ่มขึ้น รูปที่ 4.5(b) และรูปที่ 4.5(c) การกระจายของกระบวนการ
เพิ่มขึ้นและลดลงตามลำดับ และรูปที่ 4.5(d) และรูปที่ 4.5(e) ค่ากลางของกระบวนการเพิ่มขึ้น
และการกระจายของกระบวนการเพิ่มขึ้นและลดลงตามลำดับ พบว่า แผนภูมิควบคุม SMGLC ทุก
แผนภูมิสามารถตรวจจับการเปลี่ยนแปลงค่าพารามิเตอร์ของกระบวนการ ซึ่งค่าเฉลี่ยเคลื่อนที่
ถ่วงน้ำหนักเอ็กโปเนนเชียล Gt มีค่าเพิ่มขึ้น
4.1.1 ประสิทธิภาพของแผนภูมิควบคุม MGL

การศึกษาประสิทธิภาพของแผนภูมิควบคุม SMGLC และเปรียบเทียบประสิทธิภาพแผนภูมิควบ
คุมมาตรฐาน (standard control chart) ของตัวกรอง KF, MGLF-S และ MGLF-M โดยพิจารณา
กระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้น 5 ตัวแปร ที่มีสมบัติของการสังเกตและสมบัติของการควบคุม

Xt+1 = Xt + W t

Y t = Xt + V t

ด้วยเทคนิคการทดลองจำลองแบบมอนติคาร์โล ประสิทธิภาพของแผนภูมิควบคุมพิจารณาจาก
ขนาดตัวอย่างโดยเฉลี่ยที่แผนภูมิควบคุมจะสามารถตรวจจับความผิดปกติของกระบวนการ (av-
erage run length: ARL) และพารามิเตอร์ของการทดลองกำหนดโดย
1. W t และ V t คือ เวกเตอร์ตัวรบกวนระบบ และเวกเตอร์ตัวรบกวนค่าวัด ตามลำดับ ซึ่ง
เป็นอิสระต่อกัน และไม่ขึ้นอยู่กับเวลา สมมติ W t และ V t มีการแจกแจงปกติ k ตัวแปร
กล่าวคือW t ∼ Nk (0,ΣW ) และ V t ∼ Nk (0,ΣV ) เมื่อΣW = σ2

W (1−ρW )I+σ2
W ρW J
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รูปที่ 4.5: แผนภูมิควบคุม SMGLC เมื่อกำหนดพารามิเตอร์ปรับเรียบ γ = 0.1 สำหรับกระบวนการที่มี
การเปลี่ยนแปลงค่ากลางและการกระจาย
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และ ΣV = σ2
V (1−ρV )I +σ2

V ρV J โดยที่ I คือ เมทริกซ์เอกลักษณ์ และ J คือ เมทริกซ์ที่
มีสมาชิกทุกตัวเท่ากับหนึ่ง
2. ความแปรปรวนของตัวรบกวนระบบ σ2

W = 0.0001 และความแปรปรวนของตัวรบกวนค่า
วัด σ2

V = 1

3. สัมประสิทธิ์สหสัมพันธ์ของตัวรบกวนระบบ (ρW ) และสัมประสิทธิ์สหสัมพันธ์ของตัวรบกวน
ค่าวัด (ρV ) เท่ากับ 0.4
4. ความยาวของอนุกรมเวลา (n) เท่ากับ 60
5. จำนวนตัวแปร (k) เท่ากับ 5
6. ค่าเริ่มต้นของเวกเตอร์สถานะ (X0|0) และเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม (P 0|0) กำหนด
โดย X0|0 ∼ Nk

(
0,P 0|0

) เมื่อ P 0|0 = I

7. ขนาดของการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการในตัวแปรที่หนึ่งกำหนดโดย δM เท่ากับ 0,
0.25, 0.5, 0.75, 1, 2 และ 3 กล่าวคือ ตัวรบกวนระบบ Wt(1) ∼ N(δM , σ2

W ) เมื่อ
t = 11 และขนาดของการเปลี่ยนแปลงของการกระจายในตัวแปรที่หนึ่งกำหนดโดย δV

เท่ากับ 0.2, 0.6, 0.8, 1, 1.2, 1.4 และ 2 ซึ่งเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของเวกเตอร์ตัว
รบกวนค่าวัด เมื่อ t > 10 คือ

ΣV (t) =




δ2
V σ2

V δV σ2
V ρV δV σ2

V ρV . . . δV σ2
V ρV

δV σ2
V ρV σ2

V σ2
V ρV . . . σ2

V ρV

δV σ2
V ρV σ2

V ρV σ2
V . . . σ2

V ρV... ... ... . . . ...
δV σ2

V ρV σ2
V ρV σ2

V ρV . . . σ2
V




k×k

8. จำนวนรอบของการทดลองด้วยการจำลองแบบมอนติคาร์โล เท่ากับ 5,000 ด้วยโปรแกรม
อาร์
9. พารามิเตอร์ปรับเรียบ (γ) เท่ากับ 0.2
10. ความน่าจะเป็นที่แผนภูมิควบคุมจะส่งสัณญาณผิดพลาด เมื่อกระบวนการอยู่ในการควบคุม
สำหรับแผนภูมิควบคุมร่วม (simultaneous control chart) เท่ากับ α = 0.004 และ
ความน่าจะเป็นที่แผนภูมิควบคุมจะส่งสัณญาณผิดพลาด เมื่อกระบวนการอยู่ในการควบคุม
สำหรับแผนภูมิควบคุม เท่ากับ α = 0.002
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11. การเปรียบเทียบประสิทธิภาพระหว่างแผนภูมิควบคุม SMGLC และแผนภูมิควบคุมมาตร
ฐานของตัวกรอง KF, MGLF-S และ MGLF-M แผนภูมิควบคุมมาตรฐานประกอบด้วย
แผนภูมิควบคุม MEWMA (multivariate exponentially weighted moving average control
chart) พัฒนาขึ้นโดย Lowry, Woodall, Champ & Rigdon (1992) เพื่อตรวจจับความผิด
ปกติของกระบวนการ เมื่อค่ากลางของกระบวนการเปลี่ยนแปลง แผนภูมิควบคุม MEWM-
C (multivariate exponentially weighted moving covariance matric) พัฒนาขึ้นเพื่อ
ตรวจจับความผิดปกติของการกระจายของกระบวนการด้วยการพิจารณาค่าเฉลี่ยเคลื่อนที่
ถ่วงน้ำหนักเอ็กโปเนนเชียลของเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม (Hawkins & Maboudou-
Tchao 2008) และ Khawsithiwong & Yatawara (2007) เสนอแผนภูมิควบคุม EWMAD
(exponentially weighted moving average of distance) โดยประยุกต์เทคนิคค่าเฉลี่ย
เคลื่อนที่ถ่วงน้ำหนักเอ็กโปเนนเชียล 2 ครั้ง (double exponentially weighted mov-
ing average) ซึ่งเสนอโดย Sweet (1986) โดยพิจารณาค่าเฉลี่ยเคลื่อนที่ถ่วงน้ำหนัก
เอ็กโปเนนเชียลของขนาดเวกเตอร์ค่าวัดกำลังสอง ซึ่งปรับค่าด้วยค่าเฉลี่ยเคลื่อนที่ถ่วง
น้ำหนักเอ็กโปเนนเชียลของเวกเตอร์ค่าวัด แผนภูมิควบคุมทุกแผนภูมิประยุกต์กับความ
คลาดเคลื่อนของการพยากรณ์ค่าวัดล่วงหน้า 1 คาบ

สถานการณ์ แผนภูมิควบคุม ขีดจำกัดควบคุม
ค่ากลางและการกระจาย SMGLC vs (MEWMA & MEWMC) UCLSMGLC(MGLF−S) = 1.371

เปลี่ยนแปลง SMGLC vs (MEWMA & EWMAD) UCLSMGLC(MGLF−M) = 1.263

SMGLC vs (MEWMA & χ2-MGL) UCLSMGLC(KF ) = 0.979

UCLMEWMA(MGLF−S) = 0.1192

UCLMEWMA(MGLF−M) = 0.1047

UCLMEWMA(KF ) = 0.01002

UCLMEWMC(MGLF−S) = 8.49

UCLMEWMC(MGLF−M) = 8.55

UCLMEWMC(KF ) = 8.87

(LCLEWMAD(MGLF−S), UCLEWMAD(MGLF−S))

= (2.42, 8.86)

(LCLEWMAD(MGLF−M), UCLEWMAD(MGLF−M))

= (2.43, 8.94)

(LCLEWMAD(KF ), UCLEWMAD(KF ))

= (2.46, 9.165)

UCLχ2−MGL(MGLF−S) = 18.35

UCLχ2−MGL(MGLF−M) = 18.525

UCLχ2−MGL(KF ) = 18.84

ค่ากลางเปลี่ยนแปลง SMGLC vs MEWMA UCLSMGLC(MGLF−S) = 1.497

UCLSMGLC(MGLF−M) = 1.393

UCLSMGLC(KF ) = 1.0494

ขีดจำกัดควบคุมของแผนภูมิควบคุม MEWMA กำหนดข้างต้น
การกระจายเปลี่ยนแปลง SMGLC vs MEWMC ขีดจำกัดควบคุมของแผนภูมิควบคุม SMGLC, MEWMC,

SMGLC vs EWMAD EWMAD และ χ2-MGL กำหนดข้างต้น
SMGLC vs χ2-MGL
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12. ตัวสถิติตัดสินใจที่ใช้ในการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของแผนภูมิควบคุม คือ ARL ซึ่ง
คำนวณจากความน่าจะเป็นที่ค่าสถิติของแผนภูมิควบคุมจะตกนอกขีดจำกัดควบคุม (p)

ARL =
1
p

ถ้ากระบวนการมีการเปลี่ยนแปลง ARL จะมีค่าเข้าใกล้ 1 แต่ถ้ากระบวนการอยู่ในการ
ควบคุม ARL จะมีค่าเท่ากับ 1

α

ตารางที่ 4.1: ARL ของแผนภูมิควบคุม SMGLCและ MEWMA เมื่อประยุกต์ตัวกรอง KF, MGLF-S
และ MGLF-M สำหรับการเปลี่ยนแปลงค่ากลาง

SMGLC MEWMA
δM KF MGLF-S MGLF-M KF MGLF-S MGLF-M
0.00 500.00 500.00 500.00 497.02 500.00 500.00
0.25 472.59 79.09 83.58 75.62 61.76 63.45
0.50 270.86 10.06 9.01 10.49 7.99 7.14
0.75 76.48 3.25 2.66 3.98 2.90 2.42
1.00 21.18 2.03 1.65 2.68 1.96 1.61
2.00 1.29 1.20 1.11 1.64 1.28 1.12
3.00 1.04 1.07 1.05 1.41 1.14 1.06

ตารางที่ 4.1 พบว่า ARL ของแผนภูมิควบคุม MEWMA มีค่าน้อยกว่า ARL ของแผนภูมิ
ควบคุม SMGLC ของตัวกรอง KF, MGLF-S และ MGLF-M เมื่อ δM มีค่าน้อยถึงปานกลาง และ
เมื่อ δM มีค่ามาก ARL ของแผนภูมิควบคุม MEWMA มีค่ามากกว่า ARL ของแผนภูมิควบคุม
SMGLC ของตัวกรอง KF, MGLF-S และ MGLF-M นั่นคือ ความสามารถในการตรวจจับความผิด
ปกติของค่ากลางของแผนภูมิควบคุม MEWMA สูงกว่าแผนภูมิควบคุม SMGLC กรณีค่ากลาง
มีค่าเพิ่มขึ้นเล็กน้อยถึงปานกลาง แต่ถ้าค่ากลางของกระบวนการเพิ่มขึ้นอย่างมีนัยสำคัญ ความ
สามารถในการตรวจจับความผิดปกติของค่ากลางของแผนภูมิควบคุม SMGLC ไม่แตกต่างจาก
แผนภูมิควบคุม SMGLC
การเปรียบเทียบประสิทธิภาพของแผนภูมิควบคุม SMGLC, MEWMC, EWMAD และ χ2-

MGL เมื่อการกระจายของกระบวนการเปลี่ยนแปลง ตารางที่ 4.2 พบว่า สำหรับตัวกรองทั้งสาม
แผนภูมิควบคุม EWMAD มีค่า ARL น้อยที่สุด เมื่อความแปรปรวนของกระบวนลดลง ในทาง
ตรงกันข้าม แผนภูมิควบคุม SMGLC มีค่า ARL น้อยที่สุด เมื่อความแปรปรวนของกระบวน
เพิ่มขึ้น ขณะที่แผนภูมิควบคุม SMGLC(MGLF-S), MEWMC และ χ2 มีความสามารถในการ
ตรวจจับการลดลงของค่าการกระจายต่ำกว่าแผนภูมิควบคุมอื่นๆ นอกจากนี้ แผนภูมิควบคุม
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SMGLC(KF) มีความสามารถในการตรวจจับการลดลงของค่าการกระจายใกล้เคียงกับแผนภูมิ
ควบคุม EWMAD แม้ว่าแผนภูมิควบคุม SMGLC(MGLF-M) จะมีความสามารถในการตรวจจับ
การลดลงของค่าการกระจายไม่สูงมาก แต่ความสามารถในการตรวจจับการเพิ่มขึ้นของค่าการ
กระจายสูงที่สุด
เนื่องจากแผนภูมิควบคุม SMGLC เป็นแผนภูมิควบคุมที่สามารถตรวจจับความผิดปกติของ

ทั้งค่ากลางและการกระจายของกระบวนการ การศึกษาความสามารถของแผนภูมิควบคุมจะดำ
เนินการเปรียบเทียบกับคู่ของแผนภูมิควบคุมสำหรับค่ากลางและการกระจาย คือ (MEWMA &
MEWMC), (MEWMA & EWMAD) และ (MEWMA & χ2) เมื่อ MEWMA คือ แผนภูมิ
ควบคุมสำหรับค่ากลาง, MEWMC, EWMAD และ χ2 คือ แผนภูมิควบคุมสำหรับการกระจาย
พิจารณาประสิทธิภาพของแผนภูมิควบคุม SMGLC จากตารางที่ 4.3 พบว่า แผนภูมิควบคุม
SMGLC(MGLF-M) มีค่า ARL น้อยที่สุดในกรณีส่วนใหญ่ นั่นหมายความว่า แผนภูมิควบคุม
SMGLC(MGLF-M) มีความสามารถตรวจจับการเปลี่ยนแปลงค่ากลาง และ/หรือ การกระจายของ
กระบวนการได้อย่างมีประสิทธิภาพ ยกเว้นเมื่อความแปรปรวนของกระบวนการลดลง แผนภูมิ
ควบคุม SMGLC(KF) มีค่า ARL น้อยกว่า แต่แผนภูมิควบคุม SMGLC(KF) มีประสิทธิภาพลดลง
ในการตรวจจับการเปลี่ยนแปลงค่ากลางที่เพิ่มขึ้นปานกลาง เมื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพของ
แผนภูมิควบคุม SMGLC(MGLF-M) และคู่ของแผนภูมิควบคุมที่กำหนด สำหรับตัวกรอง MGLF-
M พบว่า กรณีความแปรปรวนไม่มีการเปลี่ยนแปลง และกรณีความแปรปรวนของกระบวนการ
มีค่าเพิ่มขึ้น แผนภูมิควบคุม SMGLC, (MEWMA & MEWMC), (MEWMA & EWMAD)
และ (MEWMA & χ2) มีความสามารถในการตรวจจับการเปลี่ยนแปลงค่ากลางไม่แตกต่างกัน
เนื่องจาก ARL ของทุกแผนภูมิควบคุมมีค่าใกล้เคียงกัน ซึ่งแผนภูมิควบคุมคู่ได้รับอิทธพลของ
แผนภูมิควบคุม MEWMA แต่เมื่อความแปรปรวนของกระบวนการมีค่าลดลง แผนภูมิควบคุม
SMGLC(MGLF-M) และ (MEWMA & EWMAD) มีความสามารถในการตรวจจับการเปลี่ยนแปลง
ค่ากลางไม่แตกต่างกัน ดังนั้นแผนภูมิควบคุม SMGLC(MGLF-M) จึงมีความเหมาะสมในการ
ประยุกต์ใช้งาน เนื่องจากแผนภูมิควบคุม SMGLC(MGLF-M) มีความสามารถตรวจจับการเปลี่ยน
แปลงค่ากลาง และ/หรือ การกระจายของกระบวนการอย่างมีประสิทธิภาพ ด้วยแผนภูมิควบคุม
เพียงแผนภูมิเดียว และมีประสิทธิภาพไม่แตกต่างจากแผนภูมิควบคุมคู่ของแผนภูมิควบคุมมาตร
ฐาน
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4.2 การควบคุม LQ-MGL

พิจารณากระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้นข้างต้น อนุกรมของเวกเตอร์ตัวแปรควบคุมนำเข้า U t

ซึ่งทำให้ฟังก์ชันเป้าหมาย
J = E

(
X ′

NQ1NXN +
N−1∑

t=0

(
X ′

tQ1tXt + U ′
tQ2tU t

) |Y N−1, Y N−2, . . . ,Y 0

)

มีค่าน้อยที่สุด ด้วยเทคนิคโปรแกรมไดนามิคของเบลล์แมน เท่ากับ
Vt(Xt) = min

U t

E(X ′
tQ1tXt + U ′

tQ2tU t

+ (AtXt + BtU t)
′ St+1 (AtXt + BtU t) |Y t,Y t−1, . . . , Y 0)

+ E
(
W ′

tSt+1W t

)
+ ct+1

เมื่อ t = N − 1, N − 2, . . . , 1 และด้วยเทคนิคทางแคลคูลัส จะได้ตัวประมาณเวกเตอร์ตัวแปร
ควบคุมนำเข้า

Û t = −LtAtE (Xt|Y t, Y t−1, . . . ,Y 0)

เมื่อ E (Xt|Y t, Y t−1, . . . ,Y 0) คือ ค่าคาดหวังของเวกเตอร์สถานะคาบเวลา t เมื่อกำหนด
เวกเตอร์ค่าวัด Y t, Y t−1, . . . ,Y 0 มีค่าเท่ากับ X̂t|t คือ ตัวประมาณเวกเตอร์สถานะของตัวกรอง
MGLF และ Lt คือ เมทริกซ์คงที่ กำหนดโดย

Lt =
(
B′

tSt+1Bt + Q2t

)−1
B′

tSt+1

St = A′
t

[
St+1 −L′t

(
B′

tSt+1Bt + Q2t

)
Lt

]
At + Q1t

และ SN = Q1N

ดังนั้นค่าน้อยที่สุดของฟังก์ชันเป้าหมายในแต่ละคาบเวลา เท่ากับ
Vt(Y t, Y t−1, . . . ,Y 0) = X̂

′
t|tStX̂t|t + ct

เมื่อ ct = ct+1+tr
(
St+1ΣV (t)

)
+tr

[
(Q1t − St + A′

tSt+1At) P t|t
] และ cN = 0 โดยที่ P t|t คือ

เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของความคลาดเคลื่อนของการประมาณเวกเตอร์สถานะ คาบเวลา t

ของตัวกรอง MGLF
ขั้นตอนการทำงานของการควบคุมเชิงเส้นรูปแบบกำลังสองของกระบวนการลาปาสนัยทั่วไป

พหุตัวแปร (LQ-MGL control) ประกอบด้วย 2 ส่วน คือ
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1. การควบคุมแบบป้อนกลับ อนุกรมของเวกเตอร์ตัวแปรควบคุมนำเข้า
Û t = −LtAtX̂t|t

เมื่อ X̂t|t คือ ตัวประมาณเวกเตอร์สถานะคาบเวลา t ของตัวกรอง MGLF และสำหรับ
t = N − 1, N − 2, . . . , 1

Lt =
(
B′

tSt+1Bt + Q2t

)−1
B′

tSt+1

St = A′
t

[
St+1 −L′t

(
B′

tSt+1Bt + Q2t

)
Lt

]
At + Q1t

และ SN = Q1N

2. ตัวกรอง MGLF
X̂t|t = X̂t|t−1 + Kt(Y t −CtX̂t|t−1)

P t|t = (I −KtCt)P t|t−1

เมื่อ
X̂t|t−1 = At−1X̂t−1|t−1

P t|t−1 = At−1P t−1|t−1A
′
t−1 +

Γ( r+2
λW

)

rΓ( r
λW

)
ΣW

Kt = P t|t−1C
′
t

(
CtP t|t−1C

′
t +

1
2
ΣV

)′

และขั้นตอนการทำงานของการควบคุม LQ-MGL สามารถแสดงดังแผนภาพในรูปที่ 4.6 การ
ประยุกต์ตัวกรอง MGLF สามารถทำได้กับทั้งตัวกรอง MGLF-S และ MGLF-M ซึ่งขึ้นอยู่กับการ
ประมาณค่าพารามิเตอร์เชฟของการแจกแจง MGL
นอกจากการควบคุม LQ-MGL ซึ่งจะทำการปรับกระบวนการตลอดเวลา เมื่อค่ากลางของ

กระบวนการเบี่ยงเบนจากค่าเป้าหมายของกระบวนการ การปรับกระบวนการด้วยการควบคุม
แบบป้อนกลับที่ขึ้นอยู่กับช่วงการปรับกระบวนการ (feedback dead-band adjustment: FD-
BA) เป็นเครื่องมือหนึ่งของการควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ (Luceño 2003) ซึ่งมุ่งลดการปรับ
กระบวนการที่ไม่จำเป็น เทคนิคดังกล่าวจะทำให้ค่าใช้จ่ายของการปรับกระบวนการลดลง (Luceño
& González 1999) การปรับกระบวนการ FDBA จึงให้สารสนเทศเกี่ยวกับ เมื่อใดกระบวนการจะ
ถูกปรับด้วยเทคนิคการควบคุมแบบป้อนกลับ และขนาดของการปรับกระบวนการด้วยการประ
มาณค่ากลางของกระบวนการที่เบี่ยงเบนจากค่าเป้าหมาย
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ในงานวิจัยนี้ การปรับกระบวนการ FDBA ประกอบด้วยการควบคุมสโตคาสติกเชิงเส้น และ
ตัวกรอง MGLF เพื่อประมาณค่ากลางของกระบวนการที่เบี่ยงเบนจากค่าเป้าหมาย ขณะที่แผน
ภูมิ SMGLC ที่กำหนดช่วงการปรับกระบวนการ G∗ เรียกว่า แผนภูมิปรับกระบวนการกำหนด
เขต (bounded adjustment chart) เพื่อตรวจจับคาบเวลาที่จะต้องปรับกระบวนการ เมื่อค่าของ
ตัวสถิติ Gt มีค่ามากกว่าช่วงการปรับกระบวนการ G∗ แผนภาพขั้นตอนการทำงานของการปรับ
กระบวนการ FDBA แสดงดังรูปที่ 4.7
4.2.1 ประสิทธิภาพของการควบคุม LQ-MGL

การศึกษาประสิทธิภาพของการควบคุม LQ-MGL และการควบคุม LQ-MGL ที่ขึ้นอยู่กับช่วงการ
ปรับกระบวนการ (LQ-MGL(FDBA)) โดยพิจารณากระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้น 5 ตัวแปร ที่
มีสมบัติของการสังเกตและสมบัติของการควบคุม

Xt+1 = Xt + W t

Y t = Xt + V t

ด้วยเทคนิคการทดลองจำลองแบบมอนติคาร์โล ประสิทธิภาพของการควบคุม LQ-MGLพิจารณา
จาก MSSE ของกระบวนการและพารามิเตอร์ของการทดลองกำหนดโดย
1. W t และ V t คือ เวกเตอร์ตัวรบกวนระบบ และเวกเตอร์ตัวรบกวนค่าวัด ตามลำดับ ซึ่ง
เป็นอิสระต่อกัน และไม่ขึ้นอยู่กับเวลา สมมติ W t และ V t มีการแจกแจงปกติ k ตัวแปร
กล่าวคือW t ∼ Nk (0,ΣW ) และ V t ∼ Nk (0,ΣV ) เมื่อΣW = σ2

W (1−ρW )I+σ2
W ρW J

และ ΣV = σ2
V (1−ρV )I +σ2

V ρV J โดยที่ I คือ เมทริกซ์เอกลักษณ์ และ J คือ เมทริกซ์ที่
มีสมาชิกทุกตัวเท่ากับหนึ่ง
2. ความแปรปรวนของตัวรบกวนระบบ σ2

W = 0.0001 และความแปรปรวนของตัวรบกวนค่า
วัด σ2

V = 1

3. สัมประสิทธิ์สหสัมพันธ์ของตัวรบกวนระบบ (ρW ) และสัมประสิทธิ์สหสัมพันธ์ของตัวรบกวน
ค่าวัด (ρV ) เท่ากับ 0.1, 0.4 และ 0.8
4. ความยาวของอนุกรมเวลา (n) เท่ากับ 50
5. จำนวนตัวแปร (k) เท่ากับ 5
6. ค่าเริ่มต้นของเวกเตอร์สถานะ (X0|0) และเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม (P 0|0) กำหนด
โดย X0|0 ∼ Nk

(
0,P 0|0

) เมื่อ P 0|0 = I
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7. ขนาดของการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการในตัวแปรที่หนึ่งกำหนดโดย δM เท่ากับ 0.5,
1, 2, 3, 4 และ 5 กล่าวคือ ตัวรบกวนระบบ Wt(1) ∼ N(δM , σ2

W ) เมื่อ t = 26

8. จำนวนรอบของการทดลองด้วยการจำลองแบบมอนติคาร์โล เท่ากับ 2,000 ด้วยโปรแกรม
อาร์
9. พารามิเตอร์ค่าใช้จ่ายของการควบคุม LQ กำหนดโดย Q1t และ Q2t เท่ากับ I

10. ช่วงการปรับกระบวนการของการควบคุม LQ(FDBA) กำหนดโดยขีดจำกัดควบคุมบนของ
แผนภูมิควบคุม SMGLC(MGLF-S), SMGLC(MGLF-M) และ SMGLC(KF) แสดงดังตาราง

การควบคุม ตัวกรอง ขีดจำกัดควบคุม
LQ-MGL(FDBA) MGLF-S UCLSMGLC(MGLF−S) = 1.371

MGLF-M UCLSMGLC(MGLF−M) = 1.263
KF UCLSMGLC(KF ) = 0.979

11. ตัวสถิติตัดสินใจที่ใช้ในการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของตัวกรอง คือ MSSE ซึ่งคำนวณ
จากความคลาดเคลื่อนของการประมาณเวกเตอร์สถานะทั้งหมด 50 คาบเวลา

MSSE =
1

2000

(
1
n

n∑

t=1

(
Xt − X̂t|t

)′ (
Xt − X̂t|t

))

ตารางที่ 4.4 แสดง MSSE ของกระบวนการภายหลังการปรับกระบวนการด้วยการควบคุม
LQ และการควบคุม LQ(FDBA) พบว่า รูปแบบแนวโน้มการเปลี่ยนแปลงค่า MSSE ของการ
ควบคุม LQ และ LQ(FDBA) สำหรับตัวกรองทั้งสาม ไม่แตกต่างกัน การปรับกระบวนการ LQ-
MGL-S และ LQ-MGL-M ทำให้ความคลาดเคลื่อนของกระบวนการจากค่าเป้าหมายน้อยกว่าการ
ปรับกระบวนการ LQ-KF โดยพิจารณา MSSE ของการควบคุมทั้งสองที่ขึ้นอยู่กับตัวกรอง KF มี
ค่ามากกว่า MSSE ของการควบคุม LQ-MGL ทั้งสอง ดังนั้นจึงอาจสรุปได้ว่า ประสิทธิภาพของ
การควบคุมจึงขึ้นอยู่กับประสิทธิภาพของตัวกรอง
การควบคุม LQ-MGL-S และ LQ-MGL-S(FDBA) ให้ค่า MSSE น้อยที่สุด เมื่อ ρW และ

δM มีค่าน้อย กล่าวคือ การปรับกระบวนการที่ขึ้นอยู่กับตัวกรอง MGLF-S มีประสิทธิภาพสูงกว่า
การปรับกระบวนการอื่น เมื่อขนาดความสัมพันธ์ระหว่างตัวรบกวนระบบและขนาดของค่ากลาง
ไม่มีนัยสำคัญ แต่ถ้าค่ากลางของกระบวนการเพิ่มขึ้นอย่างมีนัยสำคัญ การควบคุม LQ-MGL-
M และ LQ-MGL-M(FDBA) จะมีประสิทธิภาพในการปรับกระบวนการกลับสู่ค่าเป้าหมายสูงกว่า
และเมื่อ ρW มีค่ามากอย่างมีนัยสำคัญ การควบคุม LQ-MGL-M ทั้งสองจะมีค่า MSSE น้อย
ที่สุด ทุกค่า δM นอกจากนี้ LQ-MGL(FDBA) ที่ขึ้นอยู่กับตัวกรอง MGLF ทั้งสอง มีค่า MSSE
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ตารางที่ 4.4: MSSE ของการควบคุม LQ และการควบคุม LQ(FDBA)

LQ LQ(FDBA)
ρW ρV δM KF MGLF-S MGLF-M KF MGLF-S MGLF-M
0.1 0.1 0.5 0.12776 0.10850 0.11382 0.13833 0.13692 0.13715

1 0.47587 0.37960 0.38031 0.51045 0.48356 0.47385
2 1.87201 1.37621 0.95665 1.91085 1.57166 1.10895
3 4.19949 2.77330 1.38448 4.20658 2.89058 1.43890
4 7.44563 4.34396 1.86188 7.45482 4.38370 1.88590
5 11.64026 5.95421 2.43271 11.64927 5.99656 2.45889

0.4 0.5 0.12616 0.10377 0.10899 0.13796 0.13278 0.13413
1 0.46839 0.35685 0.34641 0.50324 0.44437 0.42875
2 1.84015 1.26114 0.78713 1.85742 1.38098 0.86727
3 4.11889 2.45888 1.16336 4.12910 2.52848 1.18188
4 7.31642 3.77818 1.62512 7.31766 3.81324 1.63342
5 11.41469 5.14418 2.18907 11.42942 5.17756 2.19923

0.8 0.5 0.11161 0.08230 0.08550 0.12973 0.09930 0.10472
1 0.41309 0.26596 0.22814 0.43742 0.29777 0.25852
2 1.62219 0.84635 0.48623 1.62483 0.86060 0.48990
3 3.63691 1.57407 0.81941 3.63235 1.59581 0.82620
4 6.44801 2.40424 1.27194 6.45895 2.45201 1.26918
5 10.08944 3.33894 1.82190 10.08741 3.38653 1.82101
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ตารางที่ 4.4: (ต่อ)

LQ LQ(FDBA)
ρW ρV δM KF MGLF-S MGLF-M KF MGLF-S MGLF-M
0.4 0.1 0.5 0.12854 0.11230 0.11476 0.13895 0.13801 0.13809

1 0.48107 0.39534 0.38748 0.51007 0.49074 0.47734
2 1.88792 1.44066 1.03116 1.92203 1.62621 1.18377
3 4.23326 2.92830 1.55341 4.23616 3.03145 1.61427
4 7.52196 4.63616 2.11660 7.51898 4.67050 2.14379
5 11.73836 6.41563 2.77536 11.73153 6.43568 2.78167

0.4 0.5 0.12755 0.10829 0.11073 0.13755 0.13577 0.13480
1 0.47781 0.37921 0.35247 0.51059 0.47269 0.43963
2 1.87334 1.34079 0.79401 1.88731 1.46737 0.87710
3 4.19922 2.61915 1.21070 4.20827 2.66310 1.23330
4 7.45758 3.99028 1.69395 7.45477 4.01674 1.70803
5 11.63422 5.38357 2.25409 11.64280 5.43005 2.27703

0.8 0.5 0.11788 0.08817 0.08649 0.13570 0.11027 0.10792
1 0.43438 0.28267 0.19382 0.45549 0.32276 0.22028
2 1.71103 0.87497 0.41112 1.71606 0.90485 0.41701
3 3.83559 1.58123 0.71380 3.83801 1.60962 0.71920
4 6.81203 2.34089 1.11437 6.81995 2.38361 1.11538
5 10.63278 3.18170 1.62411 10.64011 3.21954 1.62314
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ตารางที่ 4.4: (ต่อ)

LQ LQ(FDBA)
ρW ρV δM KF MGLF-S MGLF-M KF MGLF-S MGLF-M
0.8 0.1 0.5 0.13024 0.12120 0.11857 0.13772 0.13622 0.13673

1 0.48717 0.43393 0.41027 0.50933 0.49471 0.48464
2 1.91436 1.62974 1.19766 1.94214 1.75685 1.36019
3 4.29208 3.44977 1.98420 4.29878 3.50481 2.06929
4 7.62471 5.69608 2.83605 7.61836 5.70559 2.86461
5 11.89987 8.18325 3.78265 11.91903 8.21507 3.85056

0.4 0.5 0.13155 0.12103 0.11685 0.13773 0.13754 0.13659
1 0.49029 0.42834 0.37698 0.51017 0.50391 0.46355
2 1.92904 1.58110 0.95949 1.93629 1.67894 1.05143
3 4.32986 3.20870 1.53553 4.33368 3.22536 1.57600
4 7.68219 5.06538 2.21630 7.68115 5.07619 2.23462
5 12.00879 7.02982 3.00973 12.00729 7.03707 3.04910

0.8 0.5 0.12866 0.10824 0.09426 0.13750 0.13123 0.11653
1 0.47664 0.35925 0.21601 0.48730 0.40542 0.24477
2 1.87126 1.10885 0.48471 1.87441 1.12686 0.49221
3 4.19882 1.95719 0.85098 4.19805 1.95541 0.84926
4 7.45927 2.84246 1.33473 7.46421 2.83835 1.33199
5 11.63978 3.74772 1.91734 11.64717 3.77855 1.92618
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มากกว่าการปรับกระบวนการ LQ-MGL เสมอ แต่จำนวนครั้งการปรับกระบวนการจะน้อยกว่า
เสมอเช่นกัน นั่นคือ การควบคุม LQ-MGL(FDBA) สามารถปรับกระบวนการกลับสู่ค่าเป้าหมาย
ได้อย่างมีประสิทธิภาพ ภายใต้ค่าใช้จ่ายของการปรับกระบวนการที่ต่ำกว่า

4.3 ระบบควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ

กระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้นที่ปรากฏการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการจากสาเหตุความผิด
ปกติใดๆ จะถูกพิจารณาเป็นกระบวนการสโตคาสติกเชองเส้นที่ไม่คงที่ ซึ่งสะท้อนลักษณะของ
กระบวนการที่ปรากฏตามจริง โดยปกติ เทคนิคการควบคุมกระบวนการที่นิยมกันทั่วไป คือ การ
ควบคุมกระบวนการเชิงวิศวกรรม ซึ่งเน้นการปรับกระบวนการกลับสู่ค่าเป้าหมาย โดยปราศจาก
การค้นหาและกำจัดสาเหตุความผิดปกติของกระบวนการ เนื่องจากเทคนิคการควบคุมกระบวน
การเชิงวิศวกรรมพัฒนาจากกระบวนการสโตคาสติกไม่คงที่ ขณะที่การควบคุมกระบวนการเชิง
สถิติพัฒนาจากกระบวนการสโตคาสติกคงที่ ดังนั้นการควบคุมกระบวนการเชิงสถิติจึงเน้นการ
ค้นหาสาเหตุความผิดปกติของกระบวนการ เพื่อกำจัดสาเหตุความผิดปกติเหล่านั้น ซึ่งจะทำ
ให้กระบวนการไม่ปรากฏความผิกปกติดังกล่าวขึ้นอีก การควบคุมกระบวนการทั้งสองข้างต้นมี
จุดมุ่งหมายเดียวกัน คือ การลดความผันแปรของกระบวนการ ภายใต้แนวคิดที่แตกต่างกัน อัน
เนื่องมาจากลักษณะของกระบวนการสโตคาสติกที่แตกต่างกันภายใต้การควบคุม
ระบบควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ SPCS ประกอบด้วย เทคนิคการปรับกระบวนการ LQ-

MGL และเทคนิคแผนภูมิควบคุม χ2-MGL ซึ่งขึ้นอยู่กับตัวกรองที่มีความแกร่ง MGLF ทำ
ให้สามารถประมาณขนาดการเปลี่ยนแปลงค่ากลางของกระบวนการได้อย่างมีประสิทธิภาพและ
ต่อเนื่องทั้งกระบวนการ ดังนั้นกระบวนการจะสามารถถูกปรับสู่ค่าเป้าหมายได้อย่างรวดเร็ว และ
สามารถแสดงคาบเวลาที่กระบวนการมีการเปลี่ยนแปลง จากนั้นการค้นหาสาเหตุความผิดปกติ
จะเริ่มต้นขึ้นและจนกระทั่งสามารถกำจัดสาเหตุความผิดปกติเหล่านั้นจากกระบวนการได้ สุดท้าย
กระบวนการจะดำรงอยู่บนค่าเป้าหมายที่กำหนด และอยู่ภายใต้การควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ
การควบคุม LQ-MGL ประกอบด้วย เทคนิคการปรับกระบวนการแบบป้อนกลับที่พัฒนาจาก

ทฤษฎีการควบคุมสโตคาสติกเชิงเส้นที่ขึ้นอยู่กับตัวกรองที่มีความแกร่ง MGLF ประสิทธิภาพ
ของการควบคุม LQ-MGL ขึ้นอยู่กับประสิทธิภาพของตัวกรอง MGLF ในการประมาณตัวแปร
สถานะ ที่ใช้ในการอธิบายการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการ นอกจากนี้ การควบคุม LQ-MGL
ยังสามารถประยุกต์ช่วงการปรับกระบวนการ เพื่อลดการปรับกระบวนการที่ไม่จำเป็น ตามแนว
คิดดังกล่าว แผนภูมิปรับค่ากำหนดเขตถูกนำมาใช้เพื่อตรวจจับการเบี่ยงเบนของค่ากลางของ
กระบวนการจากค่าเป้าหมาย การควบคุม LQ-MGL(FDBA) จะนำไปสู่การลดลงของจำนวนครั้ง
ของการปรับกระบวนการ ขณะที่กระบวนการยังคงอยู่บนค่าเป้าหมายที่กำหนด
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แผนภูมิควบคุมเป็นเทคนิคที่นิยมใช้กันอย่างแพร่หลายในการควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ
ซึ่งนำมาใช้เพื่อตรวจจับสาเหตุความผิดปกติที่ปรากฏในกระบวนการ แผนภูมิควบคุม χ2-MGL
ของความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์ค่าวัดล่วงหน้า 1 คาบ ถูกพิจารณา เมื่อแผนภูมิควบคุม
สามารถตรวจจับความผิดปกติของกระบวนการได้ การค้นหาและกำจัดสาเหตุความผิดปกติเหล่า
นั้นจะถูกดำเนินการ จนกระทั่งกระบวนการคงอยู่ในสภาพของการควบคุมเชิงสถิติ
ขั้นตอนการทำงานของ SPCS แสดงดังรูปที่ 4.8 โดยแผนภูมิปรับค่ากำหนดเขตได้ประยุกต์

แผนภูมิควบคุม SMGLC โดยกำหนดค่า G∗ เป็นขอบเขตการปรับกระบวนการ และแผนภูมิ
ควบคุม χ2-MGL ถูกนำมาใช้ เพื่อตรวจจับการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการ
รูปที่ 4.9 แสดงการปรับกระบวนการ เมื่อค่ากลางของกระบวนการเปลี่ยนแปลง รูปที่ 4.9(a1),

(b1) และ (c1) แสดงค่าวัดของกระบวนการที่ถูกปรับกลับสู่ค่าเป้าหมายด้วย SPCS และค่า
พยากรณ์ค่าวัดล่วงหน้า 1 คาบ ซึ่งขึ้นอยู่กับตัวกรอง MGLF-S, MGLF-M และ KF ตามลำดับ
พบว่า การควบคุม LQ-KF ไม่สามารถดึงกระบวนการกลับสู่ค่าเป้าหมายได้อย่างมีประสิทธิภาพ
ขณะที่การควบคุม LQ-MGL-M สามารถดึงกระบวนการกลับสู่ค่าเป้าหมายได้อย่างรวดเร็ว ความ
คลาดเคลื่อนของการพยากรณ์ค่าวัดล่วงหน้า 1 คาบ แสดงดังรูปที่ 4.9(a2), (b2) และ (c2)
ถูกนำมาพิจารณาความผิดปกติของกระบวนการ ซึ่งความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์ค่าวัด
ล่วงหน้า 1 คาบ ของตัวกรอง MGLF-S และ KF จะส่งสัณญาณความผิดปกติของกระบวนการ
ผิดพลาด แสดงด้วยแผนภูมิควบคุม χ2 ดังรูปที่ 4.9(a5) และ (c5) ขณะที่ รูปที่ 4.9(b5) แสดง
แผนภูมิควบคุม χ2 ที่ขึ้นอยู่กับตัวกรอง MGLF-M ซึ่งสามารถแสดงคาบเวลาที่กระบวนการ
ปรากฏความผิดปกติ
รูปที่ 4.9(a4), (b4) และ (c4) แสดงแผนภูมิปรับค่ากำหนดเขตซึ่งเป็นเครื่องมือที่ใช้เพื่อ

กำหนดการปรับกระบวนการ ขณะที่การปรับกระบวนการและขนาดของการปรับกระบวนการสา
มารถพิจารณาจากตัวแปรควบคุมนำเข้าซึ่งเป็นอนุกรมไม่คงที่ แสดงดังรูปที่ 4.9(a3), (b3) และ
(c3) แผนภูมิของตัวแปรควบคุมนำเข้าและแผนภูมิปรับค่ากำหนดเขตไม่สามารถแสดงคาบเวลา
ที่กระบวนการผิดปกติได้ โดยปกติ การตรวจจับความผิดปกติของกระบวนการจะกระทำด้วยการ
พิจารณาแผนภูมิควบคุมของความคลาดเคลื่อนของการพยากรณ์ค่าวัดล่วงหน้า 1 คาบ

4.4 สรุป

SPCSพัฒนาขึ้นจากการผสานแนวคิดของการควบคุมกระบวนการเชิงวิศวกรรม และการควบคุม
กระบวนการเชิวสถิติ เพื่อดำรงกระบวนการให้อยู่บนค่าเป้าหมายที่กำหนด และรักษากระบวนการ
ให้อยู่ในการควบคุมเชิงสถิติ SPCS ประกอบด้วยเทคนิคการปรับกระบวนการแบบป้อนกลับ และ
เทคนิคแผนภูมิควบคุม โดยประยุกต์ตัวกรองที่มีความแกร่ง MGLF ผลการศึกษา พบว่า
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1. แผนภูมิควบคุม SMGLC ซึ่งสามารถตรวจจับความผิดปกติของค่ากลาง และ/หรือ การ
กระจายของกระบวนการได้อย่างมีประสิทธิภาพ
2. การปรับกระบวนการ LQ-MGL สามารถดึงกระบวนการกลับสู่ค่าเป้าหมายได้อย่างมีประ
สิทธิภาพและรวดเร็วกว่าการปรับกระบวนการที่ขึ้นอยู่กับตัวกรองอื่น
3. การปรับกระบวนการ LQ-MGL(FDBA) ได้นำแผนภูมิควบคุม SMGLC ที่กำหนดช่วงการ
ปรับกระบวนการมาประยุกต์เป็นแผนภูมิปรับค่ากำหนดเขต เพื่อกำหนดการปรับกระบวน
การ ซึ่งทำให้จำนวนครั้งของการปรับกระบวนการที่ไม่จำเป็นลดลง
4. SPCS จึงได้ประยุกต์การปรับกระบวนการ LQ-MGL(FDBA) เพื่อปรับกระบวนการ และ
แผนภูมิควบคุม χ2-MGL เพื่อตรวจจับการเปลี่ยนแปลงที่ผิดปกติของกระบวนการ



บทที่ 5

สรุปผลการวิจัย

งานวิจัยนี้มุ่งพัฒนาระบบควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ SPCS เพื่อควบคุมกระบวนการสโตคาส
ติกเชิงเส้นที่ไม่คงที่ ด้วยการผสานเทคนิคการปรับกระบวนการแบบป้อนกลับที่กำหนดช่วงการ
ปรับกระบวนการ การปรับกระบวนการดังกล่าวพัฒนาจากทฤษฎีการควบคุมสโตคาสติกเชิงเส้น
และเทคนิคแผนภูมิควบคุม ประสิทธิภาพของ SPCS ขึ้นอยู่กับประสิทธิภาพของตัวกรองที่นำมา
ประมาณและพยากรณ์ขนาดการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการ SPCS ส่งผลให้กระบวนการดำรง
อยู่บนค่าเป้าหมายที่กำหนด และอยู่ในสภาพการควบคุมเชิงสถิติ ซึ่งนำไปสู่การลดความผันแปร
ของกระบวนการ

5.1 ตัวกรองที่มีความแกร่ง MGLF

ตัวแบบปริภูมิสถานะถูกนำมาอธิบายกระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้น ซึ่งการเปลี่ยนแปลงของ
กระบวนการอธิบายโดยตัวแปรสถานะไม่ทราบค่า ดังนั้นการประมาณและการพยากรณ์ค่าตัวแปร
สถานะจึงถูกพัฒนาขึ้น เพื่อประมาณขนาดและอธิบายรูปแบบการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการ
เรียกตัวประมาณนี้ว่า ตัวกรอง เมื่อกระบวนการปรากฏค่านอกกลุ่มในตัวรบกวนระบบซึ่งส่งผล
ต่อการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการ ตัวกรอง MGLF จึงถูกพัฒนาขึ้นซึ่งเป็นตัวกรองที่มีความ
แกร่ง นั่นคือ ตัวกรอง MGLF สามารถแสดงการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการได้อย่างรวดเร็ว
และมีประสิทธิภาพ ขณะที่ ตัวกรองมาตรฐาน KF ไม่คงเส้นคงวาในกรณีนี้ ซึ่งงทำให้ตัวกรอง KF
มีความสามารถต่ำในการอธิบายการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการ
ประสิทธิภาพของตัวกรอง MGLF กำหนดโดยตัวประกอบปรับค่า ซึ่งสามารถพิจารณาใน

2 ลักษณะ คือ ตัวกรอง MGLF ที่ขึ้นอยู่กับตัวประกอบปรับค่าตัวเดียว (MGLF-S) และตัว
กรอง MGLF ที่ขึ้นอยู่กับตัวประกอบปรับค่าหลายตัว (MGLF-M) ตัวกรอง MGLF-S ให้น้ำหนัก
ของการประมาณตัวแปรสถานะแต่ละตัวแปรเท่ากัน ทั้งตัวแปรที่มีการเปลี่ยนแปลงและไม่มีการ
เปลี่ยนแปลง ซึ่งตัวแปรที่ไม่มีการเปลี่ยนแปลงจะได้รับน้ำหนักจนทำให้ค่าประมาณของตัวแปร
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ดังกล่าวแตกต่างไปจากกระบวนการที่ปรากฏ ขณะที่ตัวกรอง MGLF-M ให้น้ำหนักของการประ
มาณตัวแปรสถานะแต่ละตัวแปรแตกต่างกัน ซึ่งตัวกรองนี้จะลดความบกพร่องของตัวกรองMGLF-
S ทำให้การอธิบายการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการของตัวแปรแต่ละตัวถูกต้องมากขึ้น
การทดลองจำลองแบบด้วยเทคนิคมอมติคาร์โลถูกกำหนดขึ้นเพื่อศึกษาและเปรียบเทียบประ

สิทธิภาพของตัวกรอง พบว่า ตัวกรอง MGLF-M มีประสิทธิภาพสูงสุด เมื่อเปรียบเทียบกับตัว
กรอง KF, MGLF-S และ MIXTURE รวมถึงอัตราการลู่เข้าของ MSSE สูงกว่าตัวกรองอื่น
กล่าวคือ ตัวกรอง MGLF-M สามารถประมาณขนาดการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการได้อย่าง
แม่นยำกว่าตัวกรองอื่น

5.2 ระบบควบคุมกระบวนการเชิงสถิติ SPCS

SPCS พัฒนาภายใต้แนวคิดของการควบคุมกระบวนการ ซึ่งจำแนกออกเป็น 2 แนวคิดใหญ่ๆ
คือ การควบคุมกระบวนการเชิงวิศวกรรม ซึ่งเป็นกลุ่มของเทคนิคการปรับกระบวนการที่ไม่คงที่
ให้ดำรงอยู่บนค่าเป้าหมายที่กำหนด การปรับกระบวนการตามแนวคิดข้างต้นจะไม่มุ่งค้นหาและ
กำจัดสาเหตุของความผิดปกติของกระบวนการ ขณะที่การควบคุมกระบวนการเฃองสถิติถูกพัฒนา
ขึ้นจากข้อสมมติที่ว่า กระบวนการสโตคาสติกคงที่ ถ้ากระบวนการไม่ปรากฏความ ผิดปกติ
ดังนั้นการปรับกระบวนการตามแนวคิดนี้จะดำเนินการได้ เมื่อกำจัดสาเหตุความผิดปกติดังกล่าว
จนทำให้กระบวนการอยู่ภายใต้การควบคุมเชิงสถิติ หรือกระบวนการมีการกระจายคงที่ งานวิจัย
นี้จึงพัฒนา SPCS ที่ประกอบด้วยเทคนิคการปรับกระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้นแบบป้อนกลับ
LQ-MGL ร่วมกับแผนภูมิปรับค่ากำหนดเขต SMGLC และแผนภูมิควบคุม χ2-MGL ซึ่งเทคนิค
ทั้งสองข้างต้นขึ้นอยู่กับตัวกรองที่มีความแกร่ง MGLF ดังนั้น SPCS เป็นการแก้ปัญหาการ
ปรับกระบวนการสโตคาสติกไม่คงที่อย่างยั่งยืนด้วยความพยายามดำรงกระบวนการให้อยู่บนค่า
เป้าหมายที่กำหนด และกำจัดสาเหตุความผิกปกติที่ปรากฏ

5.3 ข้อเสนอแนะ

1. ตัวกรอง MGLF สามารถประยุกต์กับกระบวนการสโตคาสติกเชิงเส้นและไม่เชิงเส้น ทั้ง
กรณีเวลาต่อเนื่องและเวลาไม่ต่อเนื่อง นั่นหมายความว่า ระบบควบคุมกระบวนการเชิง
สถิติ SPCS สามารถประยุกต์กับกระบวนการดังกล่าวได้ด้วย
2. โดยปกติ ข้อมูลทางการเงินมักถูกสมมติว่ามีการแจกแจงเบ้ ดังนั้นตัวรบกวนของตัวแบบ
ปริภูมิสถานะอาจจะถูกสมมติว่ามีการแจกแจงเส้นระดับวงรีและเบ้ (skew-elliptical distri-
bution) ตัวประมาณตัวแปรสถานะและตัวประมาณพารามิเตอร์ความเบ้ (skewness pa-
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rameter) ถูกพิจารณาเพื่ออธิบายการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการ (Naveau, Genton &
Ammann 2004)
3. ประสิทธิภาพของการควบคุม LQ-MGL ขึ้นอยู่กับตัวกรองของตัวแบบปริภูมิสถานะ ถ้าการ
กำหนดตัวแบบปริภูมิสถานะไม่สอดคล้องกับกระบวนการ ประสิทธิภาพของการควบคุม
LQ-MGL จะลดลง เนื่องจากตัวกรองไม่สามารถประมาณการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการ
ได้อย่างแม่นยำ นอกจากนี้ การเปรียบเทียบประสิทธิภาพของการควบคุม LQ-MGL และ
การควบคุมอื่นอาจถูกดำเนินการ เช่น การควบคุมค่าเฉลี่ยเคลื่อนที่ถ่วงน้ำหนักเอ็กโปเนน
เชียลหลายตัวแปร (multivariate exponentially weighted moving average controller),
การควบคุมค่าเฉลี่ยเคลื่อนที่ถ่วงน้ำหนักเอ็กโปเนนเชียลคู่หลายตัวแปร (multivariate dou-
ble exponentially weighted moving average controller)
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ตัวกรองที่มีความแกร่ง เมื่อตัวรบกวนระบบมี
การแจกแจงปกติผสม

ตัวกรองที่มีความแกร่ง เมื่อตัวรบกวนค่าวัดมีการแจกแจงปกติผสม (robust filter with mixture
Gaussian measurement noise: MIXTURE) ถูกพัฒนาขึ้นด้วยเทคนิคของเบย์ โดยสมมติตัว
รบกวนระบบมีการแจกแจงปกติผสม (mixture Gaussian distribution) ดูรายละเอียดเพิ่มเติมจาก
Yatawara (1986) และ Chuang (1988) ซึ่งตัวกรองนี้มุ่งที่จะประมาณเมทริกซ์ความแปรปรวน
ร่วมของตัวรบกวนระบบทั้งสถานะปกติ และสถานะที่มีค่านอกกลุ่ม ดังนั้นตัวแบบปริภูมิสถานะ
กำหนดโดย

Xt+1 = AtXt + γ1W t(1) + γ2W t(2)

Y t = CtXt + V t

เมื่อ V t ∼ N(0,ΣV ), W t(1) ∼ N(0,ΣW (1)) และ W t(2) ∼ N(0,ΣW (2)) โดยที่ ΣW (1) ¿
ΣW (2) สมมติว่า W t(1) และ W t(2) คือ เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของตัวรบกวนระบบของ
สถานะปกติ และสถานะที่มีค่านอกกลุ่ม ตามลำดับ γ2 คือ ความน่าจะเป็นของการเกิดค่านอก
กลุ่ม, 0 < γ2 < 1 และ γ1 = 1 − γ2 ด้วยเทคนิคของเบย์จะได้ตัวประมาณเวกเตอร์สถานะ และ
เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของความคลาดเคลื่อนของการประมาณเวกเตอร์สถานะ คือ

X̂t|t =
2∑

j=1

γt(j)X̂
(j)

t|t

P t|t =
2∑

j=1

γt(j)

[
P

(i)
t|t +

(
X̂

(j)

t|t − X̂t|t

)′(
X̂

(j)

t|t − X̂t|t

)]
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เมื่อ
X̂

(j)

t|t = X̂t|t−1 + P
(j)
t|t−1C

′
tM

−1
t(j)

(
Y t −CtX̂t|t−1

)

P
(j)
t|t = P

(j)
t|t−1 − P

(j)
t|t−1C

′
tM

−1
t(j)CtP

(j)
t|t−1

M t(j) = CtP
(j)
t|t−1C

′
t + ΣV

X̂t|t−1 = At−1X̂t−1|t−1

P
(j)
t|t−1 = At−1P t−1|t−1A

′
t−1 + ΣW (j), j = 1, 2

และ

γt(1) =


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