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Abstract
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Abstract : We estimate the García-Falset coefficient, 𝑅(⋅), for interpolation spaces, 𝑋𝜃𝑞;𝐾 of finite
family of 𝑛 + 1 Banach spaces 𝑋0, … , 𝑋𝑛. This coefficient is preserved under the considered
interpolation procedure, in particular, 𝑅(𝑋𝜃𝑞;𝐾) < 2 if and only if 𝑅(𝑌𝑖) < 2 for all 𝑖 =
0, … , 𝑛, where 𝑌𝑖 denote the space of all measurable functions 𝑢 from ℝ𝑛

+ into 𝑋𝑖, 𝑖 =
0, … , 𝑛. Some generic properties are also given for those interpolation spaces.

Keywords : García-Falset coefficient, interpolation space, generic properties
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1. ความสำคัญและที่มาของปญหา

ทฤษฎีบทอินเตอรโพเลชัน (interpolation theory) ถูกใชเปนเครื่องมือสำคัญในการศึกษาการคงไวซึ่งสมบัติ
ของปริภูมิเดิมหรือตัวดำเนินการเดิม ทฤษฎีบทอินเตอรโพเลชันเริ่มตนจากการสรางตัวดำเนินการอินเตอรโพเลชัน
(interpolation operators) โดยมีหลักการคราวๆ คือ ถา 𝑇 เปนตัวดำเนินการระหวางปริภูมิบานาคสองปริภูมิ
ใดๆ ที่สอดคลองสมบัติที่แตกตางกันสองสมบัติ เราสามารถสรางสมบัติใหมบน 𝑇 ที่ยังรักษาสมบัติเดิมทั้งสองของ
𝑇 ไวดวย ทฤษฎีบทที่เกี่ยวของกับตัวดำเนินการอินเตอรโพเลชันที่เปนที่รูจักกันดี ก็คือทฤษฎีบทของรีซ - ธอริน
(Riesz-Thorin interpolation theorem [17], [21]) ทฤษฎบทนี้ถูกนำไปประยุกตใชอยางกวางขวาง การประยุกต
ใชทฤษฎีบทของรีซ - ธอริน ที่เปนที่รูจักเปนอยางดีก็คือแสดงวาผลการแปลงฮิลเบิรต (Hilbert transform) หรือตัว
ดำเนินการฟงกชันสังยุค (conjugate function operator) 𝐻 ∶ 𝐿𝑝([0, 2𝜋]) → 𝐿𝑝([0, 2𝜋]) ที่นิยามโดย

𝐻𝑓(𝑥) = ̃𝑓(𝑥) = −
−1
∑

𝑛=−∞
̂𝑓𝑛𝑒𝑖𝑛𝑥 +

∞
∑
𝑛=1

̂𝑓𝑛𝑒𝑖𝑛𝑥

จะเปนตัวดำเนินการที่มีขอบเขตทุกๆ 𝑝 ∈ [2, ∞)
นอกเหนือจากทฤษฎีบทของรีซ - ธอริน แลว ทฤษฎีบทที่เกี่ยวของกับตัวดำเนินการอินเตอรโพเลชันที่เปนที่รูจัก

กันดีอีกหนึ่งทฤษฎีบทก็คือทฤษฎีบทของมารซินคีวิซ (Marcinkiewicz theorem [15]) ในชวงตั้งแตทศวรรษ 1960
ไดมีการขยายทฤษฎีบทของรีซ - ธอรินและทฤษฎีบทของมารซินคีวิซออกไปสูบริบทอื่นๆ มากขึ้น บริบทที่อาจกลาว
ไดวาเปนยุคสมัยใหมของทฤษฎีบทอินเตอรโพเลชันก็คือ ปริภูมิอินเตอรโพเลชัน (interpolation spaces)

ปริภูมิอินเตอรโพเลชันถูกใหนิยามไวหลายรูปแบบ (เชน [19], [6], [3], [13], [12]) หลักการนิยามปริภูมิอินเต
อรโพเลชันเริ่มตนจากแนวคิดตอไปนี้

ให 𝐴 และ 𝐵 เปนปริภูมิใดๆ ถา 𝐴0 และ 𝐴1 เปนปริภูมิยอยของ 𝐴 ที่เขากันได และ 𝐵0 และ 𝐵1 เปน
ปริภูมิยอยของ 𝐵 ที่เขากันได แลวสำหรับแตละ 𝜃 ∈ (0, 1) จะมีปริภูมิ 𝐴𝜃 ที่อยูระหวาง 𝐴0 กับ 𝐴1 และ ปริภูมิ
𝐵𝜃 ที่อยูระหวาง 𝐵0 กับ 𝐵1 หรือไมที่สำหรับตัวดำเนินการ 𝑇 ใดๆ ถา 𝑇 ∶ 𝐴0 → 𝐵0 และ 𝑇 ∶ 𝐴1 → 𝐵1
แลว 𝑇 ∶ 𝐴𝜃 → 𝐵𝜃 ดวย

นักคณิตศาสตรหลายทานไดใหคำตอบกับคำถามขางตนดวยวิธีที่แตกตางกันไป ไมวาจะเปนวิธีเชิงซอน (complex
method) โดยคาลเดอรอน [3] หรือวิธีเชิงเรียล (real method) โดยปแอรและลิออน ผาน 𝐾-ฟงกชันนัล และ 𝐽 -
ฟงกชันนัล ในงานวิจัยนี้เราสนใจปริภูมิอินเตอรโพเลชันของวงศจำกัดของปริภูมิบานาค ที่นิยามโดยสแปร [19] ดัง
ตอไปนี้

ให 𝑋0, … , 𝑋𝑛 เปนปริภูมิบานาค เราจะเรียก 𝑋 = (𝑋0, … , 𝑋𝑛) วา 𝑛 + 1-สิ่งอันดับอินเตอรโพเลชัน
(interpolation 𝑛 + 1-tuple) ถามีปริภูมิเวกเตอรเชิงเฮาสดอฟฟทอพอโลยี (Hausdorff topological vector
space) 𝐸 ที่สามารถทำการฝงตรึงเชิงเสนและตอเนื่องปริภูมิ 𝑋0, … , 𝑋𝑛 ลงไปได
สำหรับ 𝑛 + 1-สิ่งอันดับอินเตอรโพเลชัน 𝑋 = (𝑋0, … , 𝑋𝑛) ใดๆ กำหนดให

∑(𝑋) = 𝑋0 + 𝑋1 + ⋯ + 𝑋𝑛,
Δ(𝑋) = 𝑋0 ∩ 𝑋1 ∩ ⋯ ∩ 𝑋𝑛.

เรียก ∑(𝑋) วา ปริภูมิผลบวก ของ 𝑋0, … , 𝑋𝑛 และเรียก Δ(𝑋) วา ปริภูมิอินเตอรเซคชัน ของ 𝑋0, … , 𝑋𝑛
ตอไปเราจะนิยามนอรมบน ∑(𝑋) และ Δ(𝑋) ดังนี้

• สำหรับแตละ 𝑥 ∈ ∑(𝑋) กำหนดให

‖𝑥‖∑(𝑋) = inf {‖𝑥0‖𝑋0
+ ‖𝑥1‖𝑋1

+ ⋯ + ‖𝑥𝑛‖𝑋𝑛
}
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โดยที่คาอินฟมันจะพิจารณาบนรูปแบบการแยก 𝑥 = 𝑥0 + 𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛, 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖 (𝑖 = 0, … , 𝑛)
ทั้งหมดที่เปนไปได

• สำหรับแตละ 𝑥 ∈ Δ(𝑋) จะไดวา 𝑥 ∈ 𝑋𝑖 ทุกๆ 𝑖 = 0, … , 𝑛 ดังนั้นกำหนดให

‖𝑥‖∆(𝑋) = max{‖𝑥‖𝑋0
, ‖𝑥‖𝑋1

, ⋯ , ‖𝑥‖𝑋𝑛
}

ไดมีการพิสูจนแลววาปริภูมิ (∑(𝑋), ‖ ⋅ ‖∑(𝑋)) และ (Δ(𝑋), ‖ ⋅ ‖∆(𝑋)) เปนปริภูมิบานาค
สำหรับ 𝑛 + 1-สิ่งอันดับอินเตอรโพเลชัน 𝑋 = (𝑋0, … , 𝑋𝑛) ใดๆ ให 𝑡 = (𝑡0, 𝑡1, … , 𝑡𝑛) ∈ ℝ𝑛+1

+

และ 𝜃 = (𝜃0, 𝜃1, … , 𝜃𝑛) ∈ ℝ𝑛+1
+ โดยที่

𝑛
∑
𝑖=0

𝜃𝑖 = 1 และให 𝑞 ∈ [1, ∞) กำหนดสัญลักษณ |𝑡−𝜃| =

𝑡−𝜃1
1 ⋯ 𝑡−𝜃𝑛𝑛 และให 𝑡0 = 1
สำหรับแตละ 𝑖 = 0, … , 𝑛 ให 𝑌𝑖 แทนปริภูมิของฟงกชันหาเมเชอรได 𝑢 ที่สงจาก ℝ𝑛

+ ไปยัง 𝑋𝑖 โดยที่นอรม

‖𝑢‖𝑌𝑖
= (∫

ℝ𝑛
+

(|𝑡−𝜃|𝑡𝑖‖𝑢𝑖(𝑡)‖𝑋𝑖
)𝑞 𝑑𝑡1

𝑡1
⋯ 𝑑𝑡𝑛

𝑡𝑛
)

1/𝑞

มีคาจำกัด สังเกตวาแตละปริภูมิ 𝑌𝑖 จะสมสัณฐานเชิงสมมิติกับปริภูมิ 𝐿𝑞(𝑋𝑖)
กำหนดให 𝑋𝜃𝑞;𝐾 แทนเซตของสมาชิก 𝑥 ∈ ∑(𝑋) ทั้งหมดที่มีรูปแบบการแยก 𝑥 = 𝑢0(𝑡) + ⋯ , 𝑢𝑛(𝑡)
ทุกๆ 𝑡 ∈ ℝ𝑛

+ เมื่อ 𝑢𝑖 ∈ 𝑌𝑖, 𝑖 = 0, 1, … , 𝑛
ให 𝑝 ∈ [1, ∞] เรานิยามนอรม ‖ ⋅ ‖𝑝 บน 𝑋𝜃𝑞;𝐾 ดังนี้
สำหรับแตละ 𝑥 ∈ 𝑋𝜃𝑞;𝐾

‖𝑥‖𝑝 = inf (
𝑛

∑
𝑖=0

‖𝑢𝑖‖𝑝
𝑌𝑖

)
1/𝑝

โดยที่คาอินฟมันจะพิจารณาบนรูปแบบการแยก 𝑥 = 𝑢0(𝑡) + ⋯ , 𝑢𝑛(𝑡) ทุกๆ 𝑡 ∈ ℝ𝑛
+

ไมเปนการยากที่จะแสดงวาเซต 𝑋𝜃𝑞;𝐾 กับนอรม ‖ ⋅ ‖𝑝 เปนปริภูมิบานาค เราเรียกคูลำดับ (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝) วา
ปริภูมิอินเตอรโพเลชัน (interpolation space) และเรียกวิธีการนิยามปริภูมิอินเตอรโพเลชันแบบนี้วา วิธีการ-𝐾
(𝐾-method) (ดูรายละเอียดเพิ่มเติมไดจาก [20])

สังเกตวา สำหรับแตละ 𝑟, 𝑠 ∈ [1, ∞) นอรม ‖ ⋅ ‖𝑟 และ ‖ ⋅ ‖𝑠 จะสมมูลกัน นอกจากนี้ทั้งสองนอรมยังสมมูล
กับนอรมที่กำหนดโดย

‖𝑥‖∞ = inf max{‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖
∶ 𝑖 = 0, … 𝑛}

โดยที่คาอินฟมันจะพิจารณาบนรูปแบบการแยก 𝑥 = 𝑢0(𝑡) + ⋯ , 𝑢𝑛(𝑡)
และสำหรับแตละรูปแบบการแยก 𝑥 = 𝑢0(𝑡) + ⋯ , 𝑢𝑛(𝑡) เราจะไดวา

‖𝑥‖∞ ≤
𝑛

∏
𝑖=0

‖𝑢𝑖‖𝜃𝑖
𝑌𝑖

ดังนั้น
‖𝑥‖𝑝 ≤ 𝐶𝑝

𝑛
∏
𝑖=0

‖𝑢𝑖‖𝜃𝑖
𝑌𝑖

ทุกๆ 𝑝 ∈ [1, ∞) เมื่อ 𝐶𝑝 = (𝑛 + 1)1/𝑝
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ในปจจุบันนี้การศึกษาเกี่ยวกับปริภูมิอินเตอรโพเลชันไดขยายไปสูหลายแขนงของคณิตศาสตร ในสวนที่เกี่ยวกับ
ทฤษฎีบทบนปริภูมิบานาคนั้น ไดมีการศึกษาวาสมบัติทางเรขาคณิตบางสมบัติของปริภูมิบานาค เชน สมบัติคอน
เวกซเอกรูป (uniform convexity) สมบัติเกือบจะเหมือนคอนเวกซเอกรูป (nearly uniform convexity) เปน
สมบัติที่สืบทอดภายใตปริภูมิอินเตอรโพเลชัน นั่นคือถา (𝐴0, 𝐴1) เปนคูลำดับอินเตอรโพเลชันและ (𝐴0, 𝐴1)𝜃𝑝
เปนปริภูมิอินเตอรโพเลชันที่นิยามจาก (𝐴0, 𝐴1) จะไดวา (𝐴0, 𝐴1)𝜃𝑝 จะมีสมบัติคอนเวกซเอกรูป (หรือสมบัติ
เกือบจะเหมือนคอนเวกซเอกรูป) ถาปริภูมิ 𝐴0 และ 𝐴1 มีสมบัติคอนเวกซเอกรูป (หรือสมบัติเกือบจะเหมือนคอน
เวกซเอกรูป) ([16], [5], [11] )

เมื่อไมนานมานี้ในงานวิจัย [2] ไดมีการประมาณคาคงที่เจมส (Jame's constant) บนปริภูมิ (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝)
เปนที่รูจักกันวาคาคงที่เจมสเปนคาคงที่ที่เกี่ยวของกับสมบัติความไมเปนสี่เหลี่ยมเอกรูป (uniform non-squareness)
ของปริภูมิบานาค นักคณิตศาสตรเริ่มศึกษาสมบัตินี้บนปริภูมิอินเตอรโพเลชันตั้งแตป 1992 ([4])

นอกจากคาคงที่เจมสแลว ยังมีคาคงที่อีกหนึ่งคาที่นาสนใจและเกี่ยวของกับสมบัติของปริภูมิบานาค นั่นคือ สัม
ประสิทธิการเซีย-ฟอลเซต (García-Falset coefficient) สัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตถูกนิยามขึ้นในป 1994 โดย
นักคณิตศาสตรชาวสเปน การเซีย-ฟอลเซต เพื่อใชศึกษาทฤษฎีจุดตรึงบนปริภูมิบานาคที่มีสมบัติโอเปยลอยางออน
(waek Opial property) [10]

สัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตนิยามดังตอไปนี้
ให 𝑋 เปนปริภูมิบานาค แทนบอลหนึ่งหนวยของ 𝑋 ดวยสัญลักษณ 𝐵𝑋 และกำหนดให

𝑅(𝑋) = sup { lim inf
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 + 𝑥‖},

โดยคาซุพรีมัมจะพิจารณาบนลำดับ {𝑥𝑛} ⊆ 𝐵𝑋 ทั้งหมดที่ลูเขาสูศูนยอยางออนและสอดคลองสมบัติ lim𝑛→∞ ‖𝑥𝑛‖ =
1 และบน 𝑥 ∈ 𝐵𝑋 เรียก 𝑅(𝑋) วา สัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซต ของปริภูมิ 𝑋

การเซีย-ฟอลเซตไดพิสูจนทฤษฎีบทการมีจุดตรึงโดยใชคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตเปนเครื่องมือสำคัญ เขา
ไดพิสูจนวาถาปริภูมิบานาค 𝑋 มีคา 𝑅(𝑋) < 2 แลว 𝑋 จะมีสมบัติจุดตรึงอยางออน (weak fixed point
property) นั่นคือถา 𝐾 เปนเซตยอยคอนเวกซและกระชับอยางออน (weakly compact convex subset) ของ
𝑋 แลวทุกๆ การสงแบบไมขยาย (non-expansive) 𝑇 ∶ 𝐾 → 𝐾 จะมีจุดตรึง

ในงานวิจัยนี้เราจึงสนใจที่จะประมาณคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตบนปริภูมิ (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝) และศึกษา
ความสัมพันธระหวางคาสัมประสิทธิดังกลาวระหวางปริภูมิตั้งตน 𝑋0, … , 𝑋𝑛 และปริภูมิ (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝) นอก
เหนือจากนี้เรายังสนใจที่จะขยายผลการศึกษาที่ไดไปสูการมีสมบัติทั่วไปบนปริภูมิอินเตอรโพเลชันอีกดวย

เราจะเรียกสมบัติ 𝑃 วา สมบัติทั่วไป (generic property) บนเซต 𝐴 ถาเกือบทุกสมาชิกในเซต 𝐴 สอดคลอง
กับสมบัติ 𝑃 ยกเวนบางสมาชิกในสับเซตขนาดเล็กของ 𝐴 ตัวอยางของสมบัติทั่วไปที่เราคุนเคยก็อยางเชน ให 𝑓 ∶
[𝑎, 𝑏] → ℝ เปนฟงกชันคาจริงทางเดียว จะไดวา 𝑓 เปนฟงกชันตอเนื่องที่ทุกๆ จุดใน [𝑎, 𝑏] ยกเวนบางจุดใน
เซต 𝐸 ⊆ [𝑎, 𝑏] โดยที่ 𝐸 เปนเซตนับได หรือ 𝑓 เปนฟงกชันที่หาอนุพันธไดที่ทุกๆ จุดใน [𝑎, 𝑏] ยกเวนบางจุด
ในเซต 𝐹 ⊆ [𝑎, 𝑏] โดยที่ 𝐹 เปนเซตที่มีเมเชอรเลอเบกเปนศูนย ทั้งเซตนับไดและเซตที่มีเมเชอรเลอเบกเปนศูนย
ตางก็เปนเซตที่มีขนาดเล็ก อยางไรก็ตามขนาดของเซตนั้นขึ้นอยูกับขอบเขตที่เราศึกษา ตัวอยางของเซตขนาดเล็กก็
อยางเชน เซตนับได เซตที่มีเมเชอรเลอเบกเปนศูนย เซตแคเทอกอรีหนึ่ง (first category set) และเซต 𝜎-พอรัส
(𝜎-porous set)

ทฤษฎีบทเกี่ยวกับสมบัติทั่วไปถูกนำไปประยุกตในหลายสาขาของคณิตวิเคราะห (mathematical analysis)
โดยเฉพาะ ทฤษฎีของระบบพลศาสตร (theory of dynamical system) ทอพอโลยีเชิงอนุพันธ (differential
topology) การหาคาเหมาะที่สุด (optimization) และการวิเคราะหเชิงแปรผัน (variational analysis) ตัวอยาง
เชนในทอพอโลยีเชิงอนุพันธ มีการประยุกตใชทฤษฎีบทของซารด (Sard’s theorem) ที่การันตีวาเซตของคาวิกฤต
ของฟงกชันที่สงจากมานิโฟลด 𝑀 ที่มีมิติ 𝑚 ไปยังมานิโฟลด 𝑁 ที่มีมิติ 𝑛 มีเมเชอรเลอเบกเปนศูนย ในการแสดง
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วาฟงกชันของมอรสและบทตั้งของตำแหนงทั่วไป (Morse functions and the general position lemma) มีอยู
จริง [18]

ในงานวิจัย [8] ไดมีการพิสูจนสมบัติทั่วไปที่เกี่ยวของกับสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซต ดังนี้
ให (𝑋, ‖ ⋅ ‖) เปนปริภูมิบานาคและ 𝒫 เปนเซตของนอรมทั้งหมดบน 𝑋 ที่สมมูลกับ ‖ ⋅ ‖ นิยามเมตริกซ 𝜌 บน
𝒫 โดยกำหนดใหสำหรับแตละสมาชิก 𝑝, 𝑞 ∈ 𝒫 ให 𝜌(𝑝, 𝑞) ∶= sup{|𝑝(𝑥) − 𝑞(𝑥)| ∶ ‖𝑥‖ ≤ 1} จะไดวา
(𝑋, 𝜌) เปนปริภูมิอิงระยะทาง (metric space) ถา 𝑅(𝑋) < 2 แลวจะมีเซตยอย ℛ ⊆ 𝒫 ที่เปนเซต 𝜎-พอรัส
และทุกๆ นอรม 𝑝 ∈ 𝒫 � ℛ คาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซต 𝑅(𝑋, 𝑝) < 2 ดวย

จากผลการศึกษาขางตนที่กลาวมา เรายังสรุปไดอีกวา ทุกๆ นอรม 𝑝 ∈ 𝒫 � ℛ ปริภูมิ (𝑋, 𝑝) จะมีสมบัติจุด
ตรึงอยางออน
ผูวิจัยจึงสนใจที่จะศึกษา

1. การประมาณคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตบนปริภูมิอินเตอรโพเลชัน (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝)

2. ความสัมพันธระหวางคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตระหวางปริภูมิตั้งตน 𝑋0, … , 𝑋𝑛 และปริภูมิ (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝)

3. สมบัตทั่วไปบนปริภูมิ (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝)
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2. วัตถุประสงคงานวิจัย

2.1 ประมาณคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตบนปริภูมิอินเตอรโพเลชัน (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝)

2.2 หาความสัมพันธระหวางคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตระหวางปริภูมิตั้งตน 𝑋0, … , 𝑋𝑛 และปริภูมิ (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝)

2.3 ศึกษาสมบัตทั่วไปบนปริภูมิ (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝) บางประการที่เกี่ยวของกับสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซต

7



3. ระเบียบวิธีวิจัย

ปที่ 1

1. รวบรวมความรูพื้นฐานและงานวิจัยที่เกี่ยวของกับปริภูมิอินเตอรโพเลชันและสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซต

2. ประมาณคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตสำหรับปริภูมิอินเตอรโพเลชันที่นิยามโดยปแอร-ลิออน กอน โดย
ปริภูมิอินเตอรโพเลชันชนิดนี้มีปริภูมิตั้งตนสองปริภูมิ

3. จัดพิมพผลงานที่ไดในขอ 2 และสงตีพิมพในวารสารวิจัยระดับชาติรวมกับนักศึกษาปริญญาเอก

ปที่ 2

1. ขยายงานวิจัยที่ไดจากปที่ 1 ไปสูการประมาณคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตสำหรับปริภูมิอินเตอรโพเลชัน
ของวงศจำกัดของปริภูมิบานาค

2. หาความสัมพันธระหวางคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตระหวางปริภูมิตั้งตน 𝑋0, … , 𝑋𝑛 และปริภูมิอิน
เตอรโพเลชัน (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝)

3. หาสมบัตทั่วไปบนปริภูมิอินเตอรโพเลชัน (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝)

4. จัดพิมพผลงานและสงตีพิมพในวารสารวิจัยระดับนานาชาติ

4. ผลการศึกษา

4.1 การประมาณคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตบนปริภูมิอินเตอรโพเลชัน (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝)
เราพิสูจนบทตั้งที่สำคัญบางบทตั้งเพื่อใชในการประมาณคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตบนปริภูมิอินเตอรโพเล

ชัน
บทตั้ง 4.1.1 ([14]) ให 𝑋 เปนปริภูมิบานาค และให 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ที่ไมเปนศูนย จะไดวา

‖𝑥 + 𝑦‖ + (2 − ∥ 𝑥
‖𝑥‖ + 𝑦

‖𝑦‖∥) min{‖𝑥‖, ‖𝑦‖} ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖

≤ ‖𝑥 + 𝑦‖ + (2 − ∥ 𝑥
‖𝑥‖ + 𝑦

‖𝑦‖∥) max{‖𝑥‖, ‖𝑦‖}.

บทตั้ง 4.1.2 ให 𝑋 = (𝑋0, … , 𝑋𝑛) เปน 𝑛 + 1-สิ่งอันดับอินเตอรโพเลชันใดๆ กำหนด 𝑡, 𝑞, 𝜃 ดังเชนที่กลาว
ในหัวขอ 1 จะไดวาลำดับ {𝑥𝑗} จะลูเขาอยางออนไปหา 0 ใน 𝑋𝜃𝑞;𝐾 ก็ตอเมื่อ {𝑥0𝑗}, … , {𝑥𝑛𝑗} ลูเขาอยาง
ออนไปหา 0 ใน 𝑋0, … , 𝑋𝑛, ตามลำดับ เมื่อ 𝑥𝑗 = 𝑥0𝑛 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑗.

หลังจากนั้นเราไดประมาณคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตบนปริภูมิอินเตอรโพเลชัน (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝) ซึ่งได
ผลลัพธเปนไปตามทฤษฎีบทตอไปนี้

ทฤษฎีบท 4.1.3 ให 𝑋 = (𝑋0, … , 𝑋𝑛) เปน 𝑛 + 1-สิ่งอันดับอินเตอรโพเลชันใดๆ กำหนด 𝑡, 𝑞, 𝜃 ดังเชนที่
กลาวในหัวขอ 1 แลวจะไดวา

𝑅(𝑍∞) ≤ max{𝑅(𝑌𝑖) ∶ 𝑖 = 0, 1, … , 𝑛}

เมื่อ 𝑍∞ แทนปริภูมิ 𝑋𝜃𝑞;𝐾 กับนอรม ‖ ⋅ ‖∞
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พิสูจน ให 𝜖 > 0, จะมีลำดับ {𝑥𝑘} ที่ลูเขาสู 0 อยางออนและมี 𝑥 ในบอลหนึ่งหนวยของ 𝑋𝜃𝑞;𝐾 ที่ซึ่ง

𝑅(𝑍∞) − 𝜖 ≤ lim inf
𝑘→∞

‖𝑥𝑘 + 𝑥‖∞

เราจะไดวามีฟงกชัน 𝑢0𝑘
, 𝑢0 ∈ 𝑌0, … , 𝑢𝑛𝑘

, 𝑢𝑛 ∈ 𝑌𝑛, ที่

𝑥𝑘 = 𝑢0𝑘
(𝑡) + ⋯ + 𝑢𝑛𝑘

(𝑡)
𝑥 = 𝑢0(𝑡) + ⋯ + 𝑢𝑛(𝑡)

ทุกๆ 𝑡 ∈ ℝ𝑛
+ และ

max{‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑌𝑖

∶ 𝑖 = 0, 1, … , 𝑛} ≤ 1 + 𝜖
max{‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖

∶ 𝑖 = 0, 1, … , 𝑛} ≤ 1 + 𝜖

เนื่องจาก

‖𝑥𝑘 + 𝑥‖∞ ≤ max{‖𝑢𝑖𝑘
+ 𝑢𝑖‖𝑌𝑖

∶ 𝑖 = 0, 1, … , 𝑛}

โดยอสมการสามเหลี่ยม (บทตั้ง 4.1.1) จะไดวา

‖𝑢𝑖𝑘
+ 𝑢𝑖‖𝑌𝑖

≤ ‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑌𝑖

+ ‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖
− (2 − ∥

𝑢𝑖𝑘

‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑌𝑖

+ 𝑢𝑖
‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖

∥) min {‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑌𝑖

, ‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖
}

≤ max {‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑌𝑖

∶ 𝑖 = 0, 1, … , 𝑛} + max {‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖
∶ 𝑖 = 0, 1, … , 𝑛}

− (2 − ∥
𝑢𝑖𝑘

‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑌𝑖

+ 𝑢𝑖
‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖

∥) min {‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑌𝑖

, ‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖
}

≤ 2(1 + 𝜖) − (2 − ∥
𝑢𝑖𝑘

‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑌𝑖

+ 𝑢𝑖
‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖

∥)(1)

ดังนั้น

max {‖𝑢𝑖𝑘
+ 𝑢𝑖‖𝑌𝑖

∶ 𝑖 = 0, 1, … , 𝑛} ≤ 2(1 + 𝜖) + max {∥
𝑢𝑖𝑘

‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑌𝑖

+ 𝑢𝑖
‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖

∥ ∶ 𝑖 = 0, 1, … , 𝑛} − 2

เปนผลให

𝑅(𝑍∞) − 𝜖 ≤ 2(1 + 𝜖) + max { lim inf
𝑘→∞

∥
𝑢𝑖𝑘

‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑌𝑖

+ 𝑢𝑖
‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖

∥ ∶ 𝑖 = 0, 1, … , 𝑛} − 2

≤ 2(1 + 𝜖) + max {𝑅(𝑌𝑖) ∶ 𝑖 = 0, 1, … , 𝑛} − 2

ให 𝜖 → 0 จะไดวา

𝑅(𝑍∞) ≤ max {𝑅(𝑌𝑖) ∶ 𝑖 = 0, 1, … , 𝑛}

ตามตองการ
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ทฤษฎีบท 4.1.4 ให 𝑋 = (𝑋0, … , 𝑋𝑛) เปน 𝑛 + 1-สิ่งอันดับอินเตอรโพเลชันใดๆ กำหนด 𝑡, 𝑞, 𝜃 ดังเชนที่
กลาวในหัวขอ 1 และให 𝑝 ∈ [1, ∞) แทนปริภูมิ 𝑋𝜃𝑞;𝐾 กับนอรม ‖ ⋅ ‖𝑝 ดวยสัญลักษณ 𝑍𝑝 แลวจะไดวา

𝑅(𝑍𝑝) ≤ [2𝑝 −
𝑛

∑
𝑖=0

(2 − 𝑅(𝑌𝑖))
𝑝
]

1/𝑝

พิสูจน ให 𝜖 > 0 จะมีลำดับ {𝑥𝑘} ที่ลูเขาสู 0 อยางออนและมี 𝑥 ในบอลหนึ่งหนวยของ 𝑋𝜃𝑞;𝐾 ที่ซึ่ง

𝑅(𝑍𝑝) − 𝜖 ≤ lim inf
𝑘→∞

‖𝑥𝑘 + 𝑥‖𝑝

เราจะไดวามีฟงกชัน 𝑢0𝑘
, 𝑢0 ∈ 𝑌0, … , 𝑢𝑛𝑘

, 𝑢𝑛 ∈ 𝑌𝑛 ที่

𝑥𝑘 = 𝑢0𝑘
(𝑡) + ⋯ + 𝑢𝑛𝑘

(𝑡)
𝑥 = 𝑢0(𝑡) + ⋯ + 𝑢𝑛(𝑡)

ทุกๆ 𝑡 ∈ ℝ𝑛
+ และ

(
𝑛

∑
𝑖=0

‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑝

𝑌𝑖
)

1/𝑝
≤ 1 + 𝜖

(
𝑛

∑
𝑖=0

‖𝑢𝑖‖𝑝
𝑌𝑖

)
1/𝑝

≤ 1 + 𝜖.

เนื่องจาก

(‖𝑥𝑘 + 𝑥‖𝑝)
𝑝

≤
𝑛

∑
𝑖=0

‖𝑢𝑖𝑘
+ 𝑢𝑖‖𝑝

𝑌𝑖

สังเกตวาฟงกชัน 𝑦 → 𝑦𝑝 เปนฟงกชันคอนเวกซบนชวง [0, ∞) ดังนั้นสำหรับแตละ 𝑎, 𝑏 > 0 เราจะไดวา

(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑝 ≤ 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝, 𝑡 ∈ (0, 1)

และ

(𝑎 + 𝑏)𝑝 ≤ 2𝑝−1(𝑎 + 𝑏)𝑝

จากสมบัติของนอรม 𝑝 เราทราบวาสำหรับแตละจำนวนจริง 𝑎, 𝑏, (𝑎𝑝 + 𝑏𝑝)1/𝑝 ≤ 𝑎 + 𝑏 จะไดวา (𝑎 − 𝑏)𝑝 ≤
𝑎𝑝 − 𝑏𝑝

โดยอสมการสามเหลี่ยม (บทตั้ง 4.1.1) สมบัติของนอรม 𝑝 และความเปนฟงกชันคอนเวกซ จะไดวา

‖𝑢𝑖𝑘
+ 𝑢𝑖‖𝑝

𝑌𝑖
≤ [‖𝑢𝑖𝑘

‖𝑌𝑖
+ ‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖

− (2 − ∥
𝑢𝑖𝑘

‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑌𝑖

+ 𝑢𝑖
‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖

∥) min {‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑌𝑖

, ‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖
}]

𝑝

≤ [‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑌𝑖

+ ‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖
− (2 − ∥

𝑢𝑖𝑘

‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑌𝑖

+ 𝑢𝑖
‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖

∥)(1)]
𝑝

≤ (‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑌𝑖

+ ‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖
)𝑝 − (2 − ∥

𝑢𝑖𝑘

‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑌𝑖

+ 𝑢𝑖
‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖

∥)
𝑝

≤ 2𝑝−1(‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑝

𝑌𝑖
+ ‖𝑢𝑖‖𝑝

𝑌𝑖
) − (2 − ∥

𝑢𝑖𝑘

‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑌𝑖

+ 𝑢𝑖
‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖

∥)
𝑝
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ดังนั้น
𝑛

∑
𝑖=0

‖𝑢𝑖𝑘
+ 𝑢𝑖‖𝑝

𝑌𝑖
≤ 2𝑝−1(

𝑛
∑
𝑖=0

‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑝

𝑌𝑖
+

𝑛
∑
𝑖=0

‖𝑢𝑖‖𝑝
𝑌𝑖

) −
𝑛

∑
𝑖=0

(2 − ∥
𝑢𝑖𝑘

‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑌𝑖

+ 𝑢𝑖
‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖

∥)
𝑝

≤ 2𝑝(1 + 𝜖)𝑝 −
𝑛

∑
𝑖=0

(2 − ∥
𝑢𝑖𝑘

‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑌𝑖

+ 𝑢𝑖
‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖

∥)
𝑝

เปนผลให

‖𝑥𝑘 + 𝑥‖𝑝 ≤ [2𝑝(1 + 𝜖)𝑝 −
𝑛

∑
𝑖=0

(2 − ∥
𝑢𝑖𝑘

‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑌𝑖

+ 𝑢𝑖
‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖

∥)
𝑝
]

1/𝑝

นั่นคือ

𝑅(𝑍𝑝) − 𝜖 ≤ lim inf
𝑘→∞

‖𝑥𝑘 + 𝑥‖𝑝

≤ [2𝑝(1 + 𝜖)𝑝 −
𝑛

∑
𝑖=0

(2 − lim inf
𝑘→∞

∥
𝑢𝑖𝑘

‖𝑢𝑖𝑘
‖𝑌𝑖

+ 𝑢𝑖
‖𝑢𝑖‖𝑌𝑖

∥)
𝑝
]

1/𝑝

≤ [2𝑝(1 + 𝜖)𝑝 −
𝑛

∑
𝑖=0

(2 − 𝑅(𝑌𝑖))
𝑝
]

1/𝑝

ให 𝜖 → 0 เราจะไดวา

𝑅(𝑍𝑝) ≤ [2𝑝 −
𝑛

∑
𝑖=0

(2 − 𝑅(𝑌𝑖))
𝑝
]

1/𝑝

4.2 ความสัมพันธระหวางคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตระหวางปริภูมิตั้งตน 𝑋0, … , 𝑋𝑛 และปริภูมิ (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝)
จากผลลัพธที่ไดในหัวขอ 4.1 (ทฤษฎีบท 4.1.3 และทฤษฎีบท 4.1.4) เราไดผลลัพธที่แสดงความสัมพันธระ

หวางคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตระหวางปริภูมิตั้งตน 𝑋0, … , 𝑋𝑛 และปริภูมิ (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝) ดังตอไปนี้
ตามมา

บทแทรก 4.2.1 ให 𝑋 = (𝑋0, 𝑋1, … , 𝑋𝑛) เปน 𝑛 + 1-สิ่งอันดับอินเตอรโพเลชันใดๆ และให 𝑍 แทนปริภูมิ
𝑍∞ หรือ 𝑍𝑝 สำหรับบาง 𝑝 ∈ [1∞) แลว 𝑅(𝑍) < 2 ก็ตอเมื่อ 𝑅(𝑋𝑖) < 2 ทุกๆ 𝑖 = 0, … , 𝑛

แตถาจะกลาวถึงสมบัติการมีจุดตรึงระหวางปริภูมิตั้งตน 𝑋0, … , 𝑋𝑛 และปริภูมิ (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝) นั้นเรา
จะไดผลลัพธเพียงขาเดียวดังตอไปนี้

บทแทรก 4.2.2 ให 𝑋 = (𝑋0, 𝑋1, … , 𝑋𝑛) เปน 𝑛 + 1-สิ่งอันดับอินเตอรโพเลชันใดๆ และให 𝑍 แทนปริภูมิ
𝑍∞ หรือ 𝑍𝑝 สำหรับบาง 𝑝 ∈ [1∞) แลว 𝑍 จะมีสมบัติการมีจุดตรึงถา 𝑅(𝑋𝑖) < 2 ทุกๆ 𝑖 = 0, … , 𝑛

4.3 สมบัตทั่วไปบนปริภูมิ (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝)
จากผลลัพธที่ไดในหัวขอ 4.2 ถาเราประยุกตผลลัพธจากงานวิจัย [8] เขากับผลลัพธของเรา จะเปนผลใหเราได

สมบัตทั่วไปบนปริภูมิ (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝) ดังทฤษฎีบทตอไปนี้

ทฤษฎีบท 4.3.1 ให 𝑋 = (𝑋0, 𝑋1, … , 𝑋𝑛) เปน 𝑛 + 1-สิ่งอันดับอินเตอรโพเลชันใดๆ และให 𝑍 แทนปริภูมิ
𝑍∞ หรือ 𝑍𝑝 สำหรับบาง 𝑝 ∈ [1∞)
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ให ℐ แทนเซตของนอรมทั้งหมดบน 𝑍 ที่สมมูลกัน กำหนดให 𝜌 เปนเมตริกซบน 𝑍
ถา 𝑅(𝑋𝑖) < 2 ทุกๆ 𝑖 = 0, … , 𝑛 แลวจะมีเซตยอย 𝒦 ของ (ℐ, 𝜌) ที่เปนเซต 𝜎-พอรัส และสำหรับแตละ
นอรม 𝑞 ∈ ℐ � 𝒦 เราจะไดวา 𝑅(𝑍, 𝑞) < 2

นอกเหนือไปกวานี้ในงานวิจัย [7] ไดมีการพิสูจนวา ทุกๆ ปริภูมิบานาคที่สามารถฝงตรึงลงในปริภูมิ 𝑐0(Γ) จะ
มีนอรมสมมูลที่มีสมบัติการมีจุดตรึง หลังจากนั้นไดมีการขยายงานวิจัยดังกลาวไปสูสมบัตทั่วไปของการมีจุดตรึงบน
ปริภูมิบานาค (ดูรายละเอียดไดจาก [9] และ [1]) ฉะนั้นเราจึงไดประยุกตสมบัตทั่วไปของการมีจุดตรึงดังกลาวกับ
บทแทรก 4.2.1 และไดผลลัพธดังนี้

ทฤษฎีบท 4.3.2 ให 𝑋 = (𝑋0, 𝑋1, … , 𝑋𝑛) เปน 𝑛 + 1-สิ่งอันดับอินเตอรโพเลชันใดๆ และให 𝑍 แทนปริภูมิ
𝑍∞ หรือ 𝑍𝑝 สำหรับบาง 𝑝 ∈ [1∞)
สมมติวา 𝑅(𝑋𝑖) < 2 ทุกๆ 𝑖 = 0, … , 𝑛 และให 𝑌 เปนปริภูมิบานาคที่มีฟงกชัน 𝐽 ∶ 𝑌 → 𝑍 เปนฟงกชัน
เชิงเสนหนึ่งตอหนึ่งและตอเนื่อง
ให 𝒫 แทนเซตของนอรมทั้งหมดบน 𝑌 ที่สมมูลกัน กำหนดให 𝜌 เปนเมตริกซบน 𝒫 แลวจะมีเซตยอย ℛ ของ
(𝒫, 𝜌) ที่เปนเซต 𝜎-พอรัส และสำหรับแตละนอรม 𝑞 ∈ 𝒫 � ℛ จะไดวาปริภูมิ (𝑌 , 𝑞) มีสมบัติการมีจุดตรึง

5. สรุปผลและอภิปรายผล

5.1 การประมาณคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตบนปริภูมิอินเตอรโพเลชัน (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝)
เราพบวาการประมาณคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตบนปริภูมิอินเตอรโพเลชัน (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝) ถาพิจารณา

กับนอรม ‖⋅‖∞ จะพบวาคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตของปริภูมิ (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝) จะมีคานอยกวาหรือเทากับ
คาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตของปริภูมิตั้งตนตัวที่มากที่สุด แตถาพิจารณากับนอรม ‖ ⋅ ‖𝑝 จะขึ้นอยูกับผลรวม
ของคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตของปริภูมิตั้งตนทั้งหมด

5.2 ความสัมพันธระหวางคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตระหวางปริภูมิตั้งตน 𝑋0, … , 𝑋𝑛 และปริภูมิ (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝)
คาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตที่นาสนใจคือคาที่นอยกวา 2 เราพบวาคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตบนปริภูมิ

อินเตอรโพเลชัน (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝) นั้นไมวาจะพิจารณาบนนอรม ‖ ⋅ ‖∞ หรือนอรม ‖ ⋅ ‖𝑝 ถาปริภูมิตั้งตนทุก
ปริภูมิมีคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตนอยกวา 2 แลวปริภูมิ(𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝) ก็จะมีคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอล
เซตนอยกวา 2 ดวย

5.3 สมบัตทั่วไปบนปริภูมิ (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝)
เราพบวาถาปริภูมิตั้งตนทุกปริภูมิมีคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตนอยกวา 2 แลวปริภูมิ (𝑋𝜃𝑞;𝐾, ‖ ⋅ ‖𝑝) กับ

นอรมใดๆ จะมีสมบัตินี้ดวยยกเวนบางนอรมในเซตยอยขนาดเล็ก (เซต 𝜎-พอรัส) นั่นคือภายใตเงื่อนไขบนปริภูมิตั้ง
ตน ทำใหการมีคาสัมประสิทธิการเซีย-ฟอลเซตนอยกวา 2 เปนสมบัติทั่วไปบนปริภูมิอินเตอรโพเลชัน นอกเหนือ
จากนี้สมบัติการมีจุดตรึงนั้นก็เปนสมบัติทั่วไปบนปริภูมิอินเตอรโพเลชันดวย

6. Output ที่ไดจากโครงการ

6.1 ผลงานวิจัยชื่อ García-Falset coefficient for interpolation spaces and some generic properties

7. ภาคผนวก

7.1 García-Falset coefficient for interpolation spaces and some generic properties (อยูระหวางการ
สงไปตีพิมพในวารสารงานวิจัยระดับนานาชาติ)
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