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บทคดัยอ่ 

ปัญหาการจราจรเป็นสาเหตหุลกัที,ก่อให้เกิดมลภาวะ และเป็นปัจจยัที,สําคญัที,มีผลตอ่การพฒันาระบบการ

คมนาคมขนส่งที,ยั,งยืน การพฒันาระบบขนส่งสีเขียวจึงเป็นแนวทางเลือกหนึ,งที,สามารถเปลี,ยนแปลงการ

ใช้รูปแบบการขนส่งเดิมที,ก่อปัญหาต่างๆ มาสู่การระบบการขนส่งที,เป็นมิตรต่อสิ,งแวดล้อม โดยใน

การศึกษานี lได้พัฒนาแบบจําลองพฤติกรรมการเดินทางเพื,อประเมินการใช้ระบบขนส่งสีเขียว ที,มีการ

พิจารณาความแปรปรวนร่วมเกี,ยว (Covariance) ที,ส่งผลต่อการวิเคราะห์การตัดสินใจในภาพรวม 

แบบจําลองที,พฒันาอยู่บนสมมติฐานความไม่แน่นอนของการรับรู้ปัจจยัต่างๆ ของการเดินทาง ตามการ

แจกแจง Weibull มีการสร้าง Joint Distribution จาก Copula อีกทั lง มีการนําเสนอแบบจําลองทาง

คณิตศาสตร์ (Mathematical Programming) และขั lนตอนวิธี (Algorithm) สําหรับการวิเคราะห์ในโครงขา่ย

การคมนาคมขนสง่ขนาดใหญ่ ซึ,งจากตวัอย่างการคํานวณ พบว่า แบบจําลองที,พฒันาสามารถใช้ประเมิน

การเลือกรูปแบบการขนสง่สีเขียวได้ดีกว่าแบบจําลองเดิม โดยความแตกตา่งมาจากแนวทางการพิจารณา

ความแปรปรวนร่วมเกี,ยวที,เกิดขึ lนจากความไม่แน่นอนการรับรู้ ทั lงบนโครงข่ายคมนาคมขนสง่และรูปแบบ

การขนสง่ 

คําสําคญั: Nested weibit, path-size weibit, mathematical program, combined modal 
split and traffic assignment problem 
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Abstract 
Reduction of vehicle emissions is a major component of sustainable 
transportation development. The promotion of green transport modes is a 
worthwhile and sustainable approach to change transport mode shares and to 
contribute to healthier travel choices. In this paper, we provide an alternate weibit-

based model for the combined modal split and traffic assignment (CMSTA) 

problem that explicitly considers both similarities and heterogeneous perception 
variances under congestion. Instead of using the widely-adopted Gumbel 
distribution, both mode and route choice decisions are derived from random 
utility theory using the Weibull distributed random error. The joint distribution of 
the random error is constructed by a copula. At the mode choice level, a nested 
weibit (NW) model is developed to relax the identical perception variance of the 
logit model. At the route choice level, the recently developed path-size weibit 
(PSW) is adopted to handle both route overlapping and route-specific perception 
variance. Further, an equivalent mathematical programming (MP) formulation is 
developed for this NW-PSW model as a CMSTA problem under congested 
networks. Some properties of the proposed models are also rigorously proved. 

Using this alternate weibit-based NW-PSW model, different go-green strategies 
are quantitatively evaluated to examine (a) the behavioral modeling of travelers’ 

mode shift between the private motorized mode and go-green modes and (b) 

travelers’ route choice with consideration of both non-identical perception 
variance and route overlapping. The results reveal that mode shares and route 
choices from the NW-PSW model can better reflect the changes in model 
parameters and in network characteristics than the traditional logit and extended 
logit models. 

 

Keywords: Nested weibit, path-size weibit, mathematical program, combined 
modal split and traffic assignment problem 
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บทสรุปผู้บริหาร 

การขนสง่สีเขียว (Green Transportation) เป็นหนึ,งในทางเลือกในการพฒันาระบบการคมนาคมขนสง่แหง่

อนาคต ที,เป็นมิตรต่อสิ,งแวดล้อม พร้อมทั lง ยกระดบัคณุภาพชีวิตของประชาชนในภาพรวม โดยการขนสง่ 

สีเขียวประกอบด้วย ระบบขนส่งสาธารณะ และระบบการขนส่งแบบไร้เครื,องยนต์ เช่น จกัรยาน และการ

เดินเท้า ซึ,งโดยทั,วไป การดําเนินการระบบขนส่งสีเขียวจะมีการประเมินโครงการ หรือแนวทางเลือกต่างๆ 

บนพื lนฐานของแบบจําลอง Multinomial Logit (MNL) ที,อยู่บนพื lนฐานของการแจกแจง Gumbel ที,มี

สมมติฐานว่าทางเลือกรูปแบบการขนส่ง (Mode of Transportation) และการเลือกเส้นทางการเดินทาง 

(Route) ของแต่ละทางเลือกไม่เกี,ยวเนื,องกัน และมีความแปรปรวนที,คงที,  หรือ Identically and 

Independently Distributed (IID) ที,มกัจะทําให้เกิดการประเมินที,คลาดเคลื,อน เนื,องจากในความเป็นจริง

การเลือกรูปแบบการขนสง่และเส้นทางการเดินทางมีความเกี,ยวเนื,องกนั  

กวา่ �� ปี มีการศกึษามากมายที,พยายามลดข้อด้อยจากสมมติฐานของแบบจําลอง MNL โดยยงัคงอยูบ่น

พื lนฐานการแจกแจง Gumbel เพื,อพิจารณาความแปรปรวนเกี,ยวเนื,อง (Covariance) ระหว่างทางเลือกใน

การเดินทาง อย่างไรก็ตาม แบบจําลองที,ถกูพฒันาจากการศกึษาที,ผ่านมาสามารถลดข้อด้อยได้บางส่วน 

โดยสามารถพิจารณาความแปรปรวนเกี,ยวเนื,องได้ แต่ยงัคงต้องตั lงสมมติฐานให้แต่ละทางเลือกมีความ

แปรปรวน (Variance) ที,เท่ากันและคงที, ไม่ขึ lนอยู่กับการเปลี,ยนแปลงต่างๆ เช่น ภาวการณ์ติดขัดของ

การจราจร ที,จะมีผลตอ่ความแปรปรวนการรับรู้ และการคาดการณ์ เวลา และคา่ใช้จ่ายในการเดินทาง ซึ,ง

มีผลอยา่งยิ,งตอ่การประเมินและวางแผนการขนสง่สีเขียว 

การศึกษานี lได้พัฒนาแบบจําลองเพื,อลดข้อด้อยของแบบจําลองที,ผ่านมา คือ สามารถพิจารณาความ

แปรปรวนเกี,ยวเนื,อง ระหว่างทางเลือกการเดินทาง โดยที,แต่ละทางเลือกมีความแปรปรวนขึ lนอยู่กับค่า

ปัจจยัต่างๆ (เวลา และค่าใช้จ่ายในการเดินทาง) แบบจําลองที,พฒันาอยู่บนพื lนฐานการแจกแจง Weibull 

ที,มี Joint Distribution สร้างขึ lนโดย Copula ในการจําลองพฤติกรรมการเลือกรูปแบบการเดินทาง มีการ

พฒันาแบบจําลอง Nested Weibit ที,ใช้โครงสร้าง Nest สําหรับการพิจารณาความแปรปรวนเกี,ยวเนื,อง 

ส่วนในการจําลองพฤติกรรมการเลือกเส้นทางการเดินทางมีการใช้แบบจําลอง Path-size Weibit เพื,อ

พิจารณาความคล้ายคลงึของเส้นทางที,เกิดจากการซ้อนทบั (Route Overlapping) และความแปรปรวน ที,

เกิดจากระยะทางและระยะเวลาในการเดินทาง (Perception Variance) อีกทั lง การศกึษานี lได้มีการพฒันา

แบบจําลองทางคณิตศาสตร์ (Mathematical Programming) ที,ผนวกแบบจําลอง Nested Weibit และ

แบบจําลอง Path-size Weibit เข้าด้วยกัน และนําเสนอขั lนตอนวิธี (Algorithm) สําหรับการวิเคราะห์ใน

โครงข่ายการคมนาคมขนส่งขนาดใหญ่ที,สามารถพิจารณาผลกระทบจากปัญหาการจราจรติดขัดใน

รูปแบบตา่งๆ กบัระบบขนสง่สีเขียว  

จากตัวอย่างการศึกษา (Numerical Example) พบว่า แบบจําลองที,พัฒนา สามารถพิจารณาความ

แปรปรวนเกี,ยวเนื,องได้ดีกว่าแบบจําลองที,ผ่านมา การเปลี,ยนแปลงแนวคิดของนักเดินทางในส่วนของ

ความเกี,ยวเนื,องระหวา่งรูปแบบการขนสง่ มีผลสําคญัตอ่การสนบัสนนุการขนสง่สีเขียว 
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บทนํา 

การขนสง่เป็นสาเหตสํุาคญัของมลภาวะจากผลของการจราจรที,แออดั รวมถึง มลพิษทางอากาศของ

ก๊าซเรือนกระจก (GHG) และภาวะโลกร้อนจากการขนส่งใช้นํ lามนัเชื lอเพลิงกว่าล้านลิตรต่อวนั ผลกระทบ

เหลา่นี lทําให้รัฐบาลแห่งชาติในหลายประเทศพยายามสนบัสนนุการขนสง่แบบ "go-green" เช่น การขนสง่

แบบไร้เครื,องยนต์ และการขนส่งสาธารณะ เพื,อรักษาสิ,งแวดล้อม อีกทั lง มีค่าใช้จ่ายในการเดินทางที,ตํ,า

กว่า และเพื,อช่วยให้นกัเดินทางเลือกท่องเที,ยวที,มีสขุภาพดีในขณะที,รองรับความต้องการในการเดินทางที,

เพิ,มขึ lน 

ในการประเมินประสิทธิผลของนโยบายการขนส่งสีเขียวจําเป็นต้องทราบพฤติกรรมของผู้ เดินทางที,

เปลี,ยนรูปแบบการเดินทางระหว่างยานพาหนะสว่นบคุคลและการขนสง่สีเขียว พร้อม ๆ กบัการเลือกเส้นทาง

การเดินทาง โดยการพิจารณาการรับรู้ถึงความแตกต่างที,ไม่เหมือนกัน (Heterogeneous Perception 

Variance) และเส้นทางที,ทบัซ้อนกนั (Route Overlapping) วิธีการที,ใช้กนัอย่างแพร่หลายคือแบบจําลองการ

รวมความต้องการการเดินทาง (เช่น Boyce, 2007; Briceño et al., 2008; Szeto et al., 2012; Kitthamkesorn 

et al., 2016) ซึ,งมีการประเมินประสิทธิผลที,แตกต่างระหว่างการส่งเสริมนโยบายการขนส่งสีเขียว และ

เครื,องมือที,สามารถคํานวณในกรอบของโครงข่ายที,สมดุล (Network Equilibrium) โดยเฉพาะอย่างยิ,งการ

เปลี,ยนพฤติกรรมและการเปลี,ยนแปลงเส้นทางสามารถพิจารณาได้อย่างมีประสิทธิภาพโดยใช้แบบจําลอง 

Combined Modal Split and Traffic Assignment (CMSTA) ซึ,งเป็นการวิเคราะห์สําหรับความต้องการการ

เดินทางที,พิจารณาการเลือกรูปแบบการเดินทางและเส้นทางการเดินทางควบคู่กันไป มีการศึกษาโดยการ

ตั lงสมมติฐานและการประยุกต์ใช้ที,แตกต่างกันของแบบจําลอง CMSTA (เช่น Florian, 1977; Florian and 

Nguyen, 1978; Abdulaal and LeBlanc, 1979; Oppenheim, 1995; Cantarella, 1997; Wu and Lam, 20 

03; García and Marín, 2005)  รวมถึ ง  CMSTA ที, เ ป็นแบบจําลองทางคณิตศาสตร์  (Mathematical 

Programming: MP) (Florian and Nguyen, 1978; Abdulaal and LeBlanc, 1979; Oppenheim, 1995) , 

Variational Inequality (VI)  (Florian, 1977; Wu and Lam, 2003; García and Marín, 2005) , และ  Fixed 

Point (FP) (Cantarella,  ¡¡¢) อยา่งไรก็ตาม การเดินทางยอ่มมีความไมแ่น่นอนระหวา่งทางเลือกการเดินทาง 

เพื,อพิจารณาความไมแ่น่นอนนี l Cantarella (1997) García and Marín (2005) Oppenheim ( ¡¡£) และ Wu 

and Lam (���¤) ได้ใช้แบบจําลอง Multinomial Logit (MNL) ซึ,งอยูบ่นพื lนฐานของการแจกแจงแบบ Gumbel 

ในการสร้างแบบจําลอง Stochastic User Equilibrium (SUE) ที,พิจารณาการเลือกรูปแบบและเส้นทางการ

เดินทางในกรอบของความสมดลุของโครงขา่ย   

แม้ว่าปัญหาความไม่แน่นอนจะได้รับการพิจารณาแล้ว แต่แบบจําลอง MNL ยงัมีข้อด้อยที,เกิดจาก

สมมติฐาน ที, ทําให้ 1) ไม่สามารถพิจารณากับความคล้ายคลึง (Similarity) ระหว่างทางเลือก และ  

2) ไม่สามารถพิจารณาความแปรปรวนที,ต่างกนัในแต่ละทางเลือก (Ben-Akiva and Lerman, 1985) ดงันั lน 

ในการเลือกเส้นทางการเดินทาง โดยแบบจําลอง MNL ไม่สามารถพิจารณาความคล้ายคลงึระหว่างรูปแบบ

ทางเลือกในการเดินทางและ การรับรู้ที,แตกต่างกันของนักเดินทาง (Sheffi,  ¡¥£) เมื,อไม่นานมานี l 

Kitthamkesorn et al. (�� ¦) ได้ใช้แบบจําลอง Nested Logit (NL) สําหรับการเลือกรูปแบบการเดินทางและ

แบบจําลอง Cross Nested Logit (CNL) เพื,อลดข้อด้อยดงักลา่วในการพิจารณาการเลือกเส้นทางการเดินทาง



7 

 

ที,คํานึงถึง Route Overlapping อย่างไรก็ตาม แบบจําลอง CMSTA นี lยังคงไม่สามารถพิจารณาการรับรู้ที,

ตา่งกนัในการเลือกรูปแบบและเส้นทางในการเดินทางได้  

งานศึกษานี lได้พฒันาแบบจําลอง Weibit-based CMSTA โดยแบบจําลอง CMSTA จะอยู่บนพื lนฐาน

ของ Weibull Random Error Distribution ในขั lนตอนการเลือกรูปแบบการเดินทาง แบบจําลอง Nested Weibit 

(NW) จะถกูพฒันาจาก Copula (Nelsen, ���¦) ในขณะที, Weibull distributed random error พิจารณาการ

รับรู้ความแตกต่างของรูปแบบการเดินทาง (Heterogeneous Perception Variance) ในขั lนตอนการเลือก

เส้นทางการเดินทาง อีกทั lง มีการพัฒนา MP สําหรับ Weibit-based CMSTA ที,สอดคล้องกับเงื,อนไขของ 

Kuhn–Tucker พร้อมทั lง ตวัอยา่งการคํานวณ และการนําแบบจําลองที,เสนอไปใช้งาน 
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ตัวแปรและพารามิเตอร์ 

Indices 

 คือ ชดุของ Links 

 คือ ชดุของจดุต้นทาง-จดุปลายทาง (Origin-Destination: O-D) 

 คือ ชดุของ Upper Nests ระหวา่ง O-D  

 คือ ชดุของทางเลือกรูปแบบการเดินทางภายใต้ Upper Nests  และ  

 คือ ชดุของเส้นทางของรูปแบบการเดินทาง ภายใต้  และ  

Variable 

 คือ Gumbel distributed random error ของรูปแบบการเดินทาง   

 คือ Weibull distributed random error ของรูปแบบการเดินทาง   

 คือ Weibull distributed random error ของเส้นทาง  บนรูปแบบการเดินทาง  

ภายใต้ Upper Nests   

 คือ อรรถประโยชน์ (Utility) ที,สามารถวดัได้ของรูปแบบการเดินทาง   

 คือ ค่าใช้จ่ายในการเดินทางบนเส้นทาง  บนรูปแบบการเดินทาง   

 

 คือ ความต้องการการเดินทางระหวา่ง  

 คือ ความต้องการการเดินทางของรูปแบบการเดินทาง    

 คือ ปริมาณจราจรบนเส้นทาง  บนรูปแบบการเดินทาง    

 คือ คา่ใช้จ่ายในการเดินทางบน Link  

Parameters 

 คือ พารามิเตอร์เฉพาะของ Nest   

 คือ ตําแหน่งพารามิเตอร์ของ Weibull Distribution ของรูปแบบการเดินทาง   
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 คือ ลกัษณะพารามิเตอร์ Weibull Distribution ของรูปแบบการเดินทาง   

 

 คือ Path-size Factor บนเส้นทาง     
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แบบจาํลอง Weibit 

ในส่วนนี lจะให้ข้อมลูเกี,ยวกบัแบบจําลอง Nested Logit (NL) และพฒันาแบบจําลอง Nested Weibit 

(NW) สําหรับการเลือกรูปแบบการเดินทาง นอกจากนี lยงัให้ข้อมลูเกี,ยวกับการพฒันาแบบจําลอง Path-

size Weibit สําหรับการเลือกเส้นทางการเดินทาง 

Nested Logit Model 

แบบจําลอง NL ได้รับการพัฒนาขึ lนจาก Ben-Akiva and Lerman (1985) โดยในภาพที, 1 จะแสดง

โครงสร้างของแบบจําลองเพื,ออธิบายถึงความคล้ายคลึงระหว่างรูปแบบทางเลือกต่าง ๆ โดยสมการ 

Random Utility Maximization (RUM) ของแบบจําลอง NL สามารถแสดงได้ดงันี l 

 (1) 

ซึ,ง Cumulative Distribution Function (CDF) คือ 

 (2) 

และมี Joint CDF คือ 

 (3) 

 คือพารามิเตอร์แสดงความสัมพันธ์ระหว่างทางเลือก (Ben-Akiva and Lerman, 1985) 

เมื,อ มีคา่เทา่กบั   แบบจําลอง NL ลดรูปเป็นแบบจําลอง MNL 

สมการความน่าจะเป็นของแบบจําลอง NL สามารถแสดงได้ดงันี l (Ben-Akiva and Lerman, 1985) 

  

 (4) 

ซึ,งสามารถคํานวณได้จาก 

, (5) 

เมื,อ  คืออนพุนัธ์ของ CDF เมื,อทําการคํานวณ สมการความน่าจะเป็นของ NL สามารถแสดงได้ดงันี l 
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 (6) 

 

 

ภาพทีW 1 โครงสร้างของแบบจาํลอง MNL และ NL 

 

Nested Weibit Model 

แบบจําลอง NL ยังคงมีสมมติฐานว่าทุกการรับรู้มีความแปรปรวนจากการรับรู้ที,แตกต่างกัน 

(Perception Variance) เป็นค่าคงที, คือ p2/6 (Marzano และ Papola, ���¥) เพื,อลดจุดด้อยดังกล่าว 

การศกึษานี lจึงได้มีการพฒันาแบบจําลอง Nested Weibit (NW) จาก Copula (Nelsen, ���¦) จาก Joint 

Distribution ในสมการที, ¤ และ CDF ในสมการที, � สมการของ Random Error สามารถแสดงได้ดงันี l 

 (7) 

ใช้วิธีการ Inverse (Nelsen, ���¦) สามารถแทนสมการที, ¢ ลงในสมการที, ¤ (Bhat, 2009) 

 (8) 

CDF สําหรับ Weibull Distributed Random Error ของรูปแบบการเดินทาง m แสดงได้ดงันี l 

 (9) 

และ Survival Function คือ  

 (10) 

แทนสมการที,  � ลงในสมการที, ¥ ได้ 
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 (11) 

สมการ NW RUM สามารถแสดงได้ดงันี l 

 (12) 

ความน่าจะเป็นของ NW ได้มาจาก 

  

 (13) 

จากสมการที, £ ความน่าจะเป็นของแบบจําลอง NW สามารถคํานวณได้จาก 

 (14) 

แทนสมการที,  ¤ ลงในสมการที,  © 

 (15) 

ทําให้สามารถแสดงสมการความน่าจะเป็น NW ได้ดงันี l 

 (16) 

โดยความแปรปรวนของแบบจําลอง NW มีความแปรปรวนที,ขึ lนอยู่กับ  ดังนี l (Kitthamkesorn and 

Chen, 2013) 

 (17) 

พิจารณาภาพที, 1 โดยกําหนดให้อรรถประโยชน์  ของรถยนต์ ระบบขนสง่สาธารณะ และจกัรยานมี

ค่าคือ ©, �.£ และ   ตามลําดบั การเปรียบเทียบแบบจําลอง MNL, NL และ NW ในรูปแบบการขนส่งสี

เขียว และการขนส่งสีเทา (Go-green & Go-gray) (ภาพที, 1) โดยกําหนดค่า ของรถยนต์คือ   และ 
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0.25, 0.5 และ   สําหรับระบบขนสง่สาธารณะและจกัรยาน แสดงในตารางที, 1 ซึ,งแสดงถงึความน่าจะเป็น

ของการเลือกรูปแบบการเดินทาง 

ตารางทีW 1 ความน่าจะเป็นของการเลือกรูปแบบการเดนิทางแบบการขนส่งสีเขียวและการขนส่งสีเทา 

jiju 0.25 0.5 1 

Model Auto Transit Bike Auto Transit Bike Auto Transit Bike 

MNL 0.786 0.175 0.039 0.786 0.175 0.039 0.786 0.175 0.039 
NL 0.817 0.181 0.001 0.814 0.177 0.009 0.786 0.175 0.039 
NW 0.614 0.376 0.010 0.598 0.347 0.055 0.533 0.333 0.133 

ข้อสงัเกตของแบบจําลองสามารถสรุปได้ดงันี l 

• แบบจําลอง MNL มีความน่าจะเป็นในการเลือกรูปแบบการเดินทางที,เหมือนกันสําหรับ  ทุกค่า 

ในขณะที,แบบจําลอง NL และ NW ให้ผลลพัธ์ที,ต่างออกไปเมื,อค่า ของระบบขนส่งสาธารณะและ

จกัรยานเพิ,มขึ lน ความน่าจะเป็นในการเลือกรูปแบบการเดินทางทั lงสองก็จะมากขึ lน 

• เมื,อ มีค่าเท่ากับ   แบบจําลอง NL และ MNL จะให้ผลลัพธ์ที,เหมือนกัน เนื,องจากจะไม่มีการ

พิจารณา Mode Similarity อยา่งไรก็ตาม กรณีนี lใช่ไมไ่ด้กบัแบบจําลอง NW เนื,องจากใช้ random error 

distributions ที,แตกตา่งกนั (Gumbel สําหรับแบบจําลอง MNL, NL และ Weibull สําหรับ NW) 

• ในทางกลบักนัแบบจําลอง NW จะให้ผลลพัธ์เท่ากบัแบบจําลอง Multinomial Weibit (MNW) (Castillo 

et al., 2008) เมื,อ  เทา่กบั   จะได้แบบจําลอง MNW ที,มีคา่ Shape Parameter เทา่กบั   

 (18) 

• แบบจําลอง Logit จะมีความน่าจะเป็นในการเลือกรูปแบบการขนส่งสีเขียว Go-green สูงกว่าเมื,อ

เปรียบเทียบกบัแบบจําลอง NW เนื,องจากแบบจําลอง MNL และ NL มีความแปรปรวนเท่ากนัและคงที,

สําหรับทกุรูปแบบการเดินทาง (เทา่กบั p2/6) 

ตอ่ไปจะเป็นการตรวจสอบเมื,อมีการเพิ,มอรรถประโยชน์โดยใช้คา่ เท่ากบั �.¢£ สําหรับระบบขนสง่

สาธารณะและจกัรยาน (แถวที, ¤ ในตารางที, 1) โดยเพิ,มแรงจงูใจในการเดินทางด้วยระบบขนสง่สาธารณะ

และจกัรยานเท่ากบั 0.25, 0.5 และ   ดงัตารางที, � ใช้ค่า  สําหรับระบบขนสง่สาธารณะและจกัรยาน

เทา่กบั �.£ และ   ตามลําดบั สําหรับสถานการณ์ที,    ใหมที่,เพิ,มแรงจงูใจเทา่กบั �.�£ จะทําให้คา่ของ

ระบบขนสง่สาธารณะเทา่กบั �.¢£ (�.£+�.�£) และจกัรยานเทา่กบั  .�£ ( +�.�£) สําหรับสถานการณ์ที, � 

ที,เพิ,มแรงจงูใจเทา่กบั �.£ จะมีคา่เทา่ ¤ และ  .£ และสําหรับสถานการณ์ที, ¤ ที,เพิ,มแรงจงูใจเทา่   จะมีคา่

เทา่กบั ¤.£ และ � ตามลําดบั ผลลพัธ์แสดงให้เห็นวา่ทั lงรูปแบบการเดินทางด้วยระบบขนสง่สาธารณะและ

จกัรยานมีคา่ความน่าจะเป็นเพิ,มขึ lนเมื,อแรงจงูใจเพิ,มขึ lน โดยแบบจําลอง MNL และ NL จะได้รับผลกระทบ

มากกว่าแบบจําลอง NW เนื,องจากแบบจําลอง Logit ของทั lงสองมีความแปรปรวนคงที, เท่ากับ p2/6 

ในขณะที,แบบจําลอง NW มีความแปรปรวนตามการกําหนดอรรถประโยชน์ (สมการที,  ¢) 

ijuj

ijuj

ijuj

ijuj

( )
( ) IJijMm
V

V
P ij

Ms ijs

ijmij
m

ij

ÎÎ"=
å Î

-

-

,,1
1

ijuj

ijmV

ijmV



14 

 

ตารางทีW ^ ผลจากการเพิWมแรงจูงใจของการเดนิทางแบบการขนส่งสีเขียวและการขนส่งสีเทา 

Scenario 1 2 3 

Incentive 0 +0.25 0 +0.5 0 +1 

Model Auto Transit Bike Auto Transit Bike Auto Transit Bike 

MNL 0.741 0.212 0.047 0.690 0.254 0.057 0.574 0.348 0.078 

 (-5.74%) (21.03%) (21.03%) (-12.21%) (44.74%) (44.74%) (-26.92%) (98.65%) (98.65%) 

NL 0.760 0.211 0.029 0.712 0.254 0.034 0.600 0.352 0.048 

 (-5.3%) (21.6%) (21.6%) (-11.33%) (46.18%) (46.18%) (-25.29%) (103.07%) (103.07%) 

NW 0.537 0.343 0.120 0.509 0.351 0.139 0.461 0.366 0.173 

 (-5.49%) (2.89%) (22.01%) (-10.44%) (5.45%) (41.99%) (-18.98%) (9.8%) (76.66%) 
หมายเหต:ุ ตวัเลขใน () คือการเปลี,ยนแปลงร้อยละความนา่จะเป็นในการเลอืกรูปแบบการเดนิทางเปรียบเทียบกบัตารางที, 1 

เพื,อศึกษาความแตกต่างระหว่างแบบจําลอง NL และ NW จึงได้มีการพิจารณาความยืดหยุ่นตรง 

(Direct Elasticity) และความยืดหยุน่ไขว้ (Cross Elasticity) ให้  คือคณุลกัษณะของ q ในการกําหนด

อรรถประโยชน์  เมื,อ  ความยืดหยุ่นตรงอธิบายถึงผลของการเปลี,ยนแปลง 

 ของรูปแบบการขนส่ง m สําหรับความน่าจะเป็นในการเลือกรูปแบบการขนส่ง m และความยืดหยุ่น

ไขว้อธิบายถงึผลของการเปลี,ยนแปลง  ของรูปแบบการขนสง่ n และ m บนความน่าจะเป็นในการเลือก

รูปแบบ m ความยืดหยุ่นตรงและความยืดหยุ่นไขว้ของแบบจําลอง NW มีความแตกต่างจากรูปแบบ NL 

ดังแสดงในตารางที, ¤ ซึ,งมีความแตกต่างระหว่างความยืดหยุ่นของแบบจําลองอยู่ � ประการ คือ  .

คณุลกัษณะ  และความน่าจะเป็นของ  มีบทบาทสําคญัตอ่ความยืดหยุน่ในแบบจําลอง NL ในทาง

กลบักนัความยืดหยุน่ในแบบจําลอง NW ไมเ่พียงแตร่วบรวมคณุลกัษณะของ  และความน่าจะเป็นของ 

 แต่ยังเป็นตัวกําหนดอรรถประโยชน์ เนื,องจากแบบจําลอง NL ใช้ Exponential function เป็น

พื lนฐานของแบบจําลอง ในขณะที,แบบจําลอง NW ใช้ Power function เป็นพื lนฐานของแบบจําลอง �.

เครื,องหมายของความยืดหยุน่ของแบบจําลอง NL และ NW มีความแตกตา่งกนั แสดงให้เห็นวา่การกําหนด

อรรถประโยชน์  ของแบบจําลอง NL อาจจะแตกต่างกบัแบบจําลอง NW ยกตวัอย่างเช่น แบบจําลอง 

NL ใช้เวลาในการเดินทางที,มีคา่เป็นลบในการพิจารณา ในทางตรงกนัข้ามแบบจําลอง NW ใช้เวลาในการ

เดินทางที,มีค่าเป็นบวกในการคํานวณความน่าจะเป็นในการเลือกรูปแบบการเดินทาง โดยจากความ

ยืดหยุ่นไขว้ของแบบจําลอง NW อาจให้คุณลักษณะที,คล้ายคลึงกับแบบจําลอง NL สําหรับการเลือก

รูปแบบการเดินทาง เนื,องจากแบบจําลอง NW อาจไม่ส่งผลให้อรรถประโยชน์เพิ,มขึ lนอย่างทวีคณู (Xu et 

al., �� £) ทําให้สามารถใช้พารามิเตอร์ของ Weibull ได้กบัแบบจําลอง MNW และ PSW ในการเพิ,มความ

ยืดหยุน่ของแบบจําลองในการจดัการกบัความแปรปรวน 

ตารางทีW _ความยืดหยุ่นตรงและความยืดหยุ่นไขว้ของแบบจาํลอง NL และ NW 

Model Direct elasticity Cross elasticity 
NL 
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n does not share the same upper nest: 
 

NW 
 

n shares the same upper nest: 

 

n does not share the same upper nest: 
 

นอกจากนี lแบบจําลอง NW ยงัมี Covariance เป็นฟังก์ชนัของ  

ข้อเสนอทีW ` Covariance ของแบบจําลอง NW คือฟังก์ชนัในการกําหนดอรรถประโยชน์  

ข้อพสูิจน์ ความแปรปรวนสามารถคํานวณได้ดงันี l 

 (21) 

เมื,อ E[] คือ Expected Value การวิเคราะห์จะเริ,มจากฝั,งด้านขวาของสมการ ดงันี l  

 (22) 

พิจารณาฝั,งด้านขวาของสมการที, �  และ  จากสมการที, ¡,  

และมีคา่เทา่กบั  ดงันั lนความแปรปรวนของแบบจําลอง NW คือ 

 (23) 

เมื,อ  และ  ไม่ได้อยู่ภายใต้ Upper Nest เดียวกัน และ 

Covariance เท่ากับ � ในทางตรงข้ามหาก และ  อยู่ภายใต้ Upper Nest เดียวกัน  

ไมเ่ทา่กบั � ทําให้ความแปรปรวนเป็นฟังก์ชนัของ  o 

ในทางตรงกนัข้ามแบบจําลอง NL มี Covariance เป็นฟังก์ชนัของ Random Error เทา่นั lน โดย  

  

  

  

 (24) 

จากสมการข้างต้นความแปรปรวนของแบบจําลอง NL จะได้มาจากคา่ของฟังก์ชนัจาก Random Error 

อยา่งเดียว ดงันั lน ความแปรปรวนของแบบจําลอง NL มีคา่คงที,และเป็นอิสระตอ่  

( )( )n|1
ij ij
q nq ij ij ij ij

u n u uij
u

x
P P

r
j j

j
- + -

ij ij ij
q nq nx Pr-

( )( )
1

|1 1
ij ij
q mq ijm ij ij ij ij

u m u m uij
u

x V
P P

r
j j

j

-

+ - -
( )( )

1

n|1
ij ij
q nq ijn ij ij ij ij

u n u uij
u

x V
P P

r
j j

j

-

- -

1ij ij ij
q nq ijn nx V Pr -

ijmV

ijmV

][][],[],cov[ ijnijmijnijmijnijm UEUEUUEUU -=

][][][ ijnijmijnijmijnijnijmijmijnijm EVVVVEUUE eeee ==

ime ][][][ ijmijmijmijmijm EVVEUE ee ==

ijmV

ijnijmijnijmijnijmijnijm VVEVVUU -= ][],cov[ ee

ijmU ijnU 1][][][ == ijnijmijnijm EEE eeee

ijmU ijnU ][ ijnijmE ee

ijmV

][][][],cov[ ijnijmijnijmijnijm UEUEUUEUU -=

( )( ) ][][][ ijnijnijmijmijnijnijmijm VEVEVVE xxxx ++-++=

( ) ( )( )][][][ ijnijnijmijmijnijmijmijnijnijmijnijm EVEVVVVVE xxxxxx ++-+++=

][][][ ijnijmijnijm EEE xxxx -=

ijmV



16 

 

สําหรับการคํานวณหาค่า Covariance ของแบบจําลอง NW โดยค่า  สามารถกําหนดได้โดย 

Manski and McFadden ( ¡¥ ) ดงันี l 

, (25) 

เมื,อ  จากสมการที,    จะได้ 

, (26) 

แทน  ในสมการที, �£ และ �¦ จะได้ 

,  

, (27) 

ใ น ส่ ว น ที, ส อ ง ข อ ง ฝั, ง ด้ า น ข ว า ต้ อ ง ก า ร ก า ร คํ า น ว ณ เ ป็ น ตัว เ ล ข  โ ด ย ส า ม า ร ถ ป ร ะ ม า ณ 

แ ล ะ  PDF ที, เ กี, ย ว ข้ อ ง  ( )  จ า ก นั lน จ ะ ส า ม า ร ถ กํ า ห น ด 

 เพื,อหาความแปรปรวนในสมการที, �¤ โดยความสมัพนัธ์ระหว่างทางเลือกรูปแบบ

การเดินทาง ( ) ไม่ได้รับผลกระทบจากการเปลี,ยนแปลงของ  จากสมการที,  ¢ 

และ �¤ ความสมัพนัธ์ระหวา่งทางเลือกรูปแบบการเดินทางจะเทา่กบั 

 (28) 

ดังนั lน ความสัมพันธ์ขึ lนอยู่กับ  ซึ,งขึ lนอยู่กับการกระจายการเดินทางหรือนัยหนึ,งคือ

ความสมัพนัธ์จะถกูกําหนดจาก  

อีกตวัอย่างที,คล้ายคลงึกนัซึ,งแสดงดงัตารางที, � โดยจะมีการตรวจสอบผลกระทบของความแปรปรวน

จากแบบจําลอง NW โดยใช้ = 0.75 (คอลมัน์ที, ¤ ในตารางที, 1) ซึ,งจะมีการสร้างสถานการณ์ขึ lนมา ¤ 

สถานการณ์ ซึ,งจะมีการเพิ,มแรงจงูใจของอรรถประโยชน์สําหรับรูปแบบระบบขนส่งสาธารณะเป็น  , 1.5 

และ � ดงัแสดงในตารางที, © เป็นไปตามที,คาดการณ์ไว้ความน่าจะเป็นในการเลือกรูปแบบระบบขนส่ง

สาธารณะมีค่าสงูขึ lนในแบบจําลอง NL เนื,องจากมีความแปรปรวนที,คงที, (Marzano and Papola, 2008) 
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ในทางตรงกนัข้ามความแปรปรวนของแบบจําลอง NW เป็นฟังก์ชนัของอรรถประโยชน์ เมื,อความแปรปรวน

เพิ,มขึ lนอรรถประโยชน์ก็จะเพิ,มขึ lน ดงันั lนการเปลี,ยนแปลงของความน่าจะเป็นของระบบขนสง่สาธารณะจงึ

มีผลกระทบไมม่ากนกัสําหรับแบบจําลอง NW 

ตารางทีW a การตรวจสอบผลกระทบความแปรปรวนของการขนส่งสีเขียวและการขนส่งสีเทา 

Scenario 1 2 3 

Incentive 0 +1 0 0 +1.5 0 0 +2 0 

Model Auto Transit Bike Auto Transit Bike Auto Transit Bike 

NL 0.773 0.216 0.011 0.726 0.261 0.013 0.617 0.365 0.018 

  
[1.279]* 

 
[1.279] 

 
[1.279] 

NW 0.570 0.357 0.074 0.544 0.365 0.091 0.498 0.378 0.124 

  
[2.408] 

 
[3.016] 

 
[3.704] 

 

 

 

Path-size weibit model 

ในการลดข้อด้อยในแบบจําลอง MNL Castillo et al. (2008) ได้ทําการพฒันาแบบจําลอง Multinomial 

Weibit (MNW) จาก Weibull distribution จากนั lน Kitthamkesorn and Chen (�� ¤) ได้ใช้ Path-size 

Factor กับฟังก์ชันอรรถประโยชน์ MNW เพื,อพัฒนาแบบจําลอง path-size weibit (PSW) ซึ,งสามารถ

แบบจําลองนี lสามารถแสดงเป็นสมการ RUM ดงันี l 

, (29) 

 คือ Path-size ซึ,งสามารถแสดงได้ดงันี l (Ben-Akiva และ Bierlaire, 1999) 

, (30) 

เมื,อ  คือความยาวของ link  ภายใต้ u ของรูปแบบการเดนทาง m,  คือความยาวของเส้นทาง r 

ภายใต้ u ในรูปแบบการเดินทาง m บน O-D ij,  คือชุดของ links ทั lงหมดในเส้นทาง r ภายใต้ u ใน

รูปแบบการเดินทาง m,  เท่ากบั   สําหรับ link บนเส้นทาง r ภายใต้ u ในรูปแบบการเดินทาง m บน 

O-D ij และเท่ากบั � สําหรับอื,นๆ ความยาวของเส้นทางที,ใช้ร่วมกนัและอตัราสว่นเส้นทาง ( ) มี

ความใกล้เคียงกับความสัมพันธ์ของเส้นทาง และ มีการวัดความสัมพันธ์ของเส้นทาง 
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(Frejinger และ Bierlaire, 2007) Path-size อธิบายความแตกต่าง Route sizes โดยพิจารณาจากความ

ยาวของ Links ภายใต้เส้นทางและความสัมพันธ์ความยาวของเส้นทางร่วมกับ Link (Ben-Akiva และ 

Bierlaire, 1999) จากแบบจําลอง PSW RUM ในสมการที, �¡ ความน่าจะเป็นของ PSW สามารถแสดงได้

ดงันี l 

, (31) 
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แบบจาํลองการเลือกรูปแบบการเดนิทางและการแจกแจงการเดนิทาง (Combined Model) 

หวัข้อนี lเป็นการพฒันาโปรแกรมทางคณิตศาสตร์ (Mathematical Programming: MP) สําหรับการรวม

ปัญหาของการเลือกรูปแบบการเดินทางและการแจกแจงการเดินทาง (CMSTA) โดยใช้แบบจําลองการ

เลือกรูปแบบการเดินทาง NW และแบบจําลองเลือกเส้นทาง PSW โดยจะเริ,มต้นด้วยการสร้างสมมติฐาน 

สมมติฐานทีW ` ค่าใช้จ่ายในการเดินทาง (Travel Cost)  เป็นฟังก์ชนัของเวลาในการเดินทาง (Travel 

Time) โดยมีการเพิ,มขึ lนอยา่งตอ่เนื,อง  

สมมตฐิานทีW ^  

สมมติฐานทีW _ ฟังก์ชนัค่าใช้จ่ายในการเดินทางของแต่ละเส้นทาง ประกอบด้วยค่าใช้จ่ายในการเดินทาง

ในแตล่ะ Link นั,นคือ  

  (32) 

สมมติฐานที, ¤ คงไว้ซึ,งเกณฑ์ของค่าใช้จ่ายที,จะสมัพทัธ์กบั Weibit โดยที,ผู้ เดินทางจะตั lงสมมติฐานว่า

การตดัสินใจขึ lนอยู่กบัความแตกต่างเชิงสมัพทัธ์ของอรรถประโยชน์ (Fosgerau และ Bierlaire, 2009) ทํา

ให้ค่าใช้จ่ายในการเดินทางของแต่ละเส้นทางถูกแบ่งลงไปถึงระดับ Link รูปแบบฟังก์ชันค่าใช้จ่ายการ

เดินทางที,ไมเ่ป็นเชิงเส้น (Non-linear) โดยอาจเป็นฟังก์ชนัเลขชี lกําลงัของเวลาในการเดินทาง (Exponential 

Function) ด้วยการอธิบายฟังก์ชันค่าใช้จ่ายในการเดินทาง ภายใต้ฟังก์ชันดงักล่าว นักเดินทางเป็นผู้ มี

ความเสี,ยงอยา่งตอ่เนื,องในการเลือกเส้นทาง (Mirchandani and Soroush, 1987) 

สมมตฐิานทีW a and  เป็นอิสระกบัปริมาณการจราจร   

โปรแกรมทางสตูรคณิตศาสตร์ 

MP สําหรับปัญหา CMSTA ที,ขึ lนอยูก่บัสมมติฐานข้างต้น ซึ,งสามารถแสดงได้ ดงันี l  

  

 

 

 (33) 

s.t.  
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 (34) 

 (35) 

(36) 

 

เมื,อ คือ การไหลของกระแสจราจรบนเส้นทาง r ในรูปแบบการเดินทาง m และ Nest u ระหวา่ง

จดุต้นทาง i ถึงจดุปลายทาง j  คือ ความต้องการของโหมด m ระหว่างจดุต้นทาง i ถึงจดุปลายทาง j 

คือ ความต้องการระหว่างจุดต้นทาง i ถึง จุดปลายทาง j และ  คือ ความน่าดึงดูดภายนอกบน

รูปแบบการเดินทาง m ใน nest u ระหว่างจุดต้นทาง i ถึงจุดปลายทาง j สมการที,  ¤¤ เป็นฟังก์ชัน

วัตถุประสงค์ของแบบจําลอง NW-PSW รวมกัน ซึ,งประกอบด้วย 6 เทอม โดยในแต่ละเทอมจะมี

ความหมายในตวัเองและยงัช่วยในเงื,อนไข Karush–Kuhn–Tucker ในการหาความน่าจะเป็นของ NW และ 

PSW สําหรับการเลือกรูปแบบการเดินทางและการเลือกเส้นทาง ตามลําดับ Z1  คือ Multiplicative 

Beckmann (Kitthamkesorn และ Chen, �� ¤) ซึ,งสอดคล้องกับค่าใช้จ่ายเส้นทางการเดินทาง Z� เป็น 

Entropy (Fisk,  ¡¥�)  สะท้อนถึงผลกระทบสุม่ของการรับรู้ที,แตกต่างกนั Z3 ใช้สําหรับ path-size Z© และ 

Z£ มีความเกี,ยวข้องกบัความเป็นไปได้เชิงเงื,อนไขและความน่าจะเป็น ซึ,งเป็นสว่นสําคญัของฟังก์ชนัรูปแบบ

การเดินทาง NW และ Z6 เป็นเทอมของแรงดงึดดูที,ใช้ในการสร้างแบบจําลองทางอรรถประโยชน์ภายนอก  

พารามิเตอร์ในฟังก์ชันวัตถุประสงค์ยังมีบทบาทในการเป็นที,มาของความน่าจะเป็นในรูปแบบปิดซึ,ง

สอดคล้องกับรูปแบบ Weibit ที,ซ้อนกัน สําหรับการเลือกรูปแบบการเดินทางและรูปแบบ Weibit ขนาด

เส้นทางสําหรับการเลือกเส้นทาง สมการที, ¤© และสมการที, ¤£ เป็นข้อจํากัดด้าน Flow Conservation 

สมการที, ¤¦ เป็นข้อจํากดั Non-negativity คณุสมบติัในการแก้ปัญหา 

ข้อเสนอทีW  2 MP ในสมการที, ¤¤ ถึง ¤¦ ให้เลือกรูปแบบการเดินทางตามแบบจําลอง NW และเลือก

เส้นทางตามแบบจําลอง PSW 

Lagrangian  แสดงได้ดงันี l 

 (37) 

เมื,อ และ  เป็น Shadow Price  

เนื,องจาก L ต้องลดลงเมื,อเทียบกบัเส้นทางการไหล จงึต้องมีเงื,อนไขตอ่ไปนี l 

  (38) 

จากสมมติฐานที, ¤ จะได้ 
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  (39) 

ข้อสรุปของ จะทําให้ 

  (40) 

นําสมการที, ¤¡มาหารด้วยสมการที, ©� จะได้การเลือกเส้นทางตามแบบจําลอง PSW นั,นคือ 

 (41) 

จากนั lนเราจะพิจารณาการเลือกรูปแบบการเดินทาง 

 (42) 

จากสมการที, 40  สามารถกําหนดเป็นดงันี l 

 (43) 

 ในเทอมที,สองทางด้านข้างขวามือจะเกี,ยวข้องกบัลอกกาลทิมึ สําหรับคา่เดินทางที,คาดวา่จะได้รับ ETC 

(Kitthamkesorn et al., �� £ ) ให้ เป็นลอกกาลทิมึ ETC สามารถจดัสมการที, ©� ใหมไ่ด้ดงันี l 

  (44) 

  (45) 

  (46) 

จากสมการที, ©©ถงึสมการที, ©¦ จะได้ 

 (47) 
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เนื,องจาก  เป็นอรรถประโยชน์ ให้  จากนั lนสมการข้างต้น

จะเป็นการเลือกรูปแบบการเดินทาง NW o 

ข้อเสนอทีW _ แบบจําลอง NW-PSW มีคําตอบเดียว (Unique Solution) 

ข้อพิสูจน์ เมทริกซ์ Hessian ของ  เกี,ยวกบัตวัแปรเส้นทางการจราจร ซึ,งสามารถแสดง

ได้ ดงันี l 

 (48) 

ในที,นี lหมายถึง Positive Definite Matrix เมทริกซ์  Hessian ของ  เกี,ยวกบัตวัแปรความ

ต้องการของรูปแบบการเดินทาง ซึ,งสามารถกําหนดได้ ดงันี l 

 (49) 

นอกจากนี lยงับง่บอกถงึ Positive Definite Matrix ด้วย ดงันั lน แบบจําลอง NW-PSW จงึมีคําตอบเดียว o 

ข้อเสนอทีW a Covariance ระหวา่งรูปแบบการเดินทางในรูปของแบบจําลอง NW-PSW เป็นฟังก์ชนัของ

สภาพการจราจร 

ข้อพสูิจน์ จากสมการที, ©¢  คือ logarithmic ETC  

จากนั lน สมการอรรถประโยชน์ในการเลือกรูปแบบการเดินทาง สามารถแสดงได้ดงันี l 

 

 (50) 

จากสมการที, ��พบวา่มีความแปรปรวนร่วมกนัระหวา่งคูโ่หมดภายใต้ nest u ด้านบนเหมือนกนั  

 (51) 

( )ij
umijum w-Y exp ( ) 1exp -

-Y= ij
umijumijm wV

321 Z+Z+Z

( )
ïî

ï
í
ì =>+

=
¶¶

Z+Z+Z¶

otherwise

kr
fd

d

ff
ij
umr

ij
uma

a

aij
umk

ij
umr ;0

;011
321

2

bn
t

t

654 Z+Z+Z

( ) ( )
ïî

ï
í

ì
==>-+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-

=
¶¶

Z+Z+Z¶ å
Î ,

;0

,;0/1/1
654

2

otherwise

nmtuqq
qq ijuMm

ij
umiju

ij
umij

um
iju

ij
tn

ij
um

j
b

j

( )( ) ij
um

ij
umijumijm wwV ,exp 1-

-Y=

( ) ijm
Rr

ij
umr

ij
umrij

um
ijumijm

ijum

ij
umgU ev

b
b

1

ln1exp
-

Î

-

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
Y= å

( ) ×

-

Î

-

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
Y= å ijm

Rr

ij
umr

ij
umrijum

ij
um

ijum

ij
umg ev

bb

11

[ ] ( ) ( )
1111

,cov

-

Î

-

-

Î

-

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
Y

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
Y= åå

ij
un

ijum

ij
un

ij
um

ijum

ij
um

Rr

ij
unr

ij
unrijun

Rr

ij
umr

ij
umrijumijnijm ggUU

bbbb
vv



23 

 

 

หมายเหตจุากข้อเสนอที, © เมื,อเส้นทางระหว่างคู่ O-D มีความยาวมากขึ lน ความพึงพอใจในการเลือก

รูปแบบการเดินทางมีน้อยลง   นอกจากนี lเมื,อเส้นทางซ้อนทบักัน จะมีค่าสงูขึ lน แต่จะลดความพึง

พอใจในการเลือกรูปแบบการเดินทางลง คณุลกัษณะนี lแสดงให้เห็นวา่แบบจําลอง Weibit มีความสามารถ

ในการปรับเปลี,ยนสดัส่วนของรูปแบบการเดินทาง โดยการลดความพึงพอใจสําหรับการเลือกรูปแบบการ

เดินทางที,มีเส้นทางที,ยาวขึ lนหรือส่วนที,ซ้อนทับกันมากขึ lน เมื,อใช้กับกลยุทธ์ในการส่งเสริมรูปแบบการ

เดินทางให้เป็นสีเขียว (Go-green) ตวัอย่างเช่น รูปแบบการเดินทางสีเขียวจะมีความยาวเส้นทางที,สั lนกวา่

เมื,อเทียบกบัรูปแบบการเดินทางอื,น ๆ นอกจากนี l รูปแบบการเดินทางสีเขียวจะมีส่วนที,ซ้อนทบักนัที,น้อย

กวา่ สําหรับการสง่เสริมการขนสง่สีเขียว  

[ ]( )1-E´ ijnijmee

ij
umrv
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Solution Algorithm 

การศึกษานี lใช้ขั lนตอนวิธี Path-based Partial Linearization Algorithm ร่วมกับการใช้กลยุทธ์ Self-

regulated Averaging (SRA) เพื,อคํานวณแบบจําลอง NW-PSW  โดยทั,วไปวิธี Partial Linearization มี

แนวทางการค้นหาที,ได้จากการแก้ปัญหาย่อยของสมการเชิงเส้นบางสว่นและ Stepsize โดยการประมาณ

ที,ได้จากกฎ Armijo (Bertsekas, 1976) ทั lงนี l การประมาณ Stepsize  อาจใช้เวลานานสําหรับฟังก์ชัน

วตัถุประสงค์ที,ซบัซ้อน ดงันั lน การศึกษาครั lงนี lได้ใช้ SRA เสนอโดย Liu et al (2009) เพื,อลดขั lนตอนการ

ประเมินสมการวตัถุประสงค์ที,ซบัซ้อน แบบแผนของ SRA นี lจะกําหนดขั lนตอนโดยอาศยัข้อผิดพลาดที,

เหลือและขั lนตอนในการทําซํ lาเพื,อประเมินขั lนตอนในการทําซํ lาครั lงถัดไป  แสดงให้เห็นว่าเป็นไปตาม

เงื,อนไขการลูเ่ข้า (Robbins และ Monro, 1951; Blum, 1954; Liu et al., 2009)  
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ตัวอย่างการคาํนวณ 

ห้วข้อนี lจะให้ตวัอย่างการคํานวณ � ตวัอย่าง เพื,ออธิบายถึงคุณลกัษณะของแบบจําลอง NW-PSW 

ผลลพัธ์ของแบบจําลองที,เสนอจะเปรียบเทียบกบัแบบจําลอง MNL-MNL และ NL-CNL (Kitthamkesorn 

et al., �� ¦) กําหนดพารามิเตอร์ในแบบจําลอง สําหรับรูปแบบการเดินทางที,

สัมพันธ์กัน  สําหรับรูปแบบการเดินทางอิสระ และ  เว้นแต่ระบุไว้เป็นอย่างอื,น ทั lงนี l 

 ใช้เพื,อกําหนดค่าสมัประสิทธ̧ิเส้นทางของการแปรผนั �.¤ (Kitthamkesorn and Chen, 2013, 

�� ©) สําหรับแบบจําลอง Logit (MNL-MNL และ NL-CNL) พารามิเตอร์การแจกแจงเส้นทางถูกตั lงค่า

เทา่กบั �.  และ  

ตารางทีW 5 ลักษณะของโครงข่ายสองเส้นทาง 

Network 

  
Short network Long network 

Route Upper Lower Upper Lower 

Auto     

Transit     

Bike     

 

ตวัอยา่งที,  : โครงขา่ยสองเส้นทาง 

โครงข่ายสองเส้นทางมีระยะในการเดินทางที,แตกตา่งกนั โครงข่ายสั lนและโครงข่ายยาว แสดงในตาราง

ที, 5 โดยทั lงสองโครงข่ายมีสามรูปแบบการเดินทาง ประกอบด้วย รถยนต์ ระบบขนส่งสาธารณะและ

รถจกัรยาน สําหรับแต่ละเส้นทางจะมี free flow travel time (FFTT) ของเส้นทางบน คือ ยาวกว่าเส้นทาง

ลา่ง £ หน่วยในทกุรูปแบบการเดินทาง โปรดสงัเกตวา่เส้นทางบนจะยาวกวา่เส้นทางลา่ง � เทา่ ในโครงขา่ย

สั lน ในขณะที,เส้นทางบนยาวกว่าเพียงประมาณ ��% ของเส้นทางลา่งในโครงข่ายยาว ความต้องการการ

เดินทาง คือ ��� หน่วย การวิเคราะห์ใช้รูปแบบ Go-green & Go-gray ที,ระบบขนส่งสาธารณะและ

จกัรยานมี Nest ชั lนบนเดียวกนั (ภาพที, 1)  

ตารางที, ¦ แสดงผลลัพธ์ของแบบจําลองสามแบบ (MNL-MNL, NL-CNL และ NW-PSW) สําหรับ 

อนัดบัแรกเป็นการตรวจสอบความถกูต้องของผลลพัธ์ โดยปรากฏว่าทกุแบบจําลองให้ผลรวมของความ

น่าจะเป็นเทา่กบั   ซึ,งเป็นไปตามกฎอนรัุกษ์ 
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จากนั lนจะทดสอบผลกระทบของความแปรปรวนการรับรู้ที,ต่างกันจากโครงข่ายสั lนและยาว ผลการ

ทดลองแสดงให้เห็นว่าแบบจําลอง MNL-MNL และ NL-CNL ไม่สามารถรัพิจารณาได้ แบบจําลองทั lงสอง

ให้ผลลพัธ์เท่ากนัสําหรับทั lงโครงข่ายสั lนและยาว เนื,องจากความแปรปรวนของการรับรู้ทั lงหมดมีค่าเท่ากนั

และคงที, อยา่งไรก็ตาม แบบจําลอง NW-PSW จะให้ผลลพัธ์ในการเลือกเส้นทางที,แตกตา่งกนัของโครงขา่ย

สั lนและยาว ซึ,งเกิดจากความแปรปรวนการรับรู้ของการแจกแจง Weibull เป็นฟังก์ชนัของคา่ใช้จ่ายเส้นทาง 

ด้วยเหตนีุ l เส้นทางลา่งในโครงขา่ยสั lนจะมีสดัสว่นปริมาณการจราจรที,มากกวา่โครงขา่ยยาว  

ตารางทีW p สัดส่วนของเส้นทางและรูปแบบการเดนิทางของแบบจาํลองสามแบบสาํหรับทั qง
โครงข่ายระยะสั qนและระยะยาว 

 Route share Mode share 

 Short network Long network 
Short network Long network 

Model Upper Route Lower Route Upper Route Lower Route 

Auto             
MNL-MNL 42.32% 57.68% 42.32% 57.68% 61.94% 61.94% 
NL-CNL 42.35% 57.65% 42.35% 57.65% 62.53% 62.53% 
NW-PSW 34.67% 65.33% 40.61% 59.39% 47.43% 44.57% 

Transit             
MNL-MNL 39.56% 60.44% 39.56% 60.44% 36.52% 36.52% 
NL-CNL 39.60% 60.40% 39.60% 60.40% 37.38% 37.38% 
NW-PSW 28.23% 71.77% 38.71% 61.29% 33.25% 34.01% 

Bike             
MNL-MNL 37.84% 62.16% 37.84% 62.16% 1.54% 1.54% 
NL-CNL 37.75% 62.25% 37.75% 62.25% 0.09% 0.09% 
NW-PSW 29.94% 70.06% 40.34% 59.66% 19.32% 21.42% 
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ภาพทีW 2 การดัดแปลงโครงข่าย Nguyen-Dupuis 

ตวัอยา่งที, �: โครงขา่ย Nguyen-Dupuis 

ตวัอยา่งที, � จะใช้โครงขา่ย Nguyen-Dupuis ดงัแสดงภาพที, 2 เพื,อให้ได้ข้อมลูเชิงลกึที,สําคญัในการใช้

การกําหนดคา่โครงสร้างที,ซ้อนกนัตา่งกนั (ดภูาพที, 1 สําหรับแผนภาพต้นไม้) และแบบจําลองที,แตกตา่งกนั 

(นั,นคือแบบจําลอง logit-based NL-CNL และ weibit-based แบบจําลอง NW-PSW) เพื,อสร้างแบบจําลอง

โครงการการขนส่งสีเขียวและการขนส่งสีเทา และแผนการในการใช้เครื,องยนต์และแบบไม่ใช้เครื,องยนต์ 

โครงข่าย Nguyen-Dupuis มี O-D © คู่ คือ ( ,2), (1,3), (4,�) และ (©,¤) ที,มีความต้องการ OD เท่ากับ 

500, 500, ¦�� และ ¤�� ผู้ เดินทางต่อชั,วโมง ตามลําดบั การขนสง่ประกอบด้วย ¤ รูปแบบ ได้แก่ รถยนต์ 

(Auto) รถขนส่งสาธารณะ (Transit) และจกัรยาน (Bike) เวลาการเดินทางคือฟังก์ชนัประเภท Bureau of 

Public Road (BPR)  
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ตารางทีW 7 ลักษณะของการดัดแปลงโครงข่าย Nguyen-Dupuis 

Auto 
Distance 

(km) 
FFTT  

(minute) 
Capacity  

(vph) 
 Auto 

Distance 
(km) 

FFTT 
(minute) 

Capacity 
(vph) 

Link 1 2.5 2.5 500  Link 15 2.0 2.0 400 
Link 2 2.5 2.5 300  Link 16 2.5 2.5 500 

Link 3 2.0 2.0 400  Link 17 2.5 2.5 300 
Link 4 4.0 4.0 500  Link 18 7.0 7.0 400 

Link 5 3.0 3.0 400  Link 19 3.0 3.0 400 
Link 6 2.5 2.5 300      

Link 7 3.0 3.0 600  Transit 
Distance 

(km) 
FFTT 

(minute) 
Capacity 

(pph) 

Link 8 2.5 2.5 200  section 1 2.5 2.5 300 

Link 9 2.5 2.5 200  section 2 2.5 2.5 300 
Link 10 2.5 2.5 250  section 3 10 10 600 

Link 11 2.5 2.5 400  section 4 2.5 2.5 300 
Link 12 2.5 2.5 400  section 5 2.5 2.5 300 

Link 13 3.75 3.75 400  Bike 
Distance 

(km) 
FFTT 

(minute) 
Capacity 

Link 14 2.5 2.5 400  Bike lane 10 30 -- 

 

ผลลพัธ์ของสดัส่วนรูปแบบการเดินทางสําหรับการกําหนดค่าโครงสร้างที,แตกต่างกนัแสดงในภาพที, 3 

จากผลลัพธ์จะเห็นได้ว่าการกําหนดค่าโครงสร้างที,ต่างกันจะมีผลต่อสัดส่วนของรูปแบบการเดินทาง  

รูปแบบการเดินทางที,อิสระ เช่น รูปแบบการเดินทางโดยรถยนต์ใน Go-green & Go-gray และรูปแบบการ

เดินทางโดยจกัรยานใน Motorized & Non-motorized จะได้รับสดัสว่นที,สงูกว่า ผลที,ได้นี lจะสอดคล้องกบั 

Kitthamkesorn et al. (�� ¦) หมายเหต ุแบบจําลอง NW-PSW ให้สดัส่วนของรูปแบบการขนส่งสีเขียว ที,

สงูขึ lนเนื,องจากพิจารณาทั lงความแปรปรวนการรับรู้เฉพาะรูปแบบการเดินทางและการแปรปรวนการรับรู้

เส้นทางเฉพาะ  
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ภาพทีW 3 สัดส่วนของรูปแบบการเดนิทางสาํหรับโครงข่าย Nguyen-Dupuis  

จากนั lนเราจะเปลี,ยนระดับความต้องการและอรรถประโยชน์ภายนอก  ระดับความต้องการ

เปลี,ยนแปลงจาก �.£ ถึง © เท่า และ  ของรูปแบบการขนส่งสีเขียว เช่นระบบขนส่งสาธารณะและ

จกัรยาน มีค่าตั lงแต่ � ถึง £ ขณะที,ระดบัความต้องการเพิ,มขึ lน ความแตกต่างระหว่างสดัส่วนของรูปแบบ

การเดินทางที,ประเมินไว้ในแต่ละโครงสร้าง มีทิศทางไม่เหมือนกนั เมื,อ เพิ,มขึ lน ความแตกต่างของ

สัดส่วนของรูปแบบการเดินทางยิ,งเพิ,มขึ lน แบบจําลอง NW-PSW ดูเหมือนว่าจะให้ความแตกต่างของ

รูปแบบการเดินทางที,มากกว่าแบบจําลอง NL-CNL เนื,องจากอรรถประโยนข์ภายนอกของ NW-PSW เป็น

แบบคูณ ไม่เหมือนกับแบบจําลอง NL-CNL ซึ,ง เป็นรูปแบบเสริม ดังนั lนสัดส่วนของรูปแบบการ

เดินทางที,เกิดจากแบบจําลอง NW-PSW จะมีความไวตอ่การเปลี,ยนแปลงในรูปแบบ  (ภาพที, 4) 

    
 

Auto
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Transit
12%

Bike 1%

NL-CNL
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Go-gray
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Transit
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74%

Transit
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Transit
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ภาพทีW 4 ความแตกต่างของสัดส่วนรูปแบบการเดนิทาง เมืWอเปลีWยนแปลง และระดับความ

ต้องการ 

 

  

  
a) NL-CNL transit mode choice 

probability difference 
b) NL-CNL bike mode choice 

probability difference 

  
c) NW-PSW transit mode choice 

probability difference 
d) NW-PSW bike mode choice 

probability difference 
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สรุปและข้อเสนอแนะ 

การศึกษานี lนําเสนอแบบจําลองการเลือกรูปแบบการเดินทางและการแจกแจงการเดินทาง 

(CSMTA) เข้าด้วยกนับนพื lนฐานการตดัสินใจ Weibit โดยขึ lนอยู่กบัทฤษฎีอรรถประโยชน์แบบสุม่ที,ได้จาก

การกระจาย Weibull ในรูปแบบการเขียนโปรแกรมทางคณิตศาสตร์ (Mathematical Programming: MP) 

แบบจําลอง Nested Weibit (NW) ได้รับการพฒันาโดยการปรับโครงสร้างของแบบจําลอง Nested Logit 

(NL) ให้ดีขึ lน สําหรับแบบจําลองการเลือกรูปแบบการเดินทาง มีการปรับใช้ Path- size Weibit (PSW) 

จากผลการคํานวณเพื,อแสดงให้เห็นถึงคณุลกัษณะของแบบจําลอง NW-PSW พบว่า สดัสว่นของ

รูปแบบการเดินทางมีความไวตอ่การเปลี,ยนแปลงพารามิเตอร์ของแบบจําลอง อีกทั lง การเปลี,ยนโครงสร้าง

ที,ซ้อนกนัระหว่างการขนส่งสีเขียวและการขนส่งสีเทา และโครงสร้างแบบซ้อนกนัแบบใช้เครื,องยนต์และ

แบบไม่ใช้เครื,องยนต์ เป็นสิ,งที,น่าสนใจเนื,องจากเราสามารถสนบัสนนุทางเลือกของรูปแบบการเดินทางที,มี

ประสทิธิภาพมากขึ lน  

ทั lงนี l การประยุกต์ใช้แบบจําลอง NW-PSW ควรได้รับการทดสอบในโครงข่ายจริงเพื,อแสดงข้อ

พิสูจน์ของแนวคิด นอกจากนี l มีการตั lงสมมติฐานหลายประการเพื,อลดความซับซ้อนของสูตร MP 

การศึกษาในอนาคตสามารถดําเนินการได้หลายรูปแบบ เช่น โครงสร้างค่าใช้จ่ายเฉพาะสําหรับเส้นทาง

การเดินทาง ประเภทของผู้ ใช้บริการที,หลากหลาย ฯลฯ และรายละเอียดการให้บริการที,มีคุณลกัษณะ

เฉพาะ เช่น รถบสั รถราง และระบบขนสง่มวลชนมวลชน 
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a b s t r a c t 

Reduction of vehicle emissions is a major component of sustainable transportation devel- 

opment. The promotion of green transport modes is a worthwhile and sustainable ap- 

proach to change transport mode shares and to contribute to healthier travel choices. In 

this paper, we provide an alternate weibit-based model for the combined modal split and 

traffic assignment (CMSTA) problem that explicitly considers both similarities and hetero- 

geneous perception variances under congestion. Instead of using the widely-adopted Gum- 

bel distribution, both mode and route choice decisions are derived from random utility 

theory using the Weibull distributed random errors. At the mode choice level, a nested 

weibit (NW) model is developed to relax the identical perception variance of the logit 

model. At the route choice level, the recently developed path-size weibit (PSW) is adopted 

to handle both route overlapping and route-specific perception variance. Further, an equiv- 

alent mathematical programming (MP) formulation is developed for this NW-PSW model 

as a CMSTA problem under congested networks. Some properties of the proposed mod- 

els are also rigorously proved. Using this alternate weibit-based NW-PSW model, different 

go-green strategies are quantitatively evaluated to examine (a) the behavioral modeling of 

travelers’ mode shift between the private motorized mode and go-green modes and (b) 

travelers’ route choice with consideration of both non-identical perception variance and 

route overlapping. The results reveal that mode shares and route choices from the NW- 

PSW model can better reflect the changes in model parameters and in network character- 

istics than the traditional logit and extended logit models. 

© 2017 Published by Elsevier Ltd. 

 

 

 

 

 

 

1. Introduction 

Transportation is a major cause of vehicular emissions. Transportation consumes million liters of fossil fuel daily, resulting

in not only severe congestion but also air pollution, greenhouse gas (GHG), and consequently global warming. These adverse

impacts have prompted the national government in many countries to promote “go-green” transport modes such as non-

motorized modes (e.g., bicycle) and public transit (e.g., metro, tram, bus, etc.) to keep the environmental costs low and to

help travelers make healthier travel choices, while accommodating the increasing travel demands. 

To quantitatively evaluate the effectiveness of go-green transport policies, we need a sound behavioral model of travelers’

mode shift between the private motorized mode and go-green modes as well as travelers’ route choice with consideration
∗ Corresponding author. 

E-mail address: songyot@eng.cmu.ac.th (S. Kitthamkesorn). 

http://dx.doi.org/10.1016/j.trb.2017.04.011 

0191-2615/© 2017 Published by Elsevier Ltd. 

http://dx.doi.org/10.1016/j.trb.2017.04.011
http://www.ScienceDirect.com
http://www.elsevier.com/locate/trb
http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1016/j.trb.2017.04.011&domain=pdf
mailto:songyot@eng.cmu.ac.th
http://dx.doi.org/10.1016/j.trb.2017.04.011


292 S. Kitthamkesorn, A. Chen / Transportation Research Part B 103 (2017) 291–310 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

of both non-identical perception variance and route overlapping. A widely used approach is the combined travel demand

model (e.g., Boyce, 2007; Briceño et al., 2008; Szeto et al., 2012; Kitthamkesorn et al., 2016 ), which provides a rigorous quan-

titative evaluation of different go-green promotion policies and a tractable computational tool in the network equilibrium

framework. More specifically, the behavioral mode shift and route change can be effectively addressed by using the com-

bined modal split and traffic assignment (CMSTA) model, which is a special case of the combined travel demand model that

considers mode choice and route choice simultaneously. Based on different assumptions and applications, various CMSTA

models have been developed in the transportation literature to model the mode choice and route choice made by trav-

elers. A host of researchers (e.g., Florian, 1977; Florian and Nguyen, 1978; Abdulaal and LeBlanc, 1979; Oppenheim, 1995;

Cantarella, 1997; Wu and Lam, 20 03; García and Marín, 20 05 ) has provided different modeling approaches to formulate

the CMSTA problem. These formulations include mathematical programming (MP) ( Florian and Nguyen, 1978; Abdulaal and

LeBlanc, 1979; Oppenheim, 1995 ), variational inequality (VI) ( Florian, 1977; Wu and Lam, 2003; García and Marín, 2005 ),

and fixed point (FP) ( Cantarella, 1997 ) for jointly determining the mode and route travel options. The early models (e.g.,

Florian, 1977; Florian and Nguyen, 1978; Abdulaal and LeBlanc, 1979 ) adopted a stochastic mode choice (i.e., random utility

model) and combined it with a deterministic route choice (i.e., user equilibrium (UE) model). However, there seems to be

an inconsistency between the two travel choices (i.e., using a deterministic UE to characterize route choice decisions while

adopting a stochastic discrete choice model to describe mode choice decisions). To overcome this behavioral inconsistency,

Cantarella (1997) and García and Marín (2005) provided the option to combine the stochastic mode choice model with either

the UE model or the stochastic user equilibrium (SUE) model, while Oppenheim (1995) and Wu and Lam (2003) adopted

the multinomial logit (MNL) model for modeling both mode choice and route choice decisions in the network equilibrium

framework (i.e., integrating random utility model within the network equilibrium approach to model the congestion effect).

The main difference among these models is the modeling approach. Oppenheim (1995) provided a MP formulation, Wu and

Lam (2003) and García and Marín (2005) used a VI formulation, and Cantarella (1997) adopted a FP formulation. 

Although the behavioral inconsistency problem has been resolved, the MNL model has two known drawbacks that stems

from its independently and identically distributed (IID) assumptions with the Gumbel random error distribution: (1) its

inability to handle similarities among alternatives and (2) its inability to handle non-identical perception variances among

alternatives. At the mode choice level, the MNL model cannot handle the mode similarity (e.g., physical attributes and

operating policies) ( Ben-Akiva and Lerman, 1985 ) and the difference in mode perceived utility or disutility. At the route

choice level, the MNL model cannot consider the route overlapping and route-specific perception variance ( Sheffi, 1985 ).

Recently, Kitthamkesorn et al. (2016) adopted the nested logit (NL) for mode choice and the cross nested logit (CNL) model

for route choice model to handle the mode similarity and route overlapping, respectively. Both NL and CNL models used

a two-level tree structure to handle the independence assumption (i.e., similarity among the available modes that share

the same upper nest in the NL model and route overlapping in the CNL model). However, both NL and CNL models used

the Gumbel distribution as the random perception error term, which requires the identical variance assumption in order to

obtain an analytical probability expression. Hence, the CMSTA model developed by Kitthamkesorn et al. (2016) still cannot

consider the non-identical perception variance in both mode choice and route choice levels. One possibility is to adopt

the multinomial probit (MNP) model to overcome both shortcomings inherited by the IID Gumbel distribution (e.g., Meng

and Liu, 2012 ). However, the MNP model does not have a closed-form probability expression, which poses computational

difficulty since solving the MNP model requires intensive computation, e.g., Monte Carlo simulation ( Sheffi and Powell, 1982 ),

Clark’s approximation method ( Maher, 1992 ), or numerical method ( Rosa and Maher, 2002 ). 

In this paper, we develop an alternate weibit-based CMSTA model. Instead of the widely used Gumbel random error

distribution, the proposed CMSTA model is based on the Weibull random error distribution. At the mode choice level, a

nested weibit (NW) model is developed from the copula framework ( Nelsen, 2006 ). Its nested structure handles the mode

similarity while the Weibull distributed random error considers the mode-specific perception variance. At the route choice

level, the recently developed path-size weibit (PSW) model is adopted to handle both route overlapping and route-specific

perception variance. An equivalent mathematical programming (MP) formulation for the combined NW-PSW model is pro-

vided with some solution properties. It should be noted that MP formulation requires more assumptions (e.g., separability,

differentiability, and symmetry of link cost functions, additivity of route cost structure, separable demand functions, etc.)

compared to VI and FP. According to Cantarella et al. (2013, 2015, 2016 ), FP is the most flexible formulation among the

three formulations as it can cope with a wider range of operational issues, including separable and non-separable (or asym-

metric) link cost functions, additive and non-additive route cost structures, separable and non-separable demand functions,

deterministic and stochastic choice models, single-user and multi-user classes, and uni-modal and multi-modal assignment

problems. However, convergent solution algorithms available to FP formulation are very limited. Most algorithms rely on

the method of successive averages (MSA) based on link flows or link costs ( Cantarella et al., 2015,2016) , which are known

to suffer from slow convergence when highly accurate solutions are required. This is partly due to the non-availability of

an objective function for performing a line search step, which is known to be an important component of solution algo-

rithms to many mathematical formulations ( Chen et al., 2013 ). On the contrary, the development of a MP formulation for

the weibit-based CSMTA model provides the following benefits: 

(1) The optimality conditions directly provide the equivalency between the MP formulation and the weibit-based mode

choice and route choice probabilities. This is similar to the Beckmann transformation used as the objective function

for the user equilibrium MP formulation ( Beckmann et al., 1956 ) and its relationship to the Kuhn–Tucker conditions.
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These conditions are readily interpretable and easily understandable. For details, readers are directed to Boyce (2013 )

for the interpretation of the Kuhn–Tucker optimality conditions. 

(2) Given that the MP is a convex program, many convergent algorithms are readily available for solving the weibit-

based CMSTA model. A widely use algorithm for solving the combined travel demand models (e.g., including the

combined distribution and assignment problem, the combined modal split and traffic assignment (CMSTA) problem,

and the elastic demand traffic equilibrium problem) is the Evans’ algorithm ( Evans, 1976 ), also known as the partial

linearization algorithm ( Patriksson, 1994 ). Computational results conducted by LeBlanc and Farhangian (1981) revealed

the partial linearization algorithm performed better than the complete linearization of the Frank-Wolfe algorithm

suggested by Florian et al. (1975) and Florian and Nguyen (1978) . Recently, Ryu et al. (2017) adapted the gradient

projection (GP) algorithm for solving the CMSTA problem and demonstrated the superiority of GP algorithm over

Evans’ algorithm. 

(3) Since the MP is a convex program, the objective function can be used not only to determine a suitable search direction

and a suitable step size in a typical iterative solution algorithm, but also used as a stopping criterion to monitor the

convergence of the algorithm. 

In addition, many researchers have adopted the MP approach to model different applications, including advanced dis-

crete choice models in a network equilibrium framework (e.g., cross-nested logit SUE model with fixed and elastic demand

( Bekhor and Prashker, 1999; Kitthamkesorn et al., 2016 ); paired combinatorial logit SUE model with fixed and elastic de-

mand ( Bekhor and Prashker, 1999; Ryu et al., 2014a ); generalized nested logit SUE model ( Bekhor and Prashker, 2001 ); C-

logit SUE model with fixed and elastic demand ( Zhou et al., 2012 ; Xu and Chen, 2013 ); path-size logit SUE model ( Chen et

al., 2012a ); weibit-based SUE model with fixed and elastic demand ( Kitthamkesorn and Chen, 2013,2014; Kitthamkesorn et

al., 2015 ), spatially correlated logit model in the combined distribution and assignment problem ( Yao et al., 2014 ), and sev-

eral emerging technological applications such modeling the range anxiety of electric vehicle users using a path-constrained

traffic assignment model ( Wang et al., 2016 ), public charging stations with a combined distribution and assignment model

for capturing the travel demand distribution of plug-in hybrid electric vehicles ( He et al., 2013 ), ridesharing as a new mode

choice option in a network equilibrium framework ( Bahat and Bekhor, 2016 ), just to name a few. Suffice to say, the MP

formulation, despite the need to make many mathematically convenient assumptions compared to VI and FP formulations,

it has its own appeal as reflected by numerous applications in integrating advanced discrete choice models and modeling

emerging technologies within a network equilibrium framework. 

The remainder of this paper is organized as follows. A list of notation is provided in Section 2 . Section 3 describes the

weibit-based models for both mode choice and route choice. Specifically, a new nested weibit (NW) model is developed

for mode choice, and a path-size weibit (PSW) model is adopted for route choice. Section 4 provides the MP formulation

and solution properties of the NW-PSW model, and solution procedure for solving the NW-PSW model. Section 5 provides

several numerical experiments to illustrate the features of the weibit-based CMSTA model and its application to evaluate

green transportation policies. Finally, some concluding remarks are provided in Section 6 . 

2. List of notations 

This section provides a list of notations used in this study unless specified otherwise. The notations are classified into

three group as follows. 

Indices 

A a set of links 

IJ : a set of origin-destination (O-D) pairs 

U ij a set of upper nests between O-D pair ij ∈ IJ 

M iju a set of transportation mode alternatives under the upper nest u ∈ U ij between O-D pair ij ∈ IJ 

R ijum 

a set of routes in mode m ∈ M iju under the upper nest u ∈ U ij between O-D pair ij ∈ IJ 

Variable 

ξ ijm 

the Gumbel distributed random error of mode m ∈ M iju between O-D pair ij ∈ IJ 

εijm 

the Weibull distributed random error of mode m ∈ M iju between O-D pair ij ∈ IJ 

ε i j 
umr the Weibull distributed random error of route r ∈ R ijum 

in mode m ∈ M iju under the upper nest u ∈ U ij between

O-D pair ij ∈ IJ 

V ijm 

the deterministic (observed) utility of mode m ∈ M iju between O-D pair ij ∈ IJ 

g 
i j 
umr the travel cost on route r ∈ R ijum 

in mode m ∈ M iju under the upper nest u ∈ U ij between O-D pair ij ∈ IJ 

q ij the travel demand between O-D pair ij ∈ IJ 

q 
i j 
um 

the travel demand of mode m ∈ M iju in nest u ∈ U ij between O-D pair ij ∈ IJ 

f 
i j 
umr the traffic flow on route r ∈ R ijum 

in mode m ∈ M iju under the upper nest u ∈ U ij between O-D pair ij ∈ IJ 

τ a the travel cost on link a ∈ A 

Parameters 

ϕiju the specific parameter of nest u ∈ U ij between O-D pair ij ∈ IJ 
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Fig. 1. Tree representations of the MNL and NL models. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ζ i j 
um 

the Weibull location parameter of mode m ∈ M iju under the upper nest u ∈ U ij between O-D pair ij ∈ IJ 

β i j 
um 

the Weibull shape parameter of mode m ∈ M iju under the upper nest u ∈ U ij between O-D pair ij ∈ IJ 

� 

i j 
umr the path-size factor on route r ∈ R ijum 

in mode m ∈ M iju under the upper nest u ∈ U ij between O-D pair ij ∈ IJ 

3. Weibit-based models 

In this section, we provide some background on the nested logit (NL) model and develop the nested weibit (NW) model

for mode choice. We also provide some background on the recently developed path-size weibit model for route choice. 

3.1. Nested logit model 

The NL model was developed to partially relax the independence assumption of the multinomial logit (MNL) model

( Ben-Akiva and Lerman, 1985 ). It uses a two-level tree structure to account for the similarities among the alternatives.

Using modes as the alternatives, Fig. 1 shows the mode alternatives m ∈ M iju sharing the same upper nest u ∈ U ij between

origin-destination (O-D) pair ij ∈ IJ are correlated ( Marzano and Papola, 2008 ). The random utility maximization (RUM)

model of the NL model can be presented as an additive form: 

U i jm 

= V i jm 

+ ξi jm 

, ∀ m ∈ M i ju , u ∈ U i j , i j ∈ IJ, (1)

where V ijm 

is the deterministic utility, and ξ ijm 

is the Gumbel distributed random error with the marginal cumulative dis-

tribution function (CDF) 

F ξi jm 
= exp 

(
−e −ξi jm 

)
, (2) 

and the joint CDF 

H = exp 

( 

−
∑ 

u ∈ U i j 

( ∑ 

m ∈ M i ju 

e 
− ξi jm 

ϕ i ju 

) ϕ i ju 
) 

, (3) 

ϕiju ∈ [0, 1] is the upper-nested-specific parameter, which can be considered as a degree of correlation between alterna-

tives ( Ben-Akiva and Lerman, 1985 ). A smaller ϕiju indicates a higher correlation between modes under nest u . When ϕiju 

equal to 1, the NL model collapses to the MNL model. 

The NL probability can be derived from ( Ben-Akiva and Lerman, 1985 ) 

P i j 
m 

= Pr 
(
V i jm 

+ ξi jm 

≥ V i jn + ξi jn , ∀ n � = m 

)
, ∀ m ∈ M i ju , u ∈ U i j , i j ∈ IJ 

= Pr 
(
V i jm 

− V i jn + ξi jm 

≥ ξ i j 
n , ∀ n � = m 

)
, ∀ m ∈ M i ju , u ∈ U i j , i j ∈ IJ (4) 

through 

P i j 
m 

= 

∫ + ∞ 

−∞ 

H 

i j 
m 

(
.., ξi jm 

, .. 
)
d ξi jm 

, (5) 

where H 

i j 
m 

is the partial derivative of the joint CDF with respect to (w.r.t.) ξ ijm 

. Note that the negative sign is added when

the joint survival is used. Then, the NL probability can be expressed as 

P i j 
m 

= 

exp 

(
1 

ϕ i ju 
V i jm 

)[ ∑ 

n ∈ M i ju 
exp 

(
1 

ϕ i ju 
V i jn 

)] ϕ i ju −1 

∑ 

t∈ U i j 

[ ∑ 

s ∈ M i jt 
exp 

(
1 

ϕ i jt 
V i js 

)] ϕ i jt 
, ∀ m ∈ M i ju , u ∈ U i j , i j ∈ IJ (6)

3.2. Nested weibit model 

Although the NL model can relax the independent issue, it still encounters the identical perception variance issue, where

each mode alternative has the same and fixed perception variance of π2 /6 ( Marzano and Papola, 2008 ). To overcome this
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drawback, we develop a nested weibit (NW) model from a copula viewpoint ( Nelsen, 2006 ) as follows. Recall that the joint

Gumbel distribution for the NL model can be expressed in Eq. (3) , and its marginal CDF is presented in Eq. (2) . Let u ijm 

be

the marginal CDF. Thus, the random error can be presented as 

ξi jm 

= − ln 

(
− ln u i jm 

)
. (7)

Using the inverse method (see Nelsen, 2006 ), we have the copula by substituting Eq. (7) in Eq. (3) (e.g., Bhat, 2009 ), i.e.,

C = exp 

( 

−
∑ 

u ∈ U i j 

( ∑ 

m ∈ M i ju 

(
− ln u i jm 

) 1 
ϕ i ju 

) ϕ i ju 
) 

(8)

Now consider the Weibull distributed random error of mode m between O-D pair ij whose CDF is 

F ε i jm 
= 1 − exp 

(
−ε i jm 

)
. (9)

Then, the marginal survival function of the weibit model can be expressed as 

ū i jm 

= F̄ ε i jm 
= exp 

(
−ε i jm 

)
(10)

Substituting Eq. (10) into the copula in Eq. (8) , we have a joint Weibull survival function 

H̄ = exp 

( 

−
∑ 

u ∈ U i j 

( ∑ 

m ∈ M i ju 

(
ε i jm 

) 1 
ϕ i ju 

) ϕ i ju 
) 

. (11)

The NW RUM model can be presented as a multiplicative form: 

U i jm 

= V i jm 

ε i jm 

, ∀ m ∈ M i ju , u ∈ U i j , i j ∈ IJ (12)

The NW probability can be derived from 

P i j 
mr = Pr 

(
V i jm 

ε i jm 

≥ V i jn ε i jn , ∀ n � = m 

)
, ∀ m ∈ M i ju , u ∈ U i j , i j ∈ IJ 

= Pr 
(
V i jm 

ε i jm 

/ V i jn ≥ ε i jn , ∀ n � = m 

)
, ∀ m ∈ M i ju , u ∈ U i j , i j ∈ IJ. 

(13)

Using Eq. (5) , we have 

P i j 
m 

= 

+ ∞ ∫ 
0 

(
ε i jm 

) 1 
ϕ i ju 

−1 

⎛ 

⎜ ⎝ 

∑ 

l∈ M i ju 

u ∈ U i j 

(
ε i jl 

) 1 
ϕ i ju 

⎞ 

⎟ ⎠ 

ϕ i ju −1 

exp 

( 

−
∑ 

v ∈ U i j 

( ∑ 

n ∈ M i jv 

(
ε i jn 

) 1 
ϕ i jv 

) ϕ i jv 
) 

d ε i jm 

. (14)

Substituting Eq. (13) into Eq. (14) gives 

P i j 
m 

= 

(
V i jm 

)1 − 1 
ϕ i ju 

⎛ 

⎜ ⎝ 

∑ 

l∈ M i ju 

u ∈ U i j 

(
V i jl 

)− 1 
ϕ i ju 

⎞ 

⎟ ⎠ 

ϕ i ju −1 

+ ∞ ∫ 
0 

exp 

( 

−V i jm 

ε i jm 

∑ 

v ∈ U i j 

( ∑ 

n ∈ M i jv 

(
V i jn 

)− 1 
ϕ i jv 

) ϕ i jv 
) 

d ε i jm 

. (15)

Then, we have the NW probability expression: 

P i j 
m 

= 

(
V i jm 

)− 1 
ϕ i ju 

[ ∑ 

n ∈ M i ju 

(
V i jn 

)− 1 
ϕ i ju 

] ϕ i ju −1 

∑ 

t∈ U i j 

[ ∑ 

s ∈ M i jt 

(
V i js 

)− 1 
ϕ i jt 

] ϕ i jt 
, ∀ m ∈ M i ju , u ∈ U i j , i j ∈ IJ (16)

Following the Weibull distribution variance (see Kitthamkesorn and Chen, 2013 for more details), the NW model has a

mode-specific perception variance as a function of V ijm 

as follows: (
σ i j 

m 

)2 = 

(
V i jm 

)2 
, ∀ m ∈ M i ju , u ∈ U i j , i j ∈ IJ (17)

Eq. (17) is the result of assuming the shape parameter and location parameter of the Weibull distribution as 1 and 0,

which leads to the exponential distribution with its mean equals to the standard deviation. Hence, a larger deterministic

term value would lead to a higher perception variance. However, one can incorporate the shape and location parameters in

the NW model similar to that in Kitthamkesorn and Chen (2013) for modelling flexibility. 

Consider the three-mode example in Fig. 1 . We assume that V ijm 

for auto, transit, and bike are 4, 2.5, and 1, respectively.

Without loss of generality, we compare the MNL, NL, and NW models under the go-green and go-gray scheme (i.e., middle

tree structure in Fig. 1 ) by setting the model parameters as ϕiju =1 for the auto mode, and varying ϕiju from 0.25, 0.5, and

1 for the transit and bike modes that share the upper nest. Table 1 presents the choice probability for all modes of each

model. Some observations for the models are summarized as follows: 
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Table 1 

Mode choice probability for the go-green and go-gray scheme. 

ϕ iju 0.25 0.5 0.75 1 

Model Auto Transit Bike Auto Transit Bike Auto Transit Bike Auto Transit Bike 

MNL 0.786 0.175 0.039 0.786 0.175 0.039 0.786 0.175 0.039 0.786 0.175 0.039 

NL 0.817 0.181 0.001 0.814 0.177 0.009 0.803 0.174 0.023 0.786 0.175 0.039 

NW 0.614 0.376 0.010 0.598 0.347 0.055 0.569 0.334 0.097 0.533 0.333 0.133 

Table 2 

Impact of additional mode incentive under the go-green and go-gray scheme. 

Scenario 1 2 3 

Incentive 0 + 0.25 0 + 0.5 0 + 1 

Model Auto Transit Bike Auto Transit Bike Auto Transit Bike 

MNL 0 .741 0 .212 0 .047 0 .690 0 .254 0 .057 0 .574 0 .348 0 .078 

(−5 .74%) (21 .03%) (21 .03%) (−12 .21%) (44 .74%) (44 .74%) (−26 .92%) (98 .65%) (98 .65%) 

NL 0 .760 0 .211 0 .029 0 .712 0 .254 0 .034 0 .600 0 .352 0 .048 

(−5 .3%) (21 .6%) (21 .6%) (−11 .33%) (46 .18%) (46 .18%) (−25 .29%) (103 .07%) (103 .07%) 

NW 0 .537 0 .343 0 .120 0 .509 0 .351 0 .139 0 .461 0 .366 0 .173 

(−5 .49%) (2 .89%) (22 .01%) (−10 .44%) (5 .45%) (41 .99%) (−18 .98%) (9 .8%) (76 .66%) 

Remark: The number in () presents the percentage change in mode choice probability compared to those in Table 1 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• The mode shares of the three modes (auto, transit, and bike) for the three models (MNL, NL and NW) satisfy conservation

(i.e., the sum of the three mode choice probabilities for all values of ϕiju equals to 1.0). 
• The MNL model gives the same mode choice probability for all values of ϕiju , while the NL model and NW model give

different results. As ϕiju for the transit and bike modes increases, both NL and NW models give a higher probability to

the transit and bike modes. 
• When ϕiju =1, the NL model gives identical results as those in the MNL model (i.e., the NL model collapses to the MNL

model). However, this is not the case for the NW model since the two models use different random error distributions

(Gumbel for MNL and NL and Weibull for NW). 
• On the other hand, the NW model collapses to the multinomial weibit (MNW) model ( Castillo et al., 2008 ) when ϕiju =1,

i.e., 

P i j 
m 

= 

(
V i jm 

)−1 

∑ 

s ∈ M i j 

(
V i js 

)−1 
, ∀ m ∈ M i j , i j ∈ IJ (18) 

• The logit models seem to give a higher probability on the go-green mode choice compared to that of the NW model.

This is because the MNL and NL models assume the same and fixed perception variance for all modes. 

Next, we examine the impact of adding more utility to transit and bike using ϕiju = 0.75 (i.e., column 3 in Table 1 ). Three

scenarios are created by adding an incentive of 0.25, 0.5, and 1.0 to the utility of transit and bike as shown in Table 2 . Recall

the base utility V ijm 

is 2.5 for transit and 1 for bike. For scenario 1, the new utility with an incentive of 0.25 would be 2.75

(2.5 + 0.25) for transit and 1.25 (1 + 0.25) for bike. Similarly, the new utilities are 3 and 1.5 for scenario 2 with an incentive

of 0.5, and 3.5 and 2 for scenario 3 with an incentive of 1, respectively. The results show that both transit and bike modes

receive a higher probability as the incentive increases. The MNL and NL models seem to be more sensitive to the incentive

than the NW model. This is because both logit models have the fixed perception variance of π2 /6 while the NW model has

the perception variance as a function of the deterministic utility (see Eq. (17) ). 

Note that there exists a similar probability increasing pattern in the transit and bike modes for both MNL and NL models.

This is because the lower nest of the NL model is similar to that of the MNL model. It is not sensitive to the additive utility

due to the fixed and same perception variance (i.e., only concern with the utility difference in computing the probability) as

shown in Fig. 2 . The NL probability pattern for the auto mode does not have such a problem since the logsum propagates

from the lower nest is sensitive to the additive utility. On the other hand, the NW model gives different mode choice

probability patterns for each additional unit of incentive. The mode choice in the lower nest is the MNW model. The mode-

specific perception variance can be calculated from Eq. (17) , where a higher utility is associated with a larger perception

variance. When propagating the MNW probability to the upper nest, we can represent it as an inverse of the summation of

mode utility in the lower nest. For example, we can show from this go-green and go-gray scheme as 

P auto = 

( V auto ) 
−1 

( V auto ) 
−1 + 

[ 
( V transit ) 

− 1 
ϕ t ransit ,bike + ( V bike ) 

− 1 
ϕ t ransit ,bike 

] ϕ t ransit ,bike 
= 

( V auto ) 
−1 

( V auto ) 
−1 + 

(
V t ransit ,bike 

)−1 
, (19) 
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Fig. 2. Comparison between NL and NW models. 

Table 3 

Direct elasticity and cross elasticity of the NL and NW models. 

Model Direct elasticity Cross elasticity 

NL 
ρ i j 

q x 
i j 
mq 

ϕ i j 
u 

( 1 − ϕ i j 
u P 

i j 
m + ( ϕ i j 

u − 1 ) P i j 

m | u ) 
n shares the same upper nest: 
ρ i j 

q x 
i j 
nq 

ϕ i j 
u 

( −ϕ i j 
u P 

i j 
n + ( ϕ i j 

u − 1 ) P i j 

n | u ) n does not 

share the same upper nest: −ρ i j 
q x 

i j 
nq P 

i j 
n 

NW 

ρ i j 
q x 

i j 
mq V 

−1 
i jm 

ϕ i j 
u 

( ϕ i j 
u P 

i j 
m + ( ϕ i j 

u − 1 ) P i j 

m | u − 1 ) 

n shares the same upper nest: 
ρ i j 

q x 
i j 
nq V 

−1 
i jn 

ϕ i j 
u 

( ϕ i j 
u P 

i j 
n − ( ϕ i j 

u − 1 ) P i j 

n | u ) n does 

not share the same upper nest: 

ρ i j 
q x 

i j 
nq V 

−1 
i jn 

P i j 
n 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

where 

V t ransit ,bike = 

[ 
( V transit ) 

− 1 
ϕ t ransit ,bike + ( V bike ) 

− 1 
ϕ t ransit ,bike 

] − 1 
ϕ t ransit ,bike 

(20)

To further explore the difference between the NL and NW models, we consider the direct elasticity and cross elasticity.

Let x 
i j 
mq be an attribute q in the deterministic utility V ijm 

, where V i jm 

= ρ i j 
0 

+ 

∑ 

q 
ρ i j 

q x 
i j 
mq . The direct elasticity describes the

effect of a change in the attribute x 
i j 
mq of mode m on the probability of choosing mode m , and the cross elasticity describes

the effect of a change in x 
i j 
nq of mode n � = m on the probability of choosing mode m . Obviously, the direct and cross elasticities

of the NW model are different from those of the NL model as presented in Table 3 . There are two main differences between

the elasticities of the two models. First, only the attribute x 
i j 
nq and the probability P 

i j 
m 

play a key role in the elasticity in the

NL model. The elasticity of the NW model, on the other hand, includes not only the attribute x 
i j 
nq and the probability P 

i j 
m 

, but

also the deterministic utility V ijm 

. This is because the NL model is based on an exponential function while the NW model

is based on a power function. Second, the sign of the elasticity is different between the NL and NW models. This indicates

that the deterministic utility V ijm 

of the NL model could be different from that of the NW model. For example, the NL model

uses the negative value of the travel time to consider the disutility. The NW model, in contrast, uses the positive value of

the travel time directly to compute the mode choice probability. Note that, from the cross elasticity, the NW could provide

similar characteristics as the NL model for the mode choices that share the same upper nest. This is because the NW model

could be insensitive to the multiplicative increasing of the utility ( Xu et al., 2015 ). We can adopt the Weibull parameters

like the MNW model and PSW model to enhance the model flexibility in handling mode-specific perception variance. 

Remark. P 
i j 
n | u is the lower nest probability as shown in Fig. 2 . 

In addition, the NW model has the covariance as a function of V ijm 

. 

Proposition 1. The covariance between modes in the nested weibit model is a function of the deterministic utility V ijm 

. 

Proof. The covariance can be calculated through 

cov 
[
U i jm 

, U i jn 

]
= E 

[
U i jm 

U i jn 

]
− E 

[
U i jm 

]
E 
[
U i jn 

]
, (21)

where E[] is the expected value. We begin with the first term of the right hand side (RHS). From Eq. (12) , we have 

E 
[
U i jm 

U i jn 

]
= E 

[
V i jm 

ε i jm 

V i jn ε i jn 

]
= V i jm 

V i jn E 
[
ε i jm 

ε i jn 

]
(22)
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Now, consider the second term of the RHS in Eq. (21) . From the marginal of εijm 

in Eq. (9) , E [ U ijm 

] = E [ V ijm 

εijm 

] = V ijm 

E [ εijm 

]

and is equal to V ijm 

. As such, the nested weibit covariance is 

cov 
[
U i jm 

, U i jn 

]
= V i jm 

V i jn E 
[
ε i jm 

ε i jn 

]
− V i jm 

V i jn (23) 

Note that when U ijm 

and U ijn are not under the same upper nest, E [ ε ijm 

ε ijn ] = E [ ε ijm 

] E [ ε ijn ] = 1 and the covariance is equal

to zero. In contrast, if U ijm 

and U ijn are under the same upper nest, E [ ε ijm 

ε ijn ] is not equal to zero, and hence the covariance

is a function of V ijm 

. This completes the proof. �
This is in contrast to the nested logit (NL) model. The NL model covariance is a function of the random error term alone.

From Eq. (1) , we have 

cov 
[
U i jm 

, U i jn 

]
= E 

[
U i jm 

U i jn 

]
− E 

[
U i jm 

]
E 
[
U i jn 

]
= E 

[(
V i jm 

+ ξi jm 

)(
V i jn + ξi jn 

)]
− E 

[
V i jm 

+ ξi jm 

]
E 
[
V i jn + ξi jn 

]
= E 

[
V i jm 

V i jn + V i jm 

ξi jn + V i jn ξi jm 

+ ξi jm 

ξi jn 

]
−
(
V i jm 

+ E 
[
ξi jm 

])(
V i jn + E 

[
ξi jn 

])
= E 

[
ξi jm 

ξi jn 

]
− E 

[
ξi jm 

]
E 
[
ξi jn 

]
(24) 

From the above equation, the NL model covariance is a function of the expected values of the random error term only.

Hence, the NL model covariance is fixed and independent to V ijm 

. 

Note that the CDF of ε ijm 

ε ijn can be determined by Manski and McFadden (1981) as follows: 

H φi j1 n .. φi jpm 

(
t i j1 n .. t i jpm 

)
= 

∞ ∫ 
−∞ 

∂ H ε i j1 .. ε i jm 

(
t i j1 .. t i jm 

)
∂ t i jm 

∣∣∣∣t i jn = φi jmn / x i jm 

, ∀ n 

d x i jm 

, (25) 

where φijmn =ε ijm 

ε ijn . From Eq. (11) , we have 

∂ H ε i j1 .. ε i jm 

(
t i j1 .. t i jm 

)
∂ t i jm 

= 

(
t i jm 

) 1 
ϕ i ju 

−1 

⎛ 

⎜ ⎝ 

∑ 

l∈ M i ju 

u ∈ U i j 

(
t i jl 

) 1 
ϕ i ju 

⎞ 

⎟ ⎠ 

ϕ i ju −1 

exp 

( 

−
∑ 

v ∈ U i j 

( ∑ 

n ∈ M i jv 

(
t i jn 

) 1 
ϕ i jv 

) ϕ i jv 
) 

. (26) 

Substituting φijmn =ε ijm 

ε ijn into Eqs. (25) and (26) gives 

H φi j1 n .. φi jpm 
( ) = −

∞ ∫ 
0 

(
t i jmm 

x i jm 

) 1 
ϕ i ju 

−1 

⎛ 

⎜ ⎝ 

∑ 

l∈ M i ju 

u ∈ U i j 

(
t i jlm 

x i jm 

) 1 
ϕ i ju 

⎞ 

⎟ ⎠ 

ϕ i ju −1 

exp 

(
− ∑ 

v ∈ U i j 

( ∑ 

n ∈ M i jv 

(
t i jnm 

x i jm 

) 1 
ϕ i jv 

)ϕ i jv )
d x i jm 

= −t i jmm 

⎛ 

⎜ ⎝ 

∑ 

l∈ M i ju 

u ∈ U i j 

(
t i jlm 

) 1 
ϕ i ju 

⎞ 

⎟ ⎠ 

ϕ i ju −1 

∞ ∫ 
0 

exp 

(
− 1 

x i jm 

∑ 

v ∈ U i j 

( ∑ 

n ∈ M i jv 

(
t i jnm 

) 1 
ϕ i jv 

)ϕ i jv 
)

d x i jm 

(27) 

The second term of the RHS needs to be computed numerically. With this, one can approximate H φi j1 n .. φi jpm 
( t i j1 n .. t i jpm 

)

and its corresponding PDF (i.e., h φi j1 n .. φi jpm 
( t i j1 n .. t i jpm 

) . Then, we can determine E [ ε ijm 

ε ijn ] = E [ φijmn ] to find the covariance in

Eq. (23) . Note that the correlation between the mode alternatives (i.e., corr = 

cov [ U i jm , U i jn ] 

σ i j 
m σ

i j 
n 

) is not affected by the change in

V ijm 

. From Eqs. (17) and (23) , the correlation between the mode alternatives is equal to 

co r r 
[
U i jm 

, U i jn 

]
= E 

[
ε i jm 

ε i jn 

]
− 1 (28) 

As such, the correlation depends on E [ ε ijm 

ε ijn ], which is based on the joint distribution. In other words, the correlation

is governed by ϕiju . 

Similar to the previous example presented in Table 2 , we examine the impact of the NW covariance feature using ϕiju 

= 0.75 (i.e., column 3 in Table 1 ). Three scenarios are created by adding an incentive of 1, 1.5, and 2 to the utility of transit

mode only as shown in Table 4 . As expected, the change in the transit probability is higher in the NL model. This is because

the NL model has a fixed covariance (see e.g., Marzano and Papola, 2008 ). In contrast, the NW covariance is a function of

the utility. The covariance is increased as the utility increases. Incorporating this feature with the perception variance, which

is also a function of the utility, the change in the transit probability is thus smaller for the NW model. 

3.3. Path-size weibit model 

To relax the identical perception variance issue in the MNL model, Castillo et al. (2008) developed the multinomial

weibit (MNW) model from the Weibull distribution. Then, Kitthamkesorn and Chen (2013) introduced a path-size factor to



S. Kitthamkesorn, A. Chen / Transportation Research Part B 103 (2017) 291–310 299 

Table 4 

An investigation of covariance impact under the go-green and go-gray scheme. 

Scenario 1 2 3 

Incentive 0 + 1 0 0 + 1.5 0 0 + 2 0 

Model Auto Transit Bike Auto Transit Bike Auto Transit Bike 

NL 0.773 0.216 0.011 0.726 0.261 0.013 0.617 0.365 0.018 

[1.279] a [1.279] [1.279] 

NW 0.570 0.357 0.074 0.544 0.365 0.091 0.498 0.378 0.124 

[2.408] [3.016] [3.704] 

a [ covariance ] between transit and bike modes using a numerical technique. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

the MNW utility function to develop the path-size weibit (PSW) model. This model can be expressed as the RUM model as

U 

i j 
umr = 

(
g i j 

umr − ζ i j 
um 

)β i j 
um 

� 

i j 
umr 

ε i j 
umr , ∀ r ∈ R i jum 

, m ∈ M i ju , u ∈ U i j , i j ∈ IJ, (29)

where ε i j 
umr is the Weibull distributed random error on route r in mode m under nest u between O-D pair ij , g 

i j 
umr is the

travel cost on route r in mode m under nest u between O-D pair ij , ζ i j 
um 

and β i j 
um 

are the Weibull parameters related to

the route-specific perception variance, and � 

i j 
umr ∈ ( 0 , 1 ] is the path-size factor which can be presented as ( Ben-Akiva and

Bierlaire, 1999 ) 

� 

i j 
umr = 

∑ 

a ∈ Y umr 

l uma 

L i j 
umr 

1 ∑ 

k ∈ R i jum 

δi j 

umak 

, ∀ r ∈ R i jum 

, m ∈ M i ju , u ∈ U i j , i j ∈ IJ, (30)

where l uma is the length of link a under nest u in mode m , L 
i j 
umr is the length of route r under nest u in mode m connecting

O-D pair ij , ϒumr is the set of all links in route r under nest u in mode m , δi j 
umar is equal to 1 for link a on route r under

nest u in mode m between O-D pair ij and 0 otherwise. The lengths in the common part and the route ratio (i.e., l uma / L 
i j 
umr )

approximate the route correlation, and 

∑ 

k ∈ R i jum 
δi j 

umak 
measures the contribution of link a in the route correlation (Frejinger

and Bierlaire, 2007). This path-size factor accounts for different route sizes determined by the length of links within a route

and the relative lengths of routes that share a link ( Ben-Akiva and Bierlaire, 1999 ). With the PSW RUM model in Eq. (29) ,

the PSW probability can be presented as 

P i j 
umr = 

� 

i j 
umr 

(
g i j 

umr − ζ i j 
um 

)−β i j 
um 

∑ 

k ∈ R i jum 
� 

i j 

umk 

(
g i j 

k 
− ζ i j 

um 

)−β i j 
um 

, ∀ r ∈ R i jum 

, m ∈ M i ju , u ∈ U i j , i j ∈ IJ (31)

4. Combined modal split and traffic assignment problem 

In this section, we provide the assumptions, the mathematical programming (MP) formulation for the combined modal

split and traffic assignment (CMSTA) problem using the nested weibit (NW) mode choice model and path-size weibit (PSW)

route choice model, and some properties of the MP formulation. Let q ij be the travel demand between O-D pair ij , and q 
i j 
um

be the travel demand of mode m in nest u between O-D pair ij . After applying the NW and PSW probabilities as a function

of the route cost as a function of τ a travel cost on link a and � ijum 

exogenous modal attractiveness on mode m in nest

u between O-D pair ij , we have f 
i j 
umr traffic flow on route r in mode m and nest u between O-D pair ij . With a route/link

relationship, we have v a traffic flow on link a . To begin with, some assumptions are made. 

4.1. Assumptions 

Assumption 1. The travel cost τ a which could be a function of the travel time is a strictly increasing function w.r.t. its own

flow. 

Since we cannot easily decompose ζ i j 
um 

into the link level, we make another assumption: 

Assumption 2. ζ i j 
um 

= 0 . 

Note that the variational inequality (VI) formulation can be adopted to incorporate ζ i j 
um 

(e.g., Zhou et al., 2009 ). Since the

weibit model is the multiplicative RUM model, the deterministic part is simply a set of multiplicative explanatory variables

(e.g., Cooper and Nakanishi, 1988 ). Then, the route travel cost assumption is: 
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Assumption 3. The route travel cost function consists of the multiplicative link travel costs, i.e., 

g i j 
umr = 

∏ 

a ∈ Y umr 

τa , ∀ r ∈ R i jum 

, m ∈ M i ju , u ∈ U i j , i j ∈ IJ (32)

This assumption maintains the weibit relative cost criterion where the travelers are assumed to make a decision based

on the relative difference of the utility ( Fosgerau and Bierlaire, 2009 ). It makes the route travel cost decomposable to a

link level and workable with the Beckmann’s transformation (i.e., multiplicative Beckmann objective function). One possible

non-linear travel cost functional forms could be the exponential function of travel time. With the exponential travel cost

function, travelers could be assumed as a constant risk averse when selecting the route ( Mirchandani and Soroush, 1987 ). 

Following the path-size logit (PSL) SUE formulation ( Chen et al., 2012b ), the path-size factors are assumed to be flow

independent: 

Assumption 4. l a and L 
i j 
umr are flow independent. 

Note that we can also adopt the VI formulation ( Zhou et al., 2012 ) to incorporate the flow dependent path-size factors. 

4.2. Mathematical programming formulation 

Based on the above assumptions, the mathematical program for the CMSTA problem can be formulated as follows: 

min Z = Z 1 + Z 2 + Z 3 + Z 4 + Z 5 + Z 6 

= 

∑ 

a ∈ A 

v a ∫ 
0 

ln τa ( ω ) dω + 

∑ 

i j∈ IJ 

∑ 

u ∈ U i j 

∑ 

m ∈ M i ju 

∑ 

r∈ R i jm 

1 

β i j 
um 

f i j 
umr 

(
ln f i j 

umr − 1 

)
−
∑ 

i j∈ IJ 

∑ 

u ∈ U i j 

∑ 

m ∈ M i ju 

∑ 

r∈ R i jm 

1 

β i j 
um 

f i j 
umr ln � 

i j 
umr 

+ 

∑ 

i j∈ IJ 

∑ 

u ∈ U i j 

∑ 

m ∈ M i ju 

(
ϕ i ju −

1 

β i j 
um 

)
q i j 

um 

(
ln q i j 

um 

− 1 

)
+ 

∑ 

i j∈ IJ 

∑ 

u ∈ U i j 

(
1 − ϕ i ju 

)( ∑ 

m ∈ M i ju 

q i j 
um 

) ( 

ln 

( ∑ 

m ∈ M i ju 

q i j 
um 

) 

− 1 

) 

+ 

∑ 

i j∈ IJ 

∑ 

u ∈ U i j 

∑ 

m ∈ M i ju 

q i j 
um 

ln �i jum 

(33) 

s . t . 
∑ 

r∈ R i jum 

f i j 
umr = q i j 

um 

, ∀ m ∈ M i ju , u ∈ U i j , i j ∈ IJ, (34)

∑ 

u ∈ U i j 

∑ 

m ∈ M i ju 

q i j 
um 

= q i j , ∀ i j ∈ IJ, (35) 

f i j 
umer ≥ 0 , ∀ r ∈ R i jum 

, m ∈ M i ju , u ∈ U i j , i j ∈ IJ;
q i j 

um 

≥ 0 , ∀ m ∈ M i ju , u ∈ U i j , i j ∈ IJ 
, (36) 

where f 
i j 
umr is the traffic flow on route r in mode m and nest u between O-D pair ij ; q 

i j 
um 

is the demand of mode m in nest

u between O-D pair ij; q ij is the demand between O-D pair ij ; and � ijum 

is an exogenous modal attractiveness on mode

m in nest u between O-D pair ij . Eq. (33) is the objective function of the combined NW-PSW model, which consists of six

terms. Each term has its own meaning and its contribution to the Karush–Kuhn–Tucker conditions in deriving the NW and

PSW probability expressions for mode choice and route choice, respectively. These six terms are: Z 1 is the multiplicative

Beckmann’s transformation ( Kitthamkesorn and Chen, 2013 ) corresponding to the multiplicative route travel cost; Z 2 is the

well-known entropy term ( Fisk, 1980 ) reflecting the stochastic effect of random perception; Z 3 is the penalty term using

the path-size factor ( Ben-Akiva and Bierlaire, 1999 ) to capture the similarities among the routes; Z 4 and Z 5 are respectively

related to the conditional and marginal probabilities of the NW modal split function; and Z 6 is the attractiveness term incor-

porated to model the exogenous modal utility. The parameters in the objective function also play a role in the derivation of

the closed-form probability expressions that are consistent with the nested weibit model for mode choice and the path-size

weibit model for route choice (see the proofs for Propositions 2 and 3 ). Eqs. (34) and (35) are the conservation constraints.

Eq. (36) are the non-negativity constraints on the two sets of decision variables (i.e., modal splits and route flows). 

Note that the combined NW-PSW model developed in this paper can be considered as an extension of the PSW stochastic

user equilibrium (SUE) with elastic demand (ED) or PSW-SUE-ED for short and the combined MNL mode choice and PSW-

SUE route choice (or combined MNL-PSW) model by Kitthamkesorn et al. (2015) . The main differences between the com-

bined NW-PSW model and the PSW-SUE-ED/combined MNL-PSW models include: (a) the decision variables (modal splits

and route flows) need to account for the nested structure of mode choice (i.e., q 
i j 
um 

and f 
i j 
umr instead of q ij and f 

i j 
r for the

PSW-SUE-ED model or q 
i j 
m 

and f 
i j 
mr for the combined MNL-PSW model), and (b) the conditional and marginal probabilities

of the NW modal split function represented by two entropy terms in Z 4 and Z 5 . When ϕiju =1 (i.e., no nesting structure, just

a single-level tree structure), the combined NW-PSW model becomes the combined MNW-PSW model; when � 

i j 
r = 1 (i.e.,

no route overlapping), the combined NW-PSW model reduces to the combined NW-MNW model; and when both ϕiju =1

and � 

i j = 1 , the combined NW-PSW model collapses to the combined MNW-MNW model. 
r 
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4.3. Solution properties 

In this section, some properties of the MP formulation are provided. 

Proposition 2. The MP formulation in Eqs. (33) through ( 36 ) provides the NW mode choice and the PSW route choice. 

Proof. The Lagrangian ( L ) of the equivalent MP problem w.r.t. the constraints can be formulated as: 

L = Z + 

∑ 

i j∈ IJ 

∑ 

u ∈ U i j 

∑ 

m ∈ M i ju 

φi j 
um 

( 

q i j 
um 

−
∑ 

r∈ R i jum 

f i j 
umr 

) 

+ 

∑ 

i j∈ IJ 

∑ 

u ∈ U i j 

λi j 

( 

q i j −
∑ 

u ∈ U i j 

∑ 

m ∈ M i ju 

q i j 
um 

) 

, (37)

where φi j 
um 

and λij are the dual variables associated with the conservation constraints. 

Given that L has to be minimized w.r.t. route flows, the following conditions have to hold: 

∂L / ∂ f i j 
umr = 0 ⇒ β i j 

um 

∑ 

a ∈ A 
ln τa δ

i j 
ra + ln f i j 

umr − ln � 

i j 
umr = β i j 

um 

φi j 
um 

. (38)

From Assumption 3 , we have 

f i j 
umr = exp 

(
β i j 

um 

φi j 
um 

)
� 

i j 
umr 

(
g i j 

umr 

)−β i j 
um 

(39)

The summation of f 
i j 
umr gives 

q i j 
um 

= 

∑ 

r∈ R i jum 

f i j 
umr = exp 

(
β i j 

um 

φi j 
um 

) ∑ 

r∈ R i jum 

� 

i j 
umr 

(
g i j 

umr 

)−β i j 
um 

(40)

Dividing Eq. (39) by Eq. (40) gives the PSW route choice, i.e., 

P i j 
umr = 

f i j 
umr 

q i j 
um 

= 

� 

i j 
umr 

(
g i j 

umr 

)−β i j 
um 

∑ 

k ∈ R i jum 
� 

i j 

umk 

(
g i j 

umk 

)−β i j 
um 

(41)

Then, we consider the mode choice: 

∂L / ∂q i j 
um 

= 0 ⇒ 

(
ϕ i ju −

1 

β i j 
um 

)
ln q i j 

um 

+ 

(
1 − ϕ i ju 

)
ln 

( ∑ 

m ∈ M i ju 

q i j 
um 

) 

+ ln �i jum 

+ φi j 
um 

− λi j = 0 (42)

From Eq. (40) , φi j 
um 

can be defined as 

φi j 
um 

= 

1 

β i j 
um 

ln q i j 
um 

− 1 

β i j 
um 

ln 

∑ 

r∈ R i jum 

� 

i j 
umr 

(
g i j 

umr 

)−β i j 
um 

, (43)

where the second term in the right hand side is the logarithmic expected travel cost (ETC) ( Kitthamkesorn et al., 2015 ). Let

w 

i j 
um 

be the logarithmic ETC. Eq. (42) can be rearranged as 

q i j 
um 

( ∑ 

m ∈ M i ju 

q i j 
um 

) 

1 −ϕ i ju 
ϕ i ju 

= exp 
(
λi j 

)(
�i jum 

exp 

(
−w 

i j 
um 

)) 1 
ϕ i ju , (44)

∑ 

m ∈ M i ju 

q i j 
um 

= 

[ 

exp 
(
λi j 

) ∑ 

m ∈ M i ju 

(
�i jum 

exp 

(
−w 

i j 
um 

)) 1 
ϕ i ju 

] ϕ i ju 

, and (45)

q i j = 

∑ 

u ∈ U i j 

∑ 

m ∈ M i ju 

q i j 
um 

= 

⎡ 

⎣ exp 
(
λi j 

) ∑ 

u ∈ U i j 

( ∑ 

m ∈ M i ji 

�i jum 

exp 

(
−w 

i j 
um 

)) 

1 
ϕ i ju 

⎤ 

⎦ 

ϕ i ju 

(46)

From Eq. (44) through Eq. (46) , we have 

P i j 
um 

= 

q i j 
um 

q i j 

= 

(
�i jum 

exp 

(
−w 

i j 
um 

)) 1 
ϕ i ju 

[ ∑ 

m ∈ M i ju 

(
�i jum 

exp 

(
−w 

i j 
um 

)) 1 
ϕ i ju 

] ϕ i ju −1 

[ ∑ 

t∈ U i j 

(∑ 

s ∈ M i ji 
�i jts exp 

(
−w 

i j 
ts 

)) 1 
ϕ i jt 

] ϕ i jt 
(47)
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Since �i jum 

exp ( −w 

i j 
um 

) is the utility, let V i jm 

= ( �i jum 

exp ( −w 

i j 
um 

) ) −1 . Then, the above equation is the NW mode choice.

This completes the proof. �

Proposition 3. The solution of NW-PSW model is unique. 

Proof. It is sufficient to prove that the objective function in Eq. (33) is strictly convex in the vicinity of route flows and

modal splits and that the feasible region is convex. 

The Hessian matrix of Z 1 +Z 2 +Z 3 w.r.t. the route flow variables can be defined as 

∂ 2 ( Z 1 + Z 2 + Z 3 ) 

∂ f i j 
umr ∂ f 

i j 

umk 

= 

{
1 
τa 

d τa 

d v a δ
i j 
umra + 

1 

β i j 
um f 

i j 
umr 

> 0 ; r = k 

0 ; otherwise 
(48) 

This implies the positive definite matrix. The Hessian matrix of the Z 4 +Z 5 +Z 6 w.r.t. the modal demand variables can be

defined as 

∂ 2 ( Z 4 + Z 5 + Z 6 ) 

∂ q i j 
um 

∂ q i j 
tn 

= 

{ 

(
ϕ i ju − 1 

β i j 
um 

)
/ q i j 

um 

+ 

(
1 − ϕ i ju 

)
/ 
∑ 

m ∈ M i ju 

q i j 
um 

> 0 ; u = t, m = n 

0 ; otherwise 

, (49) 

This also implies the positive definite matrix. Therefore, the NW-PSW model has a unique solution for both route flows

and modal splits. This completes the proof. �
Further, from the nested weibit covariance is a function of the deterministic utility, the mode covariance is also a function

of the traffic condition and network topology. 

Proposition 4. The covariance between modes in the NW-PSW model is a function of the traffic condition and network topology.

Proof. From Eq. (47) , V i jm 

= ( �i jum 

exp ( −w 

i j 
um 

) ) −1 , w 

i j 
um 

is the logarithmic ETC (see Eq. (43) ). Then, the mode choice utility

can be expressed as 

U i jm 

= 

(
�i jum 

exp 

(
1 

β i j 
um 

ln 

∑ 

r∈ R i jum 

� 

i j 
umr 

(
g i j 

umr 

)−β i j 
um 

))−1 

ε i jm 

= 

( 

�i jum 

[ ∑ 

r∈ R i jum 

� 

i j 
umr 

(
g i j 

umr 

)−β i j 
um 

] 1 

β
i j 
um 

) −1 

ε i jm 

. 

(50) 

From Eq. (22) , we have the covariance between a mode pair under the same upper nest u as 

cov 
[
U i jm 

, U i jn 

]
= 

( 

�i jum 

[ ∑ 

r∈ R i jum 

� 

i j 
umr 

(
g i j 

umr 

)−β i j 
um 

] 1 

β
i j 
um 

) −1 ( 

�i jun 

[ ∑ 

r∈ R i jun 

� 

i j 
unr 

(
g i j 

unr 

)−β i j 
un 

] 1 

β
i j 
un 

) −1 

×
(
E 
[
ε i jm 

ε i jn 

]
− 1 

)
. 

(51) 

It can be seen that the NW mode choice covariance resulted from the MP formulation of the NW-PSW model is a function

of the traffic conditions in terms of the route travel cost g 
i j 
umr and the network topology in terms of the path-size factor

� 

i j 
umr . This complete the proof. �
Note that from Proposition 4 , when the routes between an O-D pair are longer, the mode utility is smaller. Further, when

the route overlapping � 

i j 
umr is larger, it also lowers the mode utility. This feature suggests that the nested weibit model has

the capability to adjust the mode share by lowering the utility for modes with longer routes and/or larger overlapped seg-

ments. When applying to the go-green mode promotion strategy as an example, the go-green modes should have a shorter

route length compared to the other modes. In addition, the go-green modes should have a smaller overlapped segment for

promoting green transportation. 

4.4. Solution procedure 

This study adopts the path-based partial linearization algorithm combined with a self-regulated averaging (SRA) line

search strategy to solve the proposed NW-PSW model. The path-based partial linearization method belongs to the descent

direction algorithm for solving continuous optimization problems ( Patriksson, 1994 ). In general, the partial linearization

method has the search direction obtained by solving a partial linearized subproblem and an approximate stepsize obtained

by the classical generalized Armijo rule ( Bertsekas, 1976 ). Note that the stepsize approximation could be computationally

expensive for a complex objective function. As such, this study adopts the SRA scheme recently proposed by Liu et al.

(2009) to determine a stepsize without the need to evaluate the complex objective and / or its derivatives. This SRA scheme

determine the stepsize based on the residual error and the stepsize in the current iteration to evaluate the stepsize in the

next iteration. It is shown to satisfy the convergence condition ( Robbins and Monro, 1951; Blum, 1954; Liu et al., 2009 ). A

brief detail for applying the path-based partial linearization algorithm combined with a SRA line search strategy to solve

the combined NW-PSW model is as follows. The search direction can be done by updating the link costs and route costs,

computing the NW mode choice probabilities and PSW route choice probabilities, and assigning the auxiliary mode-specific
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Table 5 

Characteristics of the two-route network. 

Network 

Short network Long network 

Route Upper Lower Upper Lower 

Auto 10 + f i j 
umr / 10 5 + f i j 

umr / 10 30 + f i j 
umr / 10 25 + f i j 

umr / 10 

Transit 15 + f i j 
umr / 20 10 + f i j 

umr / 20 35 + f i j 
umr / 20 30 + f i j 

umr / 20 

Bike 20 + f i j 
umr / 20 15 + f i j 

umr / 20 40 + f i j 
umr / 20 45 + f i j 

umr / 20 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

demands and auxiliary route flows according to the NW probabilities for mode choice and the PSW probabilities for route

choice, respectively. Then, the SRA scheme is used to determine the stepsize for updating the modal splits and route flows.

These two steps are solved iteratively until some convergence criterion is satisfied. For small networks used in this study,

we enumerate the routes and focus on the route equilibration procedure to produce the equilibrium solution that is consis-

tent with the mode choice and route choice probabilities. However, a column generation procedure could be incorporated to

generate routes as needed in the partial linearization algorithm. In other words, the partial linearization algorithm can work

with both route enumeration and column generation. For the partial linearization algorithm with route enumeration, see

Chen et al. (2014) for solving the paired combinatorial logit (PCL) SUE model, and Kitthamkesorn and Chen (2013,2015) for

solving the weibit-based SUE model with fixed demand and elastic demand, respectively. For the partial linearization algo-

rithm with column generation, see Bell et al. (1997), Chen et al. (2009, 2010) , and Ryu et al. (2014b) for solving the path

flow estimator, and Yang et al. (2013) for solving the combined travel-destination-mode-route choice model. 

5. Numerical experiments 

This section provides two numerical examples to illustrate features of the NW-PSW model. The proposed model results

are also compared to those provided by the MNL-MNL model and NL-CNL model ( Kitthamkesorn et al., 2016 ). Without loss

of generality, the model parameters are assumed as β i j 
um 

= 3 . 7 , ϕiju =0.5 for the correlated modes, ϕiju =1 for the indepen-

dent mode, and � ijum 

=1 unless specified otherwise. Note that β i j 
um 

= 3 . 7 is used to provide the route coefficient of variation

of 0.3 ( Kitthamkesorn and Chen, 2013 , 2014 ). For the two logit models (MNL-MNL and NL-CNL), the route dispersion pa-

rameter is set equal to 0.1, and � ijum 

=0. 

5.1. Example 1: two-route network 

A two-route network with different trip lengths (i.e., short network and long network) shown in Table 5 is used in this

example. Both networks consist of three modes, including automobiles, transit, and bicycles for each route. The free flow

travel time (FFTT) of the upper route is 5 units longer than the lower route for all modes. Note that the upper route is two

times longer than the lower route in the short network, while the upper route is only about 20% longer than the lower

route in the long network. The O-D demand is 200 units. The nested structure is the go-green and go-gray scheme where

transit and bike share the same upper nest (see Fig. 1 for the tree structure representation). The purpose of using a simple

two-route network is three-fold: (a) to demonstrate the correctness of the NW-PSW model as a CMSTA problem, (b) to in-

vestigate the effect of heterogeneous perception variance on mode choice and route choice, and (c) to compare the proposed

NW-PSW model with the classical MNL-MNL model, which assumes the perception error is independently and identically

Gumbel distributed (i.e., not accounting for correlation among alternatives and assuming identical perception variance for all

alternatives), and the NL-CNL model proposed by Kitthamkesorn et al. (2016) , which adopts the Gumbel distribution as the

perception error while using a two-level tree structure to only account for the correlation among alternatives (i.e., nested

logit (NL) model for mode choice and cross nested logit (CNL) model for route choice). Using a simple two-route network

with three modes has the benefits of clearly articulating the effects highlighted above, particularly the differences between

the logit-based and weibit-based models. 

Table 6 provides the results of three models (i.e., MNL-MNL, NL-CNL, and NW-PSW) for both short and long net-

works. First, we check the correctness of the results by checking conservation for both mode choice and route choice.

As expected, the modal splits for both short and long networks satisfy the probability conservation (e.g., for the short

network: 61.94 + 36.52 + 1.54 = 10 0.0 0 for the MNL-MNL model, 62.53 + 37.38 + 0.09 = 10 0.0 0 for the NL-CNL model, and

47.43 + 33.25 + 19.32 = 10 0.0 0 for the NW-PSW model). 

Next, we test the impact of heterogeneous perception variance from the short and long networks. The results show that

both MNL-MNL and NL-CNL models cannot handle the heterogeneous perception variance. These two models give the same

route choice probability for both short and long networks. This is because both MNL-MNL and NL-CNL models have the

identically distributed assumption (i.e., all perception variances are the same and fixed) despite that the NL-CNL model uses

a two-level tree structure to handle the independence assumption for both mode choice and route choice. On the other
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Table 6 

Route share and mode share of three models for both short and long networks. 

Model Route share Mode share 

Short network Long network Short network Long network 

Upper route Lower route Upper route Lower route 

Auto MNL-MNL 42.32% 57.68% 42.32% 57.68% 61.94% 61.94% 

NL-CNL 42.35% 57.65% 42.35% 57.65% 62.53% 62.53% 

NW-PSW 34.67% 65.33% 40.61% 59.39% 47.43% 44.57% 

Transit MNL-MNL 39.56% 60.44% 39.56% 60.44% 36.52% 36.52% 

NL-CNL 39.60% 60.40% 39.60% 60.40% 37.38% 37.38% 

NW-PSW 28.23% 71.77% 38.71% 61.29% 33.25% 34.01% 

Bike MNL-MNL 37.84% 62.16% 37.84% 62.16% 1.54% 1.54% 

NL-CNL 37.75% 62.25% 37.75% 62.25% 0.09% 0.09% 

NW-PSW 29.94% 70.06% 40.34% 59.66% 19.32% 21.42% 

Table 7 

Expected perceived travel time of three models for both short and long 

networks. 

Model Short network Long network 

Auto 

MNL-MNL 6.64 26.71 

NL-CNL 6.64 26.71 

NW-PSW 

∗ 2.30 3.27 

Transit 

MNL-MNL 7.17 27.22 

NL-CNL 7.17 27.22 

NW-PSW 

∗ 2.43 3.34 

Bike 

MNL-MNL 10.34 35.26 

NL-CNL 10.34 35.26 

NW-PSW 

∗ 2.70 3.58 

∗ The NW-PSW model uses the logarithmic expected travel time. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

hand, the NW-PSW model gives different route choice results for the short and long networks. This is due to the perception

variance of the Weibull distribution is a function of route cost. Hence, the lower route in the short network receives a larger

share than that of the long network. 

When considering the mode share, both MNL-MNL model and NL-CNL model give the same results for both short and

long networks. This is because the exponential proportion of the expected perceived travel time (i.e., the log sum) is the

same for both networks. In contrast, the NW-PSW model has different mode shares for each network. Its logarithmic ex-

pected perceived travel time of all modes becomes more similar for the longer network (i.e., both alternatives becomes more

similar) in Table 7 and Fig. 3 . As such, the go-green modes receive a higher share in the long network. 

Then, we investigate the impact of the mode similarity in the short network. The parameter ϕiju for the go-green modes

is varied from 0.01 to 1. We can observe that the NW-PSW model is more sensitive to the change in ϕiju as shown in Fig. 4 .

This is because the covariance and perception variance of the NW-PSW model is a function of the deterministic utility. The

change in ϕiju impacts the choice correlation, covariance, and perception variance. By using a numerical method to compute

the correlation, the covariance and correlation between transit and bike can be presented in Fig. 5 (see Eqs. (21) and (27) ). 

Both NL-CNL and NW-PSW models have the correlation approaches to one as ϕiju → 0 and the correlation equals to

zero when ϕiju =1. The NL-CNL model seems to have a stronger correlation than the NW-PSW model. However, the NW-

PSW model presents a larger covariance between transit and bike modes. This results in a more dispersed mode share.

At a lower ϕiju or a higher correlation, the covariance is high, and the expected perceived travel cost of each mode is

smaller according to the dispersed assignment results. At a higher ϕiju or a smaller correlation, the covariance is low, but

the expected perceived travel cost is high according to maintain the attractiveness of each mode at equilibrium. Hence, the

mode perception variance is high. In other words, for the NW model, the covariance dominates the mode share at a lower

ϕiju while the mode perception variance dominate the result at a higher ϕiju . 

To visualize the change in the perception variance, we use the perception variance ratio of transit over bicycle. The per-

ception variance ratio resulted from the NL-CNL model equals to one since the NL model has the predetermined perception

variance of π2 /6 for both modes under the same nest (e.g., Ben-Akiva and Lerman, 1985 ). In contrast, the perception vari-

ance ratio resulted from the NW-PSW model changes according to the value of ϕiju . This is because the NW-PSW model has

the perception variance as a function of the route travel time and logarithmic expected perception variance (see Eq. (17) ).

The change in ϕiju would change the choice pattern, route travel time, logarithmic expected perception variance, and hence
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Fig. 3. Multi-dimensional equilibrium demand and choice probability patterns. 

Fig. 4. Mode share by varying ϕ iju of the go-green modes in the short network. 

 

 

the perception variance. As ϕiju increases, the perception variances of transit and bike become more similar. With these, the

choice patterns between the NL-CNL and NW-PSW models could be different. In sum, the change in ϕiju impacts correlation,

covariance, and perception variance in the choice patterns of the NW-PSW model. 
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Fig. 5. Correlation, covariance, and variance ratio by varying ϕ iju of the go-green modes in the short network. 
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Fig. 6. Modified Nguyen–Dupuis network. 

 

 

 

 

 

 

 

5.2. Example 2: Nguyen–Dupuis network 

Similar to the simple two-route network used in example 1, example 2 adopts the modified Nguyen–Dupuis network

shown in Fig. 6 to obtain important insights of using different nested structure configurations (see Fig. 1 for the tree struc-

ture representations) and different models (i.e., logit-based NL-CNL model and weibit-based NW-PSW model) to model

the go-green and go-gray scheme and the motorized and non-motorized scheme. Compared to the two-route network, the

Nguyen–Dupuis network has four O-D pairs with routes consisting of multiple links (i.e., link equals to route as in the two-

route network) and multiple modes. The four O-D pairs are (1,2), (1,3), (4,2), and (4,3) with the O-D demands of 50 0, 50 0,

60 0, and 30 0 travelers per hour, respectively. The link travel time function is the Bureau of Public Road (BPR) type function.

The link travel time for the auto is 

t a = t 0 a 

[
1 + 0 . 15 ( v a / c a ) 4 

]
, (52) 
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Table 8 

Characteristics of the modified Nguyen–Dupuis network. 

Auto Distance (km) FFTT (min) Capacity (vph) 

Link 1 2.5 2.5 500 

Link 2 2.5 2.5 300 

Link 3 2.0 2.0 400 

Link 4 4.0 4.0 500 

Link 5 3.0 3.0 400 

Link 6 2.5 2.5 300 

Link 7 3.0 3.0 600 

Link 8 2.5 2.5 200 

Link 9 2.5 2.5 200 

Link 10 2.5 2.5 250 

Link 11 2.5 2.5 400 

Link 12 2.5 2.5 400 

Link 13 3.75 3.75 400 

Link 14 2.5 2.5 400 

Link 15 2.0 2.0 400 

Link 16 2.5 2.5 500 

Link 17 2.5 2.5 300 

Link 18 7.0 7.0 400 

Link 19 3.0 3.0 400 

Transit Distance (km) FFTT (min) Capacity (pph) 

Section 1 2.5 2.5 300 

Section 2 2.5 2.5 300 

Section 3 10 10 600 

Section 4 2.5 2.5 300 

Section 5 2.5 2.5 300 

Bike Distance (km) FFTT (min) Capacity 

Bike lane 10 30 –

Auto
87%

Transit
12%

Bike 1%

NL-CNL
Go-green and 

Go-gray

Auto
86%

Transit
11%

Bike 3%

NL-CNL
Motorized and 
Non-motorized

Auto
74%

Transit
19%

Bike 7%

NW-PSW
Go-green and 

Go-gray

Auto
72%

Transit
16%

Bike 12%

NW-PSW
Motorized and 
Non-motorized

Fig. 7. Mode share for the modified Nguyen–Dupuis network. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

and the link travel time for the transit is 

t a = t 0 a 

[
1 + 0 . 5 ( v a / c a ) 2 

]
, (53)

where t a is the link travel time function on link a , t 0 a is the free flow travel time on link a , and c a is the capacity on link a .

For the bike mode, the travel time is fixed at 30 min for each route. Detailed network characteristics can be found in Table 8 .

The value of � ijum 

for the go-green modes (i.e., transit and bike) is equal to 1. Since the logit model is an additive RUM

model and the weibit model is a multiplicative RUM model, we set the travel cost for comparison reason as follows: 

h a = 0 . 25 t a and , τa = e 0 . 075 t a , ∀ a ∈ A (54)

where h a is the link travel cost for the logit model. 

The mode share results for the two nested structure configurations are presented in Fig. 7 . From the results, it is apparent

that the nested structure configurations do have an impact on the mode shares. The independent mode (i.e., the auto mode

in the go-green and go-gray scheme and the bike mode in the motorized and non-motorized scheme) receives a higher

share. This result is consistent with Kitthamkesorn et al. (2016) . Note that the NW-PSW model give a higher go-green mode

share since it considers both mode-specific perception variance and route-specific perception variance. 

Then, we vary the demand level and the exogenous modal utility � ijum 

. The demand level is varied from 0.5 to 4 times

of the base O-D demands, and � ijum 

of the go-green modes (i.e., transit and bike) is varied from 0 to 5. As the demand

level increases, the difference between the mode share estimated under each scheme (i.e., mode share from the go-green
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Fig. 8. Mode share difference when varying � ijum and demand level. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

go-gray scheme minus mode share from the motorized and non-motorized scheme) is decreased. This is because the con-

gestion effect dominates the results. On the other hand, when � ijum 

increases, the mode share difference also increases.

The NW-PSW model seems to provide a larger mode share difference than the NL-CNL model. This is because the NW-PSW

exogenous utility is a multiplicative type as the weibit model, which is a member of the multiplicative RUM model. This is

unlike the NL-CNL model which has � ijum 

as an additive form. As such, the mode share resulted from the NW-PSW model

will be more sensitive to the change in � ijum 

( Fig. 8 ). 

6. Concluding remarks 

This paper presented an alternate weibit-based combined modal split and traffic assignment (CSMTA) model based on

random utility theory derived from the Weibull distribution. The main contributions are twofold: (1) the development of

a nested weibit model, and (2) the development of a weibit-based CSMTA model as a mathematical programming (MP)

formulation. The nested weibit (NW) model was developed by adapting the nested structure of the well-established nested

logit (NL) model with the Weibull distributed random error for modeling mode choice, while the recently developed path-

size weibit (PSW) model was adopted for modeling route choice. The development of a MP formulation for the combined

NW-PSW model was provided to simultaneously consider both similarities and heterogeneous perception variance in the

joint mode-route travel choice decisions under congestion. The benefits of a MP formulation are: (1) Optimality condi-

tions are readily interpretable and easily understandable (i.e., the Kuhn–Tucker conditions provide the equivalency between

the MP formulation and the weibit-based mode choice and route choice probabilities), and (2) convergent algorithms (e.g.,

partial linearization algorithm) are readily available for solving the weibit-based CMSTA model. Numerical examples were

performed to illustrate features of the proposed combined NW-PSW model. Through the examples, the mode share re-

sulting from the combined NW-PSW model is more sensitive to changes in model parameters and network characteristics

than those produced by the two logit-based models (MNL-MNL and NL-CNL). This is because the proposed model has the

mode-specific and route-specific perception variance. The perception variance is a function of the (dis)utility. Moreover, its

exogenous utility is a multiplicative type as the weibit model, which is a member of the multiplicative RUM model. 
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For future research, parameter calibration (e.g., Oppenheim, 1995; de Grange et al., 2010 ) should be performed for the

combined NW-PSW problem. An investigation on how to shift between the go-green and go-gray nested structure and the

motorized and non-motorized nested structure is also interesting since we could encourage a mode choice more effective

with one nested structure than the other (e.g., Kitthamkesorn et al., 2016 ). Applications of the combined NW-PSW model

should be tested in real networks to demonstrate proof of concept. In addition, several assumptions have been made for

simplifying the MP formulation so that the contribution of this paper is clear and focused. As suggested by Cantarella

et al. (2016) , fixed point formulation could be considered as a general framework to relax the assumptions for modeling

more complex issues (e.g., asymmetric interactions, non-additive route cost structures, multi-user classes, etc.) and specific

operational details in public transport modes (e.g., bus, tram, and mass rapid transit). 
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