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 A Simple graph is a minor of another if the first is obtained from the second by deleting vertices, 

deleting edges, contracting edges, and deleting loops and parallel edges that are created when we contract 

edges. A cube is an internally 4-connected planar graph with eight vertices and twelve edges corresponding 

to the skeleton of the cube in the platonic solid. A complete characterization of graphs with no cube minor is 

given only for the case of 3-connected graphs but not for the case of internally 4-connected graphs. In this 

research, we want to investigate properties of such graphs. We determine all internally 4-connected graphs 

that contain neither cube nor V8 as minors, where V8 or Wagner graph is an internally 4-connected nonplanar 

graph obtained from a cube by introducing a twist. Then we investigate 4-connected graphs with no cube 

minor. These results provide a step closer to a complete characterization of all internally 4-connected graphs 

with no cube minor.  

 

 กราฟอยา่งง่ายกราฟหนึง่เป็นกราฟยอ่ยของกราฟอยา่งงา่ยอกีกราฟถ้ากราฟแรกสามารถถกูสร้างจากราฟหลงั
ด้วยการลบจดุยอด การลบเส้นเช่ือม การหดเส้นเช่ือม และ การลบหว่งและเส้นเช่ือมขนานในกราฟท่ีเกิดจากการหดเส้น
เช่ือม กราฟลกูบาศก์เป็นกราฟระนาบที่เป็นโครงสร้างของทรงลกูบาศก์ซึง่มี 8 จดุยอด 12 เส้นเช่ือม และมีความตอ่เนื่อง 4 

แบบภายใน การอธิบายลกัษณะอยา่งสมบรูณ์ของกราฟท่ีไมม่ีกราฟลกูบาศก์เป็นกราฟยอ่ยมีเฉพาะในกราฟท่ีมคีวาม
ตอ่เนื่อง 3 เทา่นัน้ แตย่งัไมม่ใีนกราฟที่มีความตอ่เนื่อง 4 แบบภายใน ในงานวิจยันีเ้ราต้องการศกึษาคณุสมบตัิของกราฟ
ประเภทนี ้เราอธิบายลกัษณะของกราฟท่ีไมม่ีทัง้กราฟลกูบาศก์และกราฟ V8 เป็นกราฟยอ่ย โดยกราฟ V8 หรือ กราฟ 
Wagner เป็นกราฟไมร่ะนาบท่ีมคีวามตอ่เนื่อง 4 แบบภายในท่ีได้จากการบิดเส้นเช่ือมคูห่นึง่ในกราฟลกูบาศก์ จากนัน้เรา
ศกึษากราฟความตอ่เนื่อง 4 ที่ไมม่ีกราฟลกูบาศก์เป็นกราฟยอ่ย ผลที่ได้ท าให้เข้าใกล้การอธิบายลกัษณะของกราฟความ
ตอ่เนื่อง 4 แบบภายในทีไ่มม่ีกราฟลกูบาศก์เป็นกราฟยอ่ย 
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ความส าคญั / ความเป็นมา  
 ทฤษฎกีราฟ (graph theory) เป็นสาขาหน่ึงในคณิตศาสตรท์ีศ่กึษาเกีย่วกบักราฟ (graph) ซึง่ในทีน้ี่คอืสิง่ทีป่ระกอบไปดว้ยจดุ
ยอด (vertex) และเสน้เชื่อม (edge) กราฟอยา่งงา่ย (simple graph) คอืกราฟทีไ่มม่หี่วง (loop) และเสน้เชื่อมขนาน (parallel edges) 
กราฟอยา่งงา่ยกราฟหน่ึงเป็นกราฟยอ่ย (minor) ของกราฟอยา่งงา่ยอกีกราฟถา้กราฟแรกสามารถถูกสรา้งจากราฟหลงัดว้ยการลบจุด 
ยอด (vertex deletion) การลบเสน้เชื่อม (edge deletion) การหดเสน้เชื่อม (edge contraction) และ การลบห่วงและเสน้เชื่อมขนานใน
กราฟทีเ่กดิจากการหดเสน้เชื่อม ก าหนดให ้G และ H เป็นกราฟอยา่งงา่ย เราเรยีก G ว่า H-free ถ้า H ไมไ่ดเ้ป็นกราฟยอ่ยของ G มี
ปัญหาส าคญัหลายปัญหาทีส่ามารถถามในรปูของกราฟแบบ H-free ตวัอยา่งเช่น ทฤษฎสีีส่ ี(the four color theorem) กล่าวไวว้า่ ทุก
กราฟทีเ่ป็น K5-free สามารถระบายสจีดุยอดไดด้ว้ยสีส่ไีด ้(4-colorable) โดยที ่K5 เป็นกราฟสมบูรณ์ (complete graph) ทีม่หีา้จุดยอด 
หรอืส าหรบั Hadwiger’s Conjecture สามารถกล่าววา่ ทุกกราฟทีเ่ป็น Kn-free สามารถระบายสจีุดยอดไดด้ว้ย n-1 สไีด ้(n-1 colorable) 
ซึง่ปัญหาน้ียงัคงไมส่ามารถพสิจูน์ไดส้ าหรบักรณีจุดยอดมจี านวนตัง้แต่ 7 ขึน้ไป ความยากของปัญหาน้ีคอืเราไมม่ขีอ้มลูเกีย่วกบั
โครงสรา้งของกราฟทีเ่ป็น Kn-free การอธบิายลกัษณะอย่างสมบูรณ์ของ K4-free และ K5-free ไดถู้กศกึษาเรยีบรอ้ยแลว้แต่ K6-free ยงัคง
ไมส่มบูรณ์ สงัเกตวา่ K6 มเีสน้เชื่อมทัง้หมด 15 เสน้ ดงันัน้จงึมกีารพยายามศกึษากราฟทีม่เีสน้เชื่อมน้อยกวา่ 15 เสน้ กราฟลูกบาศก ์
(cube) เป็นกราฟระนาบ (planar graph) ทีเ่ป็นโครงสรา้งของทรงลูกบาศก์ซึง่ม ี8 จุดยอด 12 เสน้เชื่อม และมคีวามต่อเน่ือง 4 แบบ
ภายใน (internally 4-connected) การอธบิายลกัษณะอยา่งสมบูรณ์ (complete characterization) ของกราฟทีเ่ป็น cube-free มเีฉพาะใน
กราฟทีม่คีวามต่อเน่ือง 3 (3-connected) เท่านัน้ แต่ยงัไมม่ใีนกราฟทีม่คีวามต่อเน่ือง 4 แบบภายใน การเขา้ใจคณุสมบตัขิองกราฟ
ประเภทน้ีจะท าใหไ้ดก้ารอธบิายลกัษณะอยา่งสมบูรณ์ของกราฟประเภทน้ีได ้

 

วตัถปุระสงคข์องโครงการ 
1. ศกึษาโครงสรา้งของกราฟทีม่คีวามต่อเน่ือง 4 แบบภายในทีเ่ป็น cube-free 
2. ศกึษากราฟ V8 ทีม่คีวามสมัพนัธก์บักราฟลูกบาศก ์และคณุสมบตัขิองกราฟทีม่คีวามต่อเน่ือง 4 แบบภายในทีเ่ป็น {cube, V8}-free 
3. ศกึษาคณุสมบตัขิองกราฟทีม่คีวามต่อเน่ือง 4 แบบภายในทีเ่ป็น cube-free โดยพจิารณาจากจ านวนเสน้เชื่อม 

 

ผลการวิจยั (สัน้ ๆ ทีบ่่งชี้ประเดน็ขอ้คน้พบ กระบวนการ ผลผลติ และการเรยีนรู้)  
1. การอธบิายลกัษณะอยา่งสมบูรณ์ของกราฟทีม่คีวามต่อเน่ือง 4 แบบภายในทีเ่ป็น {cube, V8}-free โดยศกึษาแยกตามคณุสมบตัคิวาม

ระนาบของกราฟ 
2. ศกึษาคณุสมบตัขิองกราฟทีม่คีวามต่อเน่ือง 4 ทีเ่ป็น cube-free 

 

ค าสืบค้น (Keywords) 
 internally 4-connected, minor, cube graph, V8 graph 
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การน าผลงานวิจยัไปใช้ประโยชน์ (ดคู าจ ากดัความ และตวัอยา่งดา้นหลงัแบบฟอรม์) 
□  ด้านนโยบาย               โดยใคร (กรณุาใหข้อ้มลูเจาะจง)............................................................................................... ................... 
มีการน าไปใช้อย่างไร  
...................................................................................................................................................................................................... ....... 
□  ด้านสาธารณะ          โดยใคร (กรณุาใหข้อ้มลูเจาะจง) ................................................................................................... .............. 
 มีการน าไปใช้อย่างไร  
...................................................................................................................................................................................................... ....... 
□  ด้านชุมชนและพืน้ท่ี   โดยใคร (กรณุาใหข้อ้มลูเจาะจง) ................................................................................................ ................. 
มีการน าไปใช้อย่างไร  
...................................................................................................................................................................................................... ....... 
□  ด้านพาณิชย ์            โดยใคร (กรณุาใหข้อ้มลูเจาะจง) .................................................................................................. ............... 
มีการน าไปใช้อย่างไร  
...................................................................................................................................................................................................... ....... 
□  ด้านวิชาการ             โดยใคร (กรณุาใหข้อ้มลูเจาะจง) .................................................................................................................  
มีการน าไปใช้อย่างไร (กรณุาใหข้อ้มลูเจาะจง) 
............................................................................................................................................................................................................. 
□  ยงัไม่มีการน าไปใช้ (โปรดกรอกในกรอบถดัไป) 
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(กรณีทีย่งัไม่มีการใช้ประโยชน์) ผลงานวิจยัมีศกัยภาพในการน าไปใช้ประโยชน์  
□  ด้านนโยบาย  □  ด้านสาธารณะ  □  ด้านชุมชนและพืน้ท่ี  □  ด้านพาณิชย ์ □ ด้านวิชาการ  
ข้อเสนอแนะเพื่อให้ผลงานถกูน าไปใช้ประโยชน์ 
 น าความรูด้า้นโครงสรา้งของกราฟทีม่คีวามต่อเน่ือง 4 แบบภายในมาบวกรวมกบัคณุสมบตัขิองกราฟความต่อเน่ือง 4 แบบ
ภายในทีไ่มม่กีราฟลูกบาศกเ์ป็นกราฟยอ่ย สามารถน ามาซึง่การอธบิายลกัษณะอยา่งสมบูรณ์ของกราฟความต่อเน่ือง 4 แบบภายในทีไ่มม่ี
กราฟลูกบาศกเ์ป็นกราฟยอ่ย  

 

การเผยแพร่/ประชาสมัพนัธ ์(กรณุาใหร้ายละเอยีด พรอ้มแนบหลกัฐาน) 
1. สิง่พมิพ ์หรอืสื่อทัว่ไป  
□  หนังสือพิมพ ์ □  วารสาร □  โทรทศัน์  □  วิทย ุ □  เวบ็ไซต ์ □  คู่มือ/แผ่นพบั  □  จดัประชุม/อบรม  □  อ่ืน ๆ  
............................................................................................................................. .......................................................................... 

2. สิง่พมิพท์างวชิาการ (วารสาร, การประชุม ใหร้ะบุรายละเอยีดแบบการเขยีนเอกสารอา้งองิ เพือ่การคน้หาซึง่ควรประกอบดว้ย   
ชือ่ผูแ้ต่ง ชือ่เรือ่ง แหล่งพมิพ ์ปี พ.ศ. (ค.ศ.)  ฉบบัที ่  หน้า  ) 

1) Lewchalermvongs C, Ananchuen N. Internally 4-connected graphs with no {cube, V8}-minor. Discussiones Mathematicae 
Graph Theory. Accepted: 10-01-2019, DOI: 10.7151/dmgt.2205. 

2) Weeranukujit C, Lewchalermvongs C. Domination Game Played on a Graph Constructed from 1-Sum of Paths. Thai 
Journal of Mathematics 2019;17(1):34–45. 

3) Kaewnimit S, Lewchalermvongs C. Analyzing the Efficiency of the Traffic Light Phasing System of the Traffic Circle at 
Victory Monument (Thailand) with Graph Theory. ICMA-MU 2018 Book on the Conference Proceedings. 2018 Dec:79-87. 

 

 
ค าอธิบายและตวัอยา่งการน าไปใช้ประโยชน์ในแต่ละด้าน   
1. การใช้ประโยชน์ด้านนโยบาย 

ค าจ ากดัความ : การน าความรูจ้ากงานวจิยัไปใชใ้นกระบวนการก าหนดนโยบาย ซึง่นโยบายหมายถงึ หลกัการ แนวทาง กลยทุธ ์ใน
การด าเนินงานเพื่อใหบ้รรลุวตัถุประสงค ์อาจเป็นนโยบายระดบัประเทศ ระดบัภูมภิาค ระดบัจงัหวดั ระดบัท้องถิน่ 
หรอืระดบัหน่วยงาน นโยบายที่ดจีะต้องประกอบดว้ยวตัถุประสงค ์แนวทาง และกลไกในการด าเนินงานที่ชดัเจน 
สอดคลอ้งกบัปัญหาและความตอ้งการ  การใชป้ระโยชน์ดา้นนโยบายจะรวมทัง้การน าองคค์วามรูไ้ปสงัเคราะห์เป็น
นโยบายหรอืทางเลอืกเชงินโยบาย (policy options) แลว้น านโยบายนัน้ไปสูผู่ใ้ชป้ระโยชน์ 

2. การใช้ประโยชน์ด้านสาธารณะ 
ค าจ ากดัความ : การด าเนินงานเพื่อน าผลงานวจิยัและนวตักรรม ไปใชใ้นวงกวา้งเพื่อประโยชน์ของสงัคม และประชาชนทัว่ไป ใหม้ี

ความรูค้วามเขา้ใจ เกดิความตระหนัก รูเ้ท่าทนัการเปลีย่นแปลง ซึง่น าไปสู่   การเปลีย่นวธิคีดิ พฤตกิรรม เพื่อเพิม่
คณุภาพชวีติของประชาชน สรา้งสงัคมคณุภาพ และสง่เสรมิคณุภาพสิง่แวดลอ้ม 

3. การใช้ประโยชน์ด้านพาณิชย ์
ค าจ ากดัความ : การน านวตักรรม เทคโนโลย ีผลติภณัฑใ์หม่ พนัธุ์พชื พนัธุ์สตัว ์ไปสู่การผลติในเชงิพาณิชย ์การสรา้งมลูค่าเพิม่

ของผลติภณัฑ ์การแปรรปู การสรา้งตราสนิคา้ การเพิม่ประสทิธภิาพในกระบวนการผลติ และการลดต้นทุนการ
ผลติ การสรา้งอาชพี และทางเลอืกใหก้บัผูป้ระกอบการ เกษตรกรหรอืผูป้ระกอบอาชพีอื่น ๆ 

4. การใช้ประโยชน์ด้านชุมชนและพืน้ท่ี 
ค าจ ากดัความ : การน ากระบวนการ วธิกีาร องคค์วามรู ้การเปลี่ยนแปลง การเสรมิพลงั อนัเป็นผลกระทบที่เกดิจากการวจิยัและ

พฒันาชุมชน ทอ้งถิน่ พืน้ที ่ไปใชใ้หเ้กดิประโยชน์การขยายผลต่อชุมชน ทอ้งถิน่และสงัคมอื่น 
5. การใช้ประโยชน์ด้านวิชาการ 

ค าจ ากดัความ : การน าองค์ความรู้จากผลงานวิจัยที่ตีพิมพ์ในรูปแบบต่าง ๆ เช่น ผลงานตีพิมพ์ในวารสารระดบันานาชาติ 
ระดบัชาต ิหนังสอื ต ารา บทเรยีน ไปเป็นประโยชน์ดา้นวชิาการ การเรยีนรู ้การเรยีน  การสอน ในวงนักวชิาการ
และผูส้นใจดา้นวชิาการ รวมถงึการน าผลงานวจิยัไปวจิยัต่อยอด หรอื  การน าไปสู่ product และ process ไปใช้
ในการเสรมิสรา้งนวตักรรม และเทคโนโลย ี 
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เนือ้หางานวิจัย และ Output ที่ได้จากโครงการ 
 

โครงการ คณุสมบตัิของกราฟท่ีมีความตอ่เนื่อง 4 แบบภายในท่ีไมม่ีกราฟลกูบาศก์เป็นกราฟยอ่ย มีนกัวิจยัที่
ปรึกษาคือ รศ. ดร. นวรัตน์ อนนัต์ช่ืน เราได้ศึกษาคณุสมบตัิของกราฟความตอ่เนื่อง 4 แบบภายในที่มีเส้นเช่ือมน้อย
กว่า 21 เส้น หนึ่งในกราฟที่ศึกษาคือ กราฟ V

8
 หรือ กราฟ Wagner ซึ่งเป็นกราฟไม่ระนาบที่มีความต่อเนื่อง 4 แบบ

ภายในท่ีได้จากการบิดเส้นเช่ือมคูห่นึง่ในกราฟลกูบาศก์ จะเห็นวา่กราฟ V
8
 มีความใกล้เคียงกบักราฟลกูบาศก์มาก ทัง้

จ านวนจุดยอด จ านวนเส้นเช่ือม ยกเว้นความระนาบ ส าหรับกราฟ V
8
 มีการอธิบายลกัษณะอย่างสมบรูณ์ของกราฟ

ความต่อเนื่อง 4 แบบภายในที่ไม่มีกราฟ V
8
 เป็นกราฟย่อยแล้ว และเมื่อได้ศึกษาบทความดงักลา่วท าให้เห็นวิธีที่จะ

สามารถอธิบายลกัษณะของกราฟท่ีไมม่ีทัง้กราฟลกูบาศก์และกราฟ V
8
 เป็นกราฟยอ่ย โดยใช้คณุสมบตัิความระนาบ

ของกราฟทัง้สองเข้ามาช่วย ท าให้เราสามารถได้การอธิบายลกัษณะอยา่งสมบรูณ์ของกราฟประเภทดงักลา่ว โดยการ
เขียนโปรแกรมเพื่อช่วยในการตรวจสอบกราฟที่คุณสมบตัิที่ต้องการ และได้ตีพิมพ์ผลงาน Internally 4-connected 

graphs with no {cube, V
8
}-minor ใน Discussiones Mathematicae Graph Theory (เอกสารแนบ 1)  

ในการพิจารณากราฟความต่อเนื่อง 4 แบบภายในที่ไม่มี cube และ V8 เป็นกราฟย่อย นัน้ สิ่งที่เราทราบ
แน่นอน คือ กราฟที่มีจุดยอดน้อยกวา่ 7 จุด ไม่มีกราฟทัง้สองเป็นกราผยอ่ยอยา่งแน่อนอน จากนัน้เราพิจารณากราฟ
ไมร่ะนาบที่ไมม่ี cube และ V8 เป็นกราฟยอ่ยเราได้ผลวา่กราฟดงักลา่วมีลกัษณะดงันี ้

(1) กราฟที่มีคณุสมบตัิดงักลา่วจะมีรูปร่างสณัฐานเหมือนกบั L(K3,3), ดรููปด้านลา่งประกอบ 

 
 

(2) กราฟที่มีคณุสมบตัิดงักลา่วจะมีรูปร่างสณัฐานเหมือนกบั K3,n ส าหรับบาง n ≥ 5 

(3) กราฟความต่อเนื่อง 4 แบบภายในที่ไม่ระนาบและได้จากซบักราฟแผ่ทัว่ของ Kภ,n (n ≥ 4) โดยการเพิ่ม
เส้นเช่ือมไปยงักลุม่ของจดุยอดทีอ่ยูใ่นชัน้สเีดียวกนัท่ีมี 4 จดุยอด ซึง่เป็นกราฟในกลุม่ตอ่ไปนี ้

 
 

ส าหรับกราฟความตอ่เนื่อง 4 แบบภายในท่ีไมม่ี cube และ V8 เป็นกราฟยอ่ย เราพิสจูน์ได้วา่ กราฟระนาบที่
มีความต่อเนื่อง 4 แบบภายในซึ่งมีอย่างน้อย 8 จุดยอดจะมี cube เป็นกราฟย่อย เราพิสจูน์โดยใช้การแยกลกัษณะ
ชองกราฟความตอ่เนื่อง 4 แบบภายใน ผลทีไ่ด้ถกูน าไปตีพิมพ์ดงัในเอกสารแนบ 1 ซึง่ผลที่ได้ท าให้เราเข้าใจโครงสร้าง
ของกราฟความต่อเนื่อง 4 แบบภายในที่ไม่มีกราฟลกูบาศก์เป็นกราฟย่อยมากขึน้ จากนัน้เราได้ศึกษากราฟความ
ตอ่เนื่อง 4 ที่ไมม่ีกราฟลกูบาศก์เป็นกราฟยอ่ย (เอกสารแนบ 2) เพื่อขยายการอธิบายลกัษณะไปยงักราฟท่ีใหญ่ที่สดุที่
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จะไมม่ีกราฟลกูบาศก์เป็นกราฟยอ่ยตอ่ไป จากนัน้เราจะน าผลที่ได้มาใช้ในการอธิบายลกัษณะอยา่งสมบรูณ์ของกราฟ
ความตอ่เนื่อง 4 แบบภายในท่ีไมม่ีกราฟลกูบาศก์เป็นกราฟยอ่ยตอ่ไป 

ในระหว่างการท าโครงการ ได้น าโครงสร้างของกราฟต้นไม้ไปศกึษาตวัเลขเกมการครอบครอง (domination 

game number) ของกราฟต้นไม้กับ ชัชวาล วีรนุกูลจิต นักศึกษาของภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์
มหาวิทยาลยัมหิดล ผลที่ได้ถกูน าไปเสนอใน การประชมุวิชาการทางคณิตศาสตร์ ครัง้ที่ 23 ประจ าปี 2561 (The 23th 

Annual Meeting in Mathematics, AMM2018) ช่ือผลงานคือ Domination Game Played on a Graph Constructed 

from 1-Sum of Paths และได้ตีพิมพ์ผลงานวิจยัใน Thai Journal of Mathematics (เอกสารแนบ 3)  
นอกจากนีย้งัได้น าความรู้ทางทฤษฎีกราฟประยกุต์ใช้ในการศึกษาระบบสญัญาณไฟจราจรที่อนสุาวรีย์ชยั

สมรภมูิ โดยศึกษาร่วมกบั สวุจี แก้วนิมิต นกัศึกษาของภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์มหาวิทยาลยัมหิดล 
เราได้ตรวจสอบประสิทธิภาพของการเปิดปิดไฟจราจร และน าเสนอวิธีแก้ปัญหารถติดที่เกิดจากการปลอ่ยให้คนข้าม
ถนนท่ีไมส่มัพนัธ์กบัไฟจราจร ผลที่ได้ถกูน าไปเสนอใน ICMA-MU 2018: International Conference in Mathematics 

and Applications ช่ื อผลงานคือ  Analyzing the Efficiency of the Traffic Light Phasing System of the Traffic 

Circle at Victory Monument (Thailand) with Graph Theory (เอกสารแนบ 4) ซึ่งจะมีการขยายงานชิน้นีเ้พื่อตีพิมพ์
ในวารสารระดบันานาชาติตอ่ไป 

สรุป Output ที่ได้ดงันี ้
1) Lewchalermvongs C, Ananchuen N. Internally 4 - connected graphs with no {cube, V8 }-minor. 

Discussiones Mathematicae Graph Theory. Accepted: 10-01-2019, DOI: 10.7151/dmgt.2205. 
 

2) Weeranukujit C, Lewchalermvongs C. Domination Game Played on a Graph Constructed from 1 -Sum 

of Paths. Thai Journal of Mathematics 2019;17(1):34–45. 
 

3) Kaewnimit S, Lewchalermvongs C. Analyzing the Efficiency of the Traffic Light Phasing System of the 
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Abstract

A simple graph is a minor of another if the first is obtained from the
second by deleting vertices, deleting edges, contracting edges, and deleting
loops and parallel edges that are created when we contract edges. A cube
is an internally 4-connected planar graph with eight vertices and twelve
edges corresponding to the skeleton of the cube in the platonic solid, and
the Wagner graph V8 is an internally 4-connected nonplanar graph obtained
from a cube by introducing a twist. A complete characterization of all in-
ternally 4-connected graphs with no V8 minor is given in J. Maharry and N.
Robertson, The structure of graphs not topologically containing the Wagner
graph, J. Combin. Theory Ser. B 121 (2016) 398–420; on the other hand,
only a characterization of 3-connected graphs with no cube minor is given
in J. Maharry, A characterization of graphs with no cube minor, J. Combin.
Theory Ser. B 80 (2008) 179–201. In this paper we determine all inter-
nally 4-connected graphs that contain neither cube nor V8 as minors. This
result provides a step closer to a complete characterization of all internally
4-connected graphs with no cube minor.

Keywords: internally 4-connected, minor, cube graph, V8 graph.

2010 Mathematics Subject Classification: 05C83.

http://dx.doi.org/10.7151/dmgt.2205
เอกสารแนบ1



2 C. Lewchalermvongs and N. Ananchuen

1. Introduction

A graph G is called H-free, where H is a graph, if no minor of G is isomorphic to
H. The structure of H-free graphs can be used to studied other properties of the
class of graphs; in addition, many important problems in graph theory can be
formulated in terms of H-free graphs. For example, the four color theorem can be
equivalently stated as: all K5-free graphs are 4-colorable, where K5 is a complete
graph on five vertices. Hadwiger’s Conjecture states that every Kn-free graph is
n − 1 colorable, where Kn is a complete graph on n vertices. This conjecture is
still open for n ≥ 7 and the main difficulty for proving the conjecture is the lack of
structural information on Kn-free graphs. Determining K6-free graphs is one of
the two most famous problems in this area, and another problem is to determine
Petersen-free graphs, see Figure 1. Notice that both graphs have fifteen edges.
As an attempt to better understand these graphs, we try to exclude 3-connected
graphs H with at most fifteen edges. The complement of a path on seven vertices,
P 7, also has 15 edges and it is the largest graph H for which 4-connected H-free
graphs are completely determined, see [5]. The octahedron with an additional
edge is a graph with 13 edges and its characterization problem is solved in [8].
The octahedron, the cube, and V8 are graphs H with twelve edges and their
characterizations can be found in [3, 6, 7], and [9], respectively. For H with at
most eleven edges, all H-free graphs have been determined and their results are
surveyed in [4].

Let k be a non-negative integer. A k-separation of a graph G is an unordered
pair {G1, G2} of induced subgraphs of G such that V (G1) ∪ V (G2) = V (G),
E(G1)∪E(G2) = E(G), V (G1)− V (G2) ̸= ∅, V (G2)− V (G1) ̸= ∅, and |V (G1)∩
V (G2)| = k. If G has a k-separation, then there is X ⊆ V (G) such that |X| = k
and G \X has at least two components. A 3-connected graph G on at least five
vertices is said to be internally 4-connected if for every 3-separation {G1, G2} of
G, one of them is isomorphic to K1,3. The characterization of 3-connected cube-
free graphs is solved in [7]; however, the result does not completely determine
all the internally 4-connected cube-free graphs, see the theorem below. For each
integer n ≥ 3, let V2n denote a Möbius ladder, which is a graph obtained from a
cycle on 2n vertices by joining the n pairs of opposite vertices. Notice that V6 is
K3,3. For any graph G, the line graph of G, denoted by L(G), is a graph such
that each vertex of L(G) represents an edge of G, and two vertices of L(G) are
adjacent if and only if their corresponding edges share a common end vertex in
G. The 3-sum is an operation of combining two graphs by identifying a triangle
(C3) of one graph with a triangle of the other graph to produce a new graph.

Theorem 1 [7]. A 3-connected graph G is cube-free if and only if G is a minor

of a graph constructed from L(Petersen), L(V2n) for each integer n ≥ 3 (Figure
1), and the ten graphs in Figure 2, of order ≤ 8, by 3-sums over the triangles

เอกสารแนบ1
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shaded or the vertices of the triangle circled.

Figure 1. Petersen graph, L(Petersen), V2n and L(V2n).

Figure 2. The ten graphs of order ≤ 8 in [7].

This theorem contains an (possibly printing) error in the second last graph,
that contains two triangles shaded. Performing two 3-sums of K4’s over these
triangles results in a cube-minor.

By a graph we mean a finite, simple, undirected graph. All undefined ter-
minology can be found in [2]. In this paper, we consider internally 4-connected
{cube, V8}-free graphs. To state our main result we need a few definitions. Let
Km,n be a complete bipartite graph with partitions of m and n vertices. Let K
consist of internally 4-connected nonplanar graphs that are obtained from span-
ning subgraphs of some K4,n (n ≥ 4) by adding edges to the color class of size
four.

Theorem 2. Let G be an internally 4-connected {cube, V8}-free graph. Then G
satisfies one of the following:

(i) G has at most seven vertices,

(ii) G is isomorphic to L(K3,3),

(iii) G is isomorphic to K3,n for some n ≥ 5,

(iv) G is a graph in K, which is one of the six types of graph shown in Figure 3.

We close this section by providing an outline of the rest of the paper. In
the next section, we introduce a characterization of internally 4-connected V8-
free graphs and a chain theorem for internally 4-connected graphs. Our proof of
Theorem 2 will be divided into two parts, Sections 3 and 4. First, we determine

เอกสารแนบ1



4 C. Lewchalermvongs and N. Ananchuen

Figure 3. The six-type of graph in Theorem 2(iv).

all internally 4-connected nonplanar {cube, V8}-free graphs. Then we prove The-
orem 2 by showing that all internally 4-connected planar graphs on at least eight
vertices contains a cube-minor.

2. Basic Lemmas

All internally 4-connected graphs V8-free graphs are determined in [9]. To state
the theorem we need to define a few classes of graphs. For each integer n ≥ 3, a
double-wheel, DWn (n ≥ 3), is a graph on n + 2 vertices obtained from a cycle
Cn by adding two nonadjacent vertices u, v and joining them to all vertices on
the cycle. An alternating double-wheel AW2n is a subgraph of DW2n (n ≥ 3)
such that u and v are alternately adjacent to every vertex in C2n. Notice that
AW6 is a cube, see Figure 4. For each integer n ≥ 3, let DW+

n and AW+
2n be

graphs obtained from DWn and AW2n, respectively, by joining u and v. Let
D+ = {DW+

n : n ≥ 3} ∪ {AW+
2n : n ≥ 3}. Then every graph in D+ is nonplanar.

Theorem 3 [9]. Every internally 4-connected V8-free graph G satisfies one of the

following conditions:

(i) G is planar,

(ii) G has at most seven vertices,

(iii) G is isomorphic to L(K3,3),

(iv) G \ {w, x, y, z} has no edges for some w, x, y, z ∈ V (G), or G is in D+.

This result suggests a process for determining all internally 4-connected non-
planar {cube, V8}-free graphs. We also need the following lemma from [9].

Lemma 4 [9]. If G is an internally-4-connected graph, then either G contains

two disjoint cycles, each of which contains at least four edges, or G has at most

seven vertices, or G is isomorphic to L(K3,3).

This lemma implies that L(K3,3) is {cube, V8}-free. Another main tool is a
chain theorem for internally 4-connected graphs. To explain this result we need

เอกสารแนบ1
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a few definitions. For each integer n ≥ 5, let C2
n be a graph obtained from a

cycle Cn by joining all pairs of vertices of distance two on the cycle. Notice that
C2
5 = DW+

3 = K5, see Figure 4. Let terrahawk be the graph shown in Figure 4,
which can be obtained from a cube by adding a new vertex and joining it to four
vertices in the same C4. We denote the number of edges of a graph G by ∥G∥.

Figure 4. Graphs DW6, AW6, C2
6 , and terrahawk.

Let G \ e denote the graph obtained from G by deleting an edge e. The
reverse operation of deleting an edge is adding an edge, that is G obtained from
G \ e by adding edge e. We use G/e denote the graph obtained from G by first
contracting an edge e then deleting all but one edge from each parallel family.
The reverse operation of contracting an edge is splitting a vertex. To be precise,
suppose v is a vertex with degree at least four in a graph G. Let NG(v) denote
the set of neighbors of v, which are vertices adjacent to v. Let X,Y ⊆ NG(v) such
that X∪Y = NG(v) and |X|, |Y | ≥ 2. The splitting v results in the new graph G′

obtained from G\v by adding two new adjacent vertices x, y then joining x to all
vertices in X and y to all vertices in Y . We call G′ a split of G, v a predecessor

of x and y, and the other vertex in G a predecessor of itself in G′. Note that
G′/xy = G and G′ is 3-connected as long as G is. To investigate internally 4-
connected graphs, the following chain theorem of Chun, Mayhew and Oxley [1]
will be useful in creating an algorithm that generates all internally 4-connected
graphs.

Theorem 5 [1]. Let G be an internally 4-connected graph such that G is not K3,3,

terrahawk, C2
n (n ≥ 5), or AW2n (n ≥ 3). Then G has an internally 4-connected

minor H with 1 ≤ ∥G∥ − ∥H∥ ≤ 3.

This theorem says that every internally 4-connected can be obtained from
K3,3, terrahawk, C2

n (n ≥ 5), or AW2n (n ≥ 3) by repeatedly adding edges and
splitting vertices. Equivalently, for every internally 4-connected graph G, there
exists a sequence of internally 4-connected graphs G0, G1, G2, . . . , Gk such that

(i) Gk
∼= G and G0 is K3,3, terrahawk, C2

n (n ≥ 5), or AW2n (n ≥ 3), and

(ii) Gi (i = 2, . . . , k) is obtained from Gi−1 by adding edges or splitting vertices
at most three times.

เอกสารแนบ1



6 C. Lewchalermvongs and N. Ananchuen

3. Nonplanar {cube, V8}-Free Graphs

The cube and V8 can be obtained from two disjoint cycles C4 by connecting them
with four edges that preserves the ordering of the cycles; however, V8 is nonplanar.
To determine all internally 4-connected nonplanar {cube, V8}-free graphs, we will
follow the characterization in Theorem 3. All graphs with at most seven vertices
have no cube and V8 minors.

We now consider the case that an internally 4-connected graph G satisfies the
condition (iv) in Theorem 3. Let X be a subset of V (G) of at most four vertices
such that G \X has no edges, and let Y = V (G)−X consisting of y1, y2, . . . , yn
for some n ∈ N. Then all vertices in Y are nonadjacent. Since G is internally
4-connected, |X| ≥ 3 and each yi is adjacent to at least three vertices in X.
Moreover, if |X| = 3, then G is K3,n for some n ≥ 5. We will show that K3,n is
cube-free. We denote the classes of graphs in Figure 5 as follows: KI = {K3,n :
n ≥ 5}, KII = {K ′

3,n : n ≥ 5}, KIII = {K ′′

3,n : n ≥ 5}, KIV = {K ′

2,n : n ≥ 6}, and
KV = {K1,n : n ≥ 7}. Let KU = KI ∪KII ∪KIII ∪KIV ∪KV . To study a graph in
these classes, a new vertex obtained from contracting an edge xy for x ∈ X and
y ∈ Y will be put in the partition set X to keep the number of vertices in X.

Figure 5. Graphs K3,n, K ′

3,n, K
′′

3,n, K
′

2,n, and K1,n.

Lemma 6. For any G ∈ KU , G is cube-free.

Proof. Let G ∈ KU . Since all vertices in Y are nonadjacent, if the cube is a
subgraph of G, each disjoint C4 of the cube must contain two vertices of X.
However, |X| ≤ 3, G does not contain a cube-subgraph. If the cube is a minor
of G, then the minor can be obtained from G by a sequence of vertex deletions,
edge deletions, and edge contractions, where the order of operations is irrelevant.
Suppose that a sequence of edge contractions is performed on G first. Notice that
there are two types of edge in G; an edge connecting between X and Y , and an
edge connecting vertices inX. Then for all x ∈ X and y ∈ Y , G/xy ∈ KU , and for
xi, xj ∈ X, G/xixj ∈ KU . After performing the sequence of edge contractions on
G, the resulting graph G∗ is in KU . Then G∗ does not contain a cube-subgraph.
Hence, G is cube-free.

From Theorem 3 and Lemma 6, we obtain the following lemma.
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Internally 4-Connected Graphs with no {cube, V8}-Minor 7

Lemma 7. For n ≥ 5, K3,n is {cube, V8}-free.

Next, we consider an internally 4-connected graph G satisfying the condition
(iv) in Theorem 3 with |X| = 4. Then G ∈ K and |Y | ≥ 4. Since G is internally
4-connected, at most one pair of vertices in X can be adjacent. Notice that
for x ∈ X and y ∈ Y , G/xy is not internally 4-connected. To study this type of
graph, we relax the connectivity of G to 3-connected. Let L consist of 3-connected
spanning subgraphs of some K4,n, n ≥ 4. Then L ⊆ K. The cube is also in L,
see Figure 6.

Figure 6. The cube in L.

Lemma 8. A graph G in L contains a cube-subgraph if and only if there are

y1, y2, y3, y4 ∈ Y such that {a, b, c} ⊆ N(y1), {a, b, d} ⊆ N(y2), {a, c, d} ⊆ N(y3),
and {b, c, d} ⊆ N(y4).

Proof. Let G ∈ L. If there are y1, y2, y3, y4 ∈ Y such that {a, b, c} ⊆ N(y1),
{a, b, d} ⊆ N(y2), {a, c, d} ⊆ N(y3), and {b, c, d} ⊆ N(y4), then there are two
disjoint C4’s, C4,1 : a, y1, b, y2 and C4,2 : y3, c, y4, d, which four edges ay3, y1c,
by4, and y2d preserve the ordering of the cycles. These form a cube-subgraph in
G. Suppose that G contains a cube-subgraph. Since both X and Y consist of
mutually nonadjacent vertices, each disjoint C4 of the cube must contain exactly
two vertices in X and two vertices in Y ; C4,1 : a, y1, b, y2 and C4,2 : y3, c, y4, d.
We assume without loss of generality that edges ay3, y1c, by4, and y2d are edges
in G which orderly join C4,1 and C4,2. Thus, {a, b, c} ⊆ N(y1), {a, b, d} ⊆ N(y2),
{a, c, d} ⊆ N(y3), and {b, c, d} ⊆ N(y4).

Let L′ be a class of 3-connected graphs that are obtained from spanning
subgraphs of some K4,n (n ≥ 4) by adding edges to the color class of size four.
Then L ⊆ K ⊆ L′.

Lemma 9. Let G ∈ L′. Then the following statements are equivalent.

(i) G contains a cube-subgraph.

(ii) G \ E(G[X]) contains a cube-subgraph, where G[X] is an induced subgraph

of G with vertex set X, the color class of size four.
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8 C. Lewchalermvongs and N. Ananchuen

(iii) There are y1, y2, y3, y4 ∈ Y such that {a, b, c} ⊆ N(y1), {a, b, d} ⊆ N(y2),
{a, c, d} ⊆ N(y3), and {b, c, d} ⊆ N(y4).

Proof. (i)⇒(ii) Since G contains a cube-subgraph, if an edge uv joining two
disjoint C4’s of the cube is in E(G[X]), we have that u, v ∈ X, and there is
another edge wz joining those two C4’s such that w, z ∈ Y . This contradicts
with the fact that all vertices in Y are nonadjacent. So G \ E(G[X]) contains a
cube-subgraph.

(ii)⇒(iii) Since G \ E(G[X]) ∈ L, by Lemma 8, we obtain (iii).
(iii)⇒(i) From Lemma 8, G \E(G[X]) contains a cube-subgraph, so does G.

Lemma 10. Let G ∈ L′. Then G contains a cube-subgraph if and only if G
contains a cube-minor.

Proof. The forward direction is obvious. Suppose that G contains a cube-minor.
We first perform all edge contractions in constructing the cube. Let G∗ be the
resulting graph. Then G∗ contains a cube-subgraph. Note that contracting an
edge in G[X] leads to a graph in KU , by Lemma 6, it is cube-free. Thus, only
edges connecting X and Y are contracted. By putting the new vertex obtaining
from each edge contraction to the partite set X, G∗ is in L′. By Lemma 9, the
cube is a subgraph G∗ \ E(G∗[X]), which is a subgraph of G \ E(G[X]). So G
contains a cube-subgraph.

From Lemma 10, to find an internally 4-connected cube-free graph G with the
condition (iv), we have to find a graph with condition (iv) and no cube-subgraph.

Lemma 11. An internally 4-connected graph G ∈ K with X = {a, b, c, d} con-

tains a cube-minor if and only if there are vertices y1, y2, y3, y4 ∈ Y such that

{a, b, c} ⊆ N(y1), {a, b, d} ⊆ N(y2), {a, c, d} ⊆ N(y3), and {b, c, d} ⊆ N(y4).

Remark 12. Let G be an internally 4-connected cube-free graph in K. Then
G misses a neighbor set in Lemma 11. Since G is internally 4-connected, if X
contains two pairs of adjacent vertices, G contains K4,n as a subgraph for some
n ≥ 4. So at most two vertices in X are adjacent. Then G can be classified as
follows.

1. All vertices in X are nonadjacent and there is only one vertex y1 in Y
whose neighbor set is X. Then G\y1 misses two neighbor sets in Lemma 11. We
may assume that there are no vertices in Y \ y1 containing neighbor sets {a, b, d}
and {a, c, d}, see Figure 3(a).

2. All vertices in X are nonadjacent and |N(yi)| = 3 for i = 1, . . . , n. Then
G misses at most two neighbor sets in Lemma 11. We may assume that there are
no vertices in Y containing neighbor sets {a, b, d} or {a, c, d}, see Figures 3(b)
and (c).
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Internally 4-Connected Graphs with no {cube, V8}-Minor 9

3. Two vertices in X are adjacent, say a and b. There are three different
cases.

(a) There are only two vertices in Y , say y1 and y2, such that N(y1) = N(y2) =
X. Then G \ {y1, y2} misses three neighbor sets in Lemma 11, and all yi’s,
3 ≤ i ≤ n, have the same neighbor set. We may assume that N(yi) = {b, c, d}
for i = 3, . . . , n, see Figure 3(d).

(b) There is only one vertex in Y , say y1, such that N(y1) = X. Then G \ y1
misses two neighbor sets in Lemma 11. We may assume that there are no
vertices in Y \ y1 containing neighbor sets {a, b, c} and {a, b, d}, see Figure
3(e).

(c) For i = 1, . . . , n, |N(yi)| = 3. ThenGmisses only two neighbor sets in Lemma
11. We may assume that there are no vertices in Y containing neighbor sets
{a, b, c} and {a, b, d}, see Figure 3(f).

We now consider graphs in D+. Notice that DW+
6 contains a cube-minor by

deleting edge uv, and AW+
2n is a subgraph of DW+

2n for each n ≥ 3. The following
lemma follows directly from the structure of cube-free graphs in Theorem 1.

Lemma 13. For each integer n ≥ 3, DW+
n+3 and AW+

2n contain a cube-minor.

4. Proof of Theorem 2

To prove Theorem 2, we claim that all internally 4-connected planar graphs with
at least eight vertices contain a cube-minor. From Theorem 5, this statement can
be implied by the following lemma.

Lemma 14. The only internally 4-connected planar cube-free graphs are C2
6 and

DW5.

Proof. Let G be an internally 4-connected planar cube-free graph. Suppose, on
contrary, that G is neither C2

6 nor DW5. From Theorem 5, there is a sequence of
internally 4-connected graphs G0, G1, . . . , Gk satisfying the chain theorem such
that Gk is isomorphic to G, and G0 is isomorphic to K3,3, terrahawk, C2

n (n ≥ 5)
or AW2n (n ≥ 3). Notice that Gi is a minor of Gj for all i < j. Then for
each i, Gi is a planar cube-free graph. Since both terrahawk and AW2n (n ≥ 3)
contain a cube-minor, G0 is not isomorphic to these two graphs. From Kuratowski
Theorem, a graph is planar if and only if it contains neither K5 (or C2

5 ) nor K3,3

as a minor. So G0 is not isomorphic to both C2
5 and K3,3. We now consider C2

n

(n > 5). Let {v1, v2, . . . , vn} be the vertex set of C2
n such that for all 1 ≤ i ≤

n, N(vi) = {vi−2, vi−1, vi+1, vi+2}, where the indices are taken modulo n. By
contracting edges v1v3 and v2v4, we obtain C2

n−2. For all odd n > 5, C2
n contains

C2
5 as a minor, so C2

n is nonplanar. Thus, G0 is not isomorphic to C2
n, for all odd
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10 C. Lewchalermvongs and N. Ananchuen

n > 5. Since a cube can be obtained from C2
8 by deleting edges v1v2, v3v4, v5v6

and v7v8, C2
8 contains a cube-minor, and so does C2

n for all even n ≥ 10. So we
only need to consider planar graphs constructed from C2

6 by adding edges and
splitting vertices.

Suppose G0 is isomorphic to C2
6 . Since adding an edge joining two nonadja-

cent vertices in C2
6 gives a nonplanar graph with K3,3-subgraph, we assume that

graph G1 in the sequence is obtained from C2
6 by splitting vertices at least one

time. Up to symmetry, C2
6 has ten splits, one of them is DW5 and six of them

are nonplanar, as illustrated in Figure 7.

Figure 7. Ten splits of C2
6 , where all graphs in the second row are nonplanar.

Figure 8. Splits of DW5 where the first two graphs contain a cube-minor and the last
two graphs contain a K3,3-minor.

From [9], DW5 is the only internally 4-connected planar graph on seven
vertices. If G1 is DW5, then G2 is a split of DW5. Up to symmetry, there are
four splits of DW5 as shown in Figure 8 such that all splits of DW5 contain one of
these graphs as a minor. In these four graphs, two of them contain a cube-minor
and two of them are nonplanar. Since G is a planar cube-free graph, G1 is not
isomorphic to DW5. So G1 is constructed from graph A, B, or D in Figure 7
by splitting vertices at least one times and adding edges. We claim that every
internally 4-connected planar graph constructed from these three graphs by such
methods contains a cube-minor.

For graph A, up to symmetry, every planar one-time split of A contains an
8-vertex graph in Figure 9 as a subgraph. We can construct all planar internally
4-connected graphs on eight vertices from A by adding edges to 8-vertex graphs in
Figure 9 and preserving the planar and the internally 4-connected properties. To
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Internally 4-Connected Graphs with no {cube, V8}-Minor 11

Figure 9. Planar splits of graph A on eight vertices (set A1).

preserve such properties, if a split has a 3-separation {G1, G2} such that neither
G1 nor G2 is isomorphic to K1,3, then we can add an edge joining two vertices
in G1 and G2 in which their predecessors are adjacent, see 8-vertex graphs with
additional edges in Figure 9. So every planar internally 4-connected graph on
eight vertices constructed from A contains a non-cube-free graph in Figure 9
as a subgraph. Thus, all of these graphs contain a cube-minor. For splitting
A two times, up to symmetry, every planar two-time split of A contains a 9-
vertex graph in Figures 10, 11, and 12 as a subgraph. By the same argument,
every planar internally 4-connected graph on nine vertices constructed from A
contains a cube-minor. So every internally 4-connected planar graph constructed
from A contains a cube-minor. The proof for splits of graphs B is of the same
flavor, see Figures 13, 14, 15, 16, and 17. For graph D, up to symmetry, every
planar one-time split of D contains an 8-vertex graph in Figure 18 as a subgraph.
Since every internally 4-connected graph with K4-subgraph is nonplanar, there
are no internally 4-connected planar graphs on eight and nine vertices that can
be constructed from a graph in the dotted rectangles in Figures 18 and 19 by
adding edges. Then, for the same reason, every internally 4-connected planar
graph constructed from D contains a cube-minor, see Figures 18, 19, and 20.
So G1 contains a cube-minor, and so does G. This is a contradiction since G is
cube-free. Hence, G is isomorphic to either C2

6 or DW5.

Proof of Theorem 2. From Lemmas 4, 7, 11, and 13, we obtain a characteri-
zation of internally 4-connected nonplanar {cube, V8}-free graphs. The result of
Theorem 2 follows from this characterization and Lemma 14.
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Figure 10. Planar splits of graph A on nine vertices (set A2).
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Figure 11. Planar splits of graph A on nine vertices (set A3).

เอกสารแนบ1



14 C. Lewchalermvongs and N. Ananchuen

Figure 12. Planar splits of graph A on nine vertices (set A4).

Figure 13. Planar splits of graph B on eight vertices.
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Figure 14. Planar splits of graph B on nine vertices.
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Figure 15. Planar splits of graph B on nine vertices.
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Figure 16. Planar splits of graph B on nine vertices.
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Figure 17. Planar splits of graph B on nine vertices.

Figure 18. Splits of graph D on eight vertices, where graphs in the dotted rectangle
contain a K4-subgraph.
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Figure 19. Splits of graphD on nine vertices, where graphs in the dotted rectangle contain
a K4-subgraph.
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Figure 20. Splits of graph D on nine vertices.
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Abstract : The domination game consists of two players, Dominator and Staller,
who construct a dominating set in a given graph G by alternately choosing a
vertex from G, with the restriction that in each turn at least one new vertex
must be dominated. Dominator wants to minimize the size of the dominating set,
while Staller wants to maximize it. In the game, both play optimally. The game
domination number γg(G) is the number of vertices chosen in the game which
Dominator starts, and γ′

g(G) is the number of vertices chosen in the game which
Staller starts. In this paper these two numbers are analyzed when the game is
played on a graph constructed from paths on n vertices, Pn, and on two vertices,
P2, by gluing them together at a vertex. This type of operation is called 1-sum.
The motivation behind our research is to study the game domination number of a
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1 Introduction

In this paper, the domination game is played on a finite simple graph G. The
domination game was first introduced by Breŝar, Klavẑar and Rall in 2010 [1]. It
is basically different from the domination number of a graph G (the minimum size
of its dominating set), γ(G), although γ(G) ≤ γg(G) ≤ 2γ(G) − 1, see [1]. The
game domination numbers, γg and γ′

g, of some simple graphs such as paths and
cycles are determined in [2, 3]. For a tree T , a connected graph with no cycles,
the problem of determining its game domination numbers are non-trivial and the
lower bound of γg(T ) is given in terms of the number of vertices and maximum
degree of T [4]. To explain the relationship between γg(G) and γ′

g(G) of a graph
G, they use imagination strategy, which compares the moves in a real game with
an imaginary game both played on G. It is showed in [7] that these two numbers
can differ only by 1, |γg(G) − γ′

g(G)| ≤ 1. We call a pair (k, l) is realized by G
if γg(G) = k and γ′

g(G) = l. Some possible realizable pairs are studied in [1, 4].
All possible realizable pairs are given in [5]. For example, for every k, (k, k + 1)
can be realized by a tree [4], and for all k ≥ 2, (2k, 2k − 1) can be realized by a
class of 2-connected graphs[5]. One way to study the game domination numbers
of a graph is by considering graph operations such as deletion of a vertex or of an
edge. As proved in [6], for a graph G and an edge e in G, the game domination
numbers of G and G deleted e can deffer only by 2, |γg(G) − γg(G − e)| ≤ 2 and
|γ′

g(G)− γ′
g(G− e)| ≤ 2. The same result holds for deleting a vertex in G.

We can think of a tree as joining paths together at vertices. The operation of
combining two graphs by identifying a vertex of one graph with a vertex of another
is called the 1-sum. Then a tree can be constructed from 1-sum of paths. In our
paper, we consider the game domination numbers of a tree constructed from 1-sum
of a path on n vertices, Pn, and a path on two vertices, P2. To state our main
result we need to define a few graphs. Let x1, x2, ..., xn be vertices of Pn, and let
v1, v2 be vertices of P2. We define a graph Qn+1, n ≥ 4, to be a 1-sum of Pn≥4

and P2 at x2 and v1, see Figure 1.

Figure 1: Graph Qn+1

In a graph G, vertices u and v in G are neighbours if uv is an edge in G. Let
N [u] be the set consisting of u and all its neighbours. Note that a vertex in a
graph is called dominated if it is chosen or it is a neighbour of the vertex chosen.
Let S be a subset of the vertex set of G, V (G). Then a partially dominated graph
G|S is a subgraph of G where the vertices of S are already dominated. So these
vertices do not need to be dominated in the course of the game. The residual graph
corresponding to G|S is a graph obtained from G by deleting all edges between
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dominated vertices and all vertices u that cannot be chosen any more, N [u] ⊆ S.
Our main results are as follows.

Theorem 1.1. γ(Qn+1) ≤ 1 + γ′
g(Qn+1|N [x2]) < 1 + γ′

g(Qn+1|N [x3]).

Theorem 1.2. γ′
g(Qn+1) ≥ 1 + γg(Qn+1|N [x3]).

Theorem 1.3. In a Staller-start game played on Qn+1, for n ≡ 3 (mod 4), if the
Staller first move is v2, then Dominator cannot choose x4.

For the rest of the paper, we start with introducing our tools used in our
proofs. Then we analyze domination games played on Qn+1. Finally, we consider
a Dominator-start game played on 1-sum of Pn and P2.

2 Basic Lemmas

In this section, we introduce our main tools, which are the continuation principal,
properties of realization, and formulas involving the game domination numbers of
a path Pn.

Theorem 2.1 (Continuation Principle). [7] Let G be a graph and A,B ⊆ V (G).
If B ⊆ A, then γg(G|A) ≤ γg(G|B) and γ′

g(G|A) ≤ γ′
g(G|B).

The next theorem shows the relation between the game domination numbers.

Theorem 2.2. [7] For any graph G, |γg(G)− γ′
g(G)| ≤ 1.

Suppose that γg(G) = k and γ′
g(G) = m. Theorem 2.2 implies that the

realization of G is (k, k), (k, k + 1), (k, k − 1), where m = {k − 1, k, k + 1}. We
call equal for the case (k, k), plus for the case (k, k + 1), and minus for the case
(k, k − 1). If G is a family of forests, then the realization is (k, k) or (k, k + 1).

Theorem 2.3. [1, 7] Forests are no-minus graphs.

If the disjoint union of no-minus graphs has at least one equal graph (compo-
nent), then the following holds.

Theorem 2.4. [8] Let G1|S1 and G2|S2 be partially dominated no-minus graphs.
If G1|S1 realizes (k, k) and G2|S2 realizes (l,m) (where m ∈ l, l + 1), then the
disjoint union (G1 ∪G2)|(S1 ∪ S2) realizes (k + l, k +m).

In the case that both components of a no-minus graph are plus, the following
statement holds.

Theorem 2.5. [8] Let G1|S1 and G2|S2 be partially dominated no-minus graphs
such that G1|S1 realizes (k, k + 1) and G2|S2 realizes (l, l + 1). Then

k + l ≤ γg((G1 ∪G2)|(S1 ∪ S2)) ≤ k + l + 1,

k + l + 1 ≤ γ′
g((G1 ∪G2)|(S1 ∪ S2)) ≤ k + l + 2.
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Let P ′′
n denote the partially dominated path of order n+2, which its endpoints

are dominated, see Figure 2, and let P ′
n denote the partially dominated path of

order n + 1, which only one of its endpoint is dominated, see Figure 2. In both
cases, n vertices are not dominated. The following is an important lemma involving
the proof of the game domination numbers of a path.

Figure 2: Partially dominated paths of P ′′
n (left) and P ′

n (right)

Lemma 2.6. [3] For every n ≥ 0, we have

γg(P
′′
n ) =

{⌈
n
2

⌉
− 1; n ≡ 3 (mod 4),⌈

n
2

⌉
; otherwise,

γ′
g(P

′′
n ) =

{⌈
n
2

⌉
+ 1; n ≡ 2 (mod 4),⌈

n
2

⌉
; otherwise.

Moreover, for every i, j ≥ 0 such that i + j = n, ir = (i mod 4) and jr = (j
mod 4), we also have

γg(P
′′
i ∪ P ′′

j ) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

γg(P ′′
i ) + γg(P ′′

j ); (ir, jr) ∈ {0, 1}× {0, 1, 2, 3}∪
{0, 1, 2, 3}× {0, 1} ,

γg(P ′′
i ) + γg(P ′′

j ) + 1; (ir, jr) ∈ {2, 3}× {2, 3} ,

γ′
g(P

′′
i ∪ P ′′

j ) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

γg(P ′′
i ) + γg(P ′′

j ); (ir, jr) ∈ {0, 1}× {0, 1} ,
γg(P ′′

i ) + γg(P ′′
j ) + 1; (ir, jr) ∈ {0, 1}× {2, 3}∪

{2, 3}× {0, 1} ∪ {(2, 2)} ,
γg(P ′′

i ) + γg(P ′′
j ) + 2; (ir, jr) ∈ {(2, 3), (3, 2), (3, 3)} .

This lemma shows the optimal first move of both players playing on a partially
dominated graph P ′′

n . Dominator always chooses a vertex distance two from the
dominated endpoint, but Staller always choose dominated endpoint. Hence, both
players play the same way in P ′

n. The following statement holds.

Lemma 2.7. [3] For every n,m ≥ 0, we have

γg(P
′
n ∪ P ′

m) = γg(P
′′
n ∪ P ′

m) = γg(P
′′
n ∪ P ′′

m) and

γ′
g(P

′
n ∪ P ′

m) = γ′
g(P

′′
n ∪ P ′

m) = γ′
g(P

′′
n ∪ P ′′

m)

We can apply Lemmas 2.6 and 2.7 to determine the game domination number
of paths.
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Theorem 2.8. [3] For every n ≥ 0, we have

γg(Pn) =

{⌈
n
2

⌉
− 1; n ≡ 3 (mod 4),⌈

n
2

⌉
; otherwise,

γ′
g(Pn) =

⌈n
2

⌉
.

3 A Dominator-Start Game Played on Qn+1

In this section, we analyze γg(Qn+1). First, we study the game when the Domi-
nator first move is vertex x3.

Lemma 3.1. Suppose the Dominator first move is x3. Then

γ′
g(Qn+1|N [x3]) ≥

{⌈
n
2

⌉
− 1; n ≡ 3 (mod 4),⌈

n
2

⌉
; otherwise.

Proof. After the Dominator first move at x3, the residual graph is a disjoint union
between graph Px1x2v2 and P ′

n−4≥0, where Px1x2v2 is a path in Pn with the vertex
set {x1, x2, v2}. Notice that γ′

g(Qn+1|N [x3]) = γ′
g(Px1x2v2 ∪ P ′

n−4). We calcu-
late the game domination number directly ,and obtain that γg(Px1x2v2) = 1 and
γ′
g(Px1x2v2) = 2. So Px1x2v2 is a plus graph. We now consider γ′

g(Px1x2v2 ∪P ′
n−4).

If P ′
n−4 is a plus graph where n − 4 ≡ 2, 3 (mod 4), then the residual graph is a

disjoint union between plus graphs Px1x2v2 and P ′
n−4. By Theorem 2.5, we have

γ′
g(Px1x2v2 ∪ P ′

n−4) ≥ γg(Px1x2v2) + γg(P
′
n−4) + 1

≥ 2 + γg(P
′
n−4).

If P ′
n−4 is an equal graph where n − 4 ≡ 0, 1 (mod 4), then the residual graph is

a disjoint union between plus and equal graphs. By Theorem 2.4, we have

γ′
g(Px1x2v2 ∪ P ′

n−4) = γ′
g(Px1x2v2) + γ′

g(P
′
n−4)

= γg(Px1x2v2) + 1 + γg(P
′
n−4)

= 2 + γg(P
′
n−4).

We can easily check by hand for the case n = 4. Suppose that n ≥ 5, we consider
four cases according to the value of n mod 4. We apply Lemmas 2.6 and 2.7 to
obtain the solution for all k ≥ 1 as follows.

γ′
g(Px1x2v2 ∪ P ′

4(k−1)) = 2 + γg(P
′
4(k−1))

= 2 + γg(P
′′
4(k−1))

= 2 + 2k − 2 = 2k,
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γ′
g(Px1x2v2 ∪ P ′

4(k−1)+1) = 2 + γg(P
′
4(k−1)+1)

= 2 + γg(P
′′
4(k−1)+1)

= 2 + 2k − 2 + 1 = 2k + 1,

γ′
g(Px1x2v2 ∪ P ′

4(k−1)+2) ≥ 2 + γg(P
′
4(k−1)+2)

≥ 2 + 2(k − 1) + 1 = 2k + 1,

γ′
g(Px1x2v2 ∪ P ′

4(k−1)+3) ≥ 2 + γg(P
′
4(k−1)+3)

≥ 2 + 2(k − 1) + 2− 1 = 2k + 1.

Notice that γg(Qn+1) = 1 + minx∈Qn+1 {γ′
g(Qn+1|N [x])}. We obtain this

equality when x is the Dominator first move in an optimal strategy. Since it does
not guarantee that the Dominator first move at x3 is an optimal strategy, we
obtain the following corollary.

Corollary 3.1. γ(Qn+1) ≤ 1 + γ′
g(Qn+1|N [x3]).

Next, we consider the game domination number on graph Qn+1 after the
Dominator first move choosing vertex x2.

Lemma 3.2. If the Dominator first move is x2, then

γ′
g(Qn+1|N [x2]) =

{⌈
n
2

⌉
− 2; n ≡ 3 (mod 4),⌈

n
2

⌉
− 1; otherwise.

Proof. Suppose that the Dominator first move is x2. Then vertices x1, x2, x3, v2
are all dominated, and the residual graph is P ′

n−3. We consider four cases accord-
ing to the value of n mod 4. Let k ≥ 1. By Lemmas 2.6 and 2.7, we obtain that

γ′
g(P

′
4(k−1)+1) = γ′

g(P
′′
4(k−1)+1)

= γg(P
′′
4(k−1)+1)

= 2(k − 1) + 1 = 2k − 1,

γ′
g(P

′
4(k−1)+2) = γ′

g(P
′′
4(k−1)+2)

= γg(P
′′
4(k−1)+2) + 1 = 2k,

γ′
g(P

′
4(k−1)+3) = γ′

g(P
′′
4(k−1)+3)

= γg(P
′′
4(k−1)+3) + 1 = 2k,
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γ′
g(P

′
4k) = γ′

g(P
′′
4k)

= γg(P
′′
4k) = 2k.

Proof of Theorem 1.1. We compare γ′
g(Qn+1|N [x2]) and γ′

g(Qn+1|N [x3]). Since
γ′
g(Qn+1|N [x2]) < γ′

g(Qn+1|N [x3]), we obtain the result.

We now consider some vertices which are not the Dominator first move in an
optimal strategy.

Lemma 3.3. In an optimal strategy of the Dominator-start game played on Qn+1,
the Dominator first move cannot be x1, x3, xn and v2.

Proof. We know that N [x1] and N [v2] are subsets of N [x2], and {xn} is a subset
of N [xn−1]. By the continuation principle and Theorem 1.1, the result follows.

From our analysis, we propose the following conjecture. In an optimal strategy
of the Dominator-start game played onQn+1, the Dominator first move is x2. Then

γg(Qn+1) = 1 + γ′
g(Qn+1|N [x2])

=

{⌈
n
2

⌉
− 1; n ≡ 3 (mod 4),⌈

n
2

⌉
; otherwise.

4 A Staller-Start Game Played on Qn+1

In this part, we consider the Staller-start game domination number on graph Qn+1.

Lemma 4.1. If the Staller first move is x3, then

γg(Qn+1|N [x3]) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⌈
n
2

⌉
− 1; n ≡ 0, 1 (mod 4),⌈

n
2

⌉
− 1 or

⌈
n
2

⌉
; n ≡ 2 (mod 4),⌈

n
2

⌉
− 1 or

⌈
n
2

⌉
− 2; n ≡ 3 (mod 4).

Proof. Suppose that the Staller first move is x3. Then the residual graph is a
disjoint union between Px1x2v2 and P ′

n−4≥0, where Px1x2v2 is a path in Pn with
the vertex set {x1, x2, v2}. Notice that γg(Qn+1|N [x3]) = γg(Px1x2v2 ∪P ′

n−4). We
can find the game domination number directly from the graph; γg(Px1x2v2) = 1
and γ′

g(Px1x2v2) = 2. So Px1x2v2 is a plus graph. Nest we find γg(Px1x2v2 ∪P ′
n−4).

If P ′
n−4 is a plus graph, where n− 4 ≡ 2, 3 (mod 4), then the residual graph is a

disjoint union between plus graphs Px1x2v2 and P ′
n−4. By Theorem 2.5, we have

that

γg(Px1x2v2) + γg(P
′
n−4) ≤ γg(Px1x2v2 ∪ P ′

n−4) ≤ γg(Px1x2v2) + γg(P
′
n−4) + 1

1 + γg(P
′
n−4) ≤ γg(Px1x2v2 ∪ P ′

n−4) ≤ 2 + γg(P
′
n−4).
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If P ′
n−4 is an equal graph, where n−4 ≡ 0, 1 (mod 4), then the residual graph

is a disjoint union between plus graph and equal graph. By Theorem 2.4, we have
that

γg(Px1x2v2 ∪ P ′
n−4) = γg(Px1x2v2) + γg(P

′
n−4)

= 1 + γg(P
′
n−4).

It can be easily checked for n = 4. Assume that n ≥ 5. There are four cases
according to the value of n mod 4. Then we apply Lemmas 2.6 and 2.7 to obtain
the solution for all k ≥ 1.

γg(Px1x2v2 ∪ P ′
4(k−1)) = 1 + γg(P

′
4(k−1))

= 1 + γg(P
′′
4(k−1))

= 1 + 2k − 2 = 2k − 1,

γg(Px1x2v2 ∪ P ′
4(k−1)+1) = 1 + γg(P

′
4(k−1)+1)

= 1 + γg(P
′
4(k−1)+1)

= 1 + 2k − 2 + 1 = 2k,

1 + γg(P
′
4(k−1)+2) ≤ γg(Px1x2v2 ∪ P ′

4(k−1)+2) ≤ 2 + γg(P
′
4(k−1)+2)

1 + 2k − 2 + 1 ≤ γg(Px1x2v2 ∪ P ′
4(k−1)+2) ≤ 2 + 2k − 2 + 1

2k ≤ γg(Px1x2v2 ∪ P ′
4(k−1)+2) ≤ 2k + 1,

1 + γg(P
′
4(k−1)+3) ≤ γg(Px1x2v2 ∪ P ′

4(k−1)+3) ≤ 2 + γg(P
′
4(k−1)+3)

1 + 2k − 2 + 1 ≤ γg(Px1x2v2 ∪ P ′
4(k−1)+3) ≤ 2 + 2k − 2 + 1

2k ≤ γg(Px1x2v2 ∪ P ′
4(k−1)+3) ≤ 2k + 1.

Proof of Theorem 1.2. We know that

γg(Qn+1) = 1 +maxx∈V (Qn+1) {γ
′
g(Qn+1|N [x])}.

We can obtain this equality when x is the Staller first move in an optimal strategy.
Since it does not guarantee that the Staller first move at x3 is an optimal strategy,
we obtain the result.

We next consider the Staller-start game domination number when Staller
chooses v2 and Dominator chooses x2.
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Lemma 4.2. If the Staller first move is v2 and the next move by Dominator is
x2, then

γ′
g(Qn+1|N [v2, x2]) =

{⌈
n
2

⌉
− 2; n ≡ 3 (mod 4),⌈

n
2

⌉
− 1; otherwise.

Proof. Suppose that the first move of Staller is v2, then x2 is dominated. If
Dominator chooses x2, then γg(Qn+1|N [v2]) = 1 + γ′

g(Qn+1|N [v2, x2]). The cor-
responding residual graph is P ′

r, where r ≥ 0 and r = n − 3. We have that
γ′
g(P

′
n−3) = γ′

g(Qn+1|N [v2, x2]). There are four cases according to the value of
n mod 4. For k ≥ 1, by Lemmas 2.6 and 2.7, we have that

γ′
g(P

′
4(k−1)+1) = γ′

g(P
′′
4(k−1)+1)

= γg(P
′′
4(k−1)+1)

= 2(k − 1) + 1 = 2k − 1,

γ′
g(P

′
4(k−1)+2) = γ′

g(P
′′
4(k−1)+2)

= γg(P
′′
4(k−1)+2) + 1 = 2k,

γ′
g(P

′
4(k−1)+3) = γ′

g(P
′′
4(k−1)+3)

= γg(P
′′
4(k−1)+3) + 1 = 2k,

γ′
g(P

′
4k) = γ′

g(P
′′
4k)

= γg(P
′′
4k) = 2k.

We assume that the Dominator first move is x4 in the Staller-start game.

Lemma 4.3. In the Staller-start game, if the Staller first move is v2 and the
Dominator first move is x4, then

γ′
g(Qn+1|N [v2, x4]) =

{⌈
n
2

⌉
− 2; n ≡ 1 (mod 4),⌈

n
2

⌉
− 1; otherwise.

Proof. Suppose that the Staller first move is v2 and the Dominator first move is
x4. Then γg(Qn+1|N [x4]) = 1 + γ′

g(Qn+1|N [v2, x4]). The corresponding residual
graph is P ′

1 ∪ P ′
r, where r ≥ 0 and r + 1 = n− 4. We have that γ′

g(P
′
1 ∪ P ′

n−3) =
γ′
g(Qn+1|N [v2, x4]). There are four cases according to the value of n mod 4. For

k ≥ 1, by Lemmas 2.6 and 2.7, we have that

γ′
g(P

′
1 ∪ P ′

4(k−2)+3) = γg(P
′′
1 ) + γg(P

′′
4(k−2)+3) + 1

= 2 + γg(P
′′
4(k−2)+3)

= 2 + 2(k − 2) + 2− 1

= 2 + 2k − 4 + 1 = 2k − 1,
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γ′
g(P

′
1 ∪ P ′

4(k−1)) = γg(P
′′
1 ) + γg(P

′′
4(k−1))

= 1 + γg(P
′′
4(k−1))

= 1 + 2k − 2 = 2k − 1,

γ′
g(P

′
1 ∪ P ′

4(k−1)+1) = γg(P
′′
1 ) + γg(P

′′
4(k−1)+1)

= 1 + γg(P
′′
4(k−1)+1)

= 1 + 2k − 2 + 1 = 2k,

γ′
g(P

′
1 ∪ P ′

4(k−1)+2) = γg(P
′′
1 ) + γg(P

′′
4(k−1)+2) + 1

= 2 + γg(P
′′
4(k−1)+2)

= 2 + 2k − 2 + 1 = 2k + 1.

Proof of Theorem 1.3. Note that for u ∈ Qn+1,

γg(Qn+1|N [u]) = 1 + minv∈V (Qn+1)−u {γ′
g(Qn+1|N [u, v])}.

From Lemmas 4.2 and 4.3, for n ≡ 3 (mod 4),

γ′
g(Qn−1|N [v2, x2]) =

⌈n
2

⌉
− 2 <

⌈n
2

⌉
− 1 = γ′

g(Qn−1|N [v2, x4]).

So for Dominator, choosing x2 is better than choosing x4.

From our analysis, we propose the following conjecture. In an optimal strategy
of the Staller-start game, if the Staller first move is v2 and the Dominator first
move is xn−1, then

γ′
g(Qn+1) = 1 +

{⌈
n
2

⌉
; n ≡ 1, 3 (mod 4),⌈

n
2

⌉
+ 1; otherwise.

5 A Dominator-Start Game Played on 1-sum of
Pn and P2

In this section, we analyze the game domination number on a graph Tn+1, which
is a graph constructed from 1-sum of Pn and P2 at xk, for some k = 2, ..., n − 1,
and v1, see figure 3. Then we find the upper bound of γg(Tn+1) by assuming that
the Dominator first move is xk. By applying Lemmas 2.6 and 2.7, we obtain the
following lemma.
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Figure 3: Graph Tn+1

Lemma 5.1. If k ≡ 0 (mod 4), then

γg(Tn+1) ≤

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⌈
n
2

⌉
; n ≡ 0 (mod 4),⌈

n
2

⌉
+ 1; n ≡ 1 (mod 4),⌈

n
2

⌉
+ 2; n ≡ 2, 3 (mod 4).

If k ≡ 1 (mod 4), then

γg(Tn+1) ≤

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⌈
n
2

⌉
; n ≡ 0 (mod 4),⌈

n
2

⌉
+ 1; n ≡ 1, 2 (mod 4),⌈

n
2

⌉
+ 2; n ≡ 3 (mod 4).

If k ≡ 2 (mod 4), then γg(Tn+1) ≤
⌈
n
2

⌉
+ 1.

If k ≡ 3 (mod 4), then

γg(Tn+1) ≤
{⌈

n
2

⌉
+ 1; n ≡ 0, 1 (mod 4),⌈

n
2

⌉
+ 2; n ≡ 2, 3 (mod 4).

Proof. We can easily check by hand for the case n = 4. Assume that n ≥ 5.
Suppose that Dominator chooses xk in the first move, then the residual graph is
P ′
r ∪ P ′

s, where r + s = n− 3. We now consider the following cases of the residual
graph according to the value of n mod 4.

If n ≡ 0 (mod 4) or n = 4j, where j > 0, there are two cases: 1) P ′
4l ∪ P ′

4m+1

where l+m+ 1 = j and l,m ≥ 0; and 2) P ′
4l+2 ∪ P ′

4m+3 where l+m+ 2 = j and
l,m ≥ 0.

If n ≡ 1 (mod 4) or n = 4j + 1, where j > 0, there are three cases: 1)
P ′
4l+3∪P ′

4m+3 where l+m+2 = j and l,m ≥ 0; 2) P ′
4l∪P ′

4m+2 where l+m+1 = j
and l,m ≥ 0; and 3) P ′

4l+1 ∪ P ′
4m+1 where l +m+ 1 = j and l,m ≥ 0.

If n ≡ 2 (mod 4) or n = 4j+2, where j > 0, there are two cases: 1) P ′
4l∪P ′

4m+3

where l+m+ 1 = j and l,m ≥ 0; and 2) P ′
4l+1 ∪ P ′

4m+2 where l+m+ 1 = j and
l,m ≥ 0.

If n ≡ 3 (mod 4) or n = 4j+3, where j > 0, there are three cases: 1) P ′
4l∪P ′

4m

where l+m = j and l,m ≥ 0; 2) P ′
4l+1 ∪P ′

4m+3 where l+m+1 = j and l,m ≥ 0;
and 3) P ′

4l+2 ∪ P ′
4m+2 where l +m+ 1 = j and l,m ≥ 0.

By applying Lemmas 2.6 and 2.7 to consider each cases, the result follows.
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