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"
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10 430 471.5 41.5 
 450 487.9 37.9 
 470 503.7 33.7 
 490 523.4 33.4 
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%������
� 4-21 ����>�������:���������	��	���������
��	��
������9�������	���9�����
�������	�
!�����
��
*��?���
�
�  @9�����%#�
������%���������	�
�����9���'�+����������
�
�
@9���'�+���
!����+�����
�
�
����������
���	��9��%9�����
�  +���#�
�����
� 4-22 *���&9�
�������	�
���	���9���
�������9����:����������+�����
���	���9�� @9������
����!$"
����	����#�7+�
�!���� 4.3 �
����������
��
���	���9���'�+�������!�����9���
"
����
!�����
��,

����,B���������
����9��  

 ����
� 4-23 *��������#%���������	+�����
�����"���D���7�
�� 20 mm ����
�������� 2 mm/s  ?���
�������	��	����� 430 �C  �
!�����
� 0.3 �	���
 ����>������������	
�����	��!$�!��
$
�����	��
�
��
������ ��#�
��������	"	������
��	��!$����������7��	������9�� 
��:���%��*����
�����  ?�������
��
�������	�������:��
�"	��!�"!���$,��*���	��7@9���,B�
$�	����
��
����,

�����,������?���
�������	 450 �C 
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�����#%���������	+�����
�����"���D���7�
�� 20 mm ���������
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     2 mm/s �
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� 0.3 �	���
 
 

���!�" 4-24 #��
����,

���*,
�����������	������+�����
�����"���D���7�
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mm ��:���������	��	����� 430 *
# 490�C ���������
� 2 *
# 10 mm/s #��
�$������	����
�
+����%'�
������
������	
��	
���
�*��?�����	���9���
� 
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������ 4-24�
����,

���*,
�����������	������+�����
�����"���D���7�
�� 20 mm 

    �������	��	����� 430 *
# 490�C ���������
� 2 *
# 10 mm/s 

 
4.6�

�����	

��������
������

���������������� 

���%&�'���!*���+�
�����1:�
%	���+�
�;�#��$
�������  !�"
�<��$�������������+�


�����	
� ���
��� ���=���	
�����
 >������
#??�;���
���������
����������? +&:� 2 

#??�;���
@9���
��	��
���
!�����
��

!�E�#�,B�*"���
������� 4 mm �����!�*���
�'�*����
�����!��:��'�*�����
��*���	��7*
#��:���D���7�,B��#�# 32.75 mm �!�����
� 3-2 ?�����
%'�
������
�+F�����!������+�������<$��%	������
 131 mm  ���
���+�
��	
�����
!�" 

200 mm  ��	
�����
�$��������
������	
� 470 °C  �������������
��A��
!�" 5 mm/s �����	
�

���"
���#
$��
��  450 °C �����	
�����!������ 430 °C �����	
���

�?�A�� 350 °C #��

�����	
�����#�����
 35 �C 
����
� 4-25  *���*���'�*���� -5, 0, 5, 10, 20, 30, 50 *
# 180 mm +�
#??�;���


!�:
 2 +�����	%��������,

���*,
�����������	, �����!� *
#��������>�
�
��'�*�����!�� 
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C
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�����	
����"
��� 490 C ���
��A���� 10 mm/s

�����	
����"
��� 490 C ���
��A���� 2 mm/s

�����	
����"
��� 430 C ���
��A���� 10 mm/s

 �����	
���"
��� 430 C ���
��A���� 2 mm/s
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������ 4-25�
*���'�*�����
�+F��	%���������,

���*,
�����#+�*$$%'�
���������
�� 

�#��$*$$D���7�
��*
#��:���D���7 
 

4.6.1������#??�;���
���
����������?�������%	������
 

<�����;���
������+�
#??�;���
�������%	������
������'��������������+�


�����	
�#��
��
���!�" 4-26 >��#��
����
��&"
�������1"�
����

���  >�������	
��	
���

����+&:� 513.6 �C ?�����<����
<����?�	#
$��
���$��������#
$��
�� B&"
���"
+&:�D&
 43.6 �C 

�
1"��������<$���E����
 2 ����!� ��A�����$�?�����<����
<����?����!������
������	
��	
+&:�

��A�����E��
�� 0.5 �C ��1"�
������
�����!������$�
<����
<�� =�+��!�"?�������
<��

��?��

�?�A��
������	
��";��
��A�����E��
�� 0.5 �C ��1"�
������D$���!���
�������

��	
�����
�E��
��

�?�A��B&"

������	
��";���$� �;����??��������
��	
�����
#��?�����
�


����$�
����#
$��
����?����!��������:�
������	
��	
+&:�����
��A������F$������1"�
���
����

�E��"���	E����  ?�����!�"
�����E��"��#E�
�����	
�
���1�?���������#
$��
��#���	#
$��
��

B&"

�����E��"���	E
��!�"���  B&"
��
��D������??�����!�"
�����E��"���	E
����1�����������

���!�" 4-27 B&"
#��
���'��������������+�
���
����E����!*�<� ��A�����$����'�����

���������+�
���
����E����!*�<���?��������������	
�
����'���������� 
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������ 4-26����������������	
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���������
����������?��������;�#��$
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������ 4-27�
�����#%�������������,�#�	�5	"
 (MPa) �������
��������
���#��$ 

 �����!��'�*����D���7�
�� 
 

������'��������������+�
�����	
�=����!�" 4-26 �
1"��;�
�#��
<�=����'��+�


��������E��"��#E�
+�
�����	
�!�"#������?�$�
H  ����A�����$������	
�?��������
��
�

#��>��
�	
+&:���1"��H �
1"��+��=���#
$��
��
��+&:� >��!�"����?������?����#
$��
�� Y = 0 mm

�$���+���	$�	#
$��
���$�����
���"

������	
��";���$�?�����+�?�	#
$��
����A�����#����A����

F������$�!�"+�?
������	
��	
��$����
#
$��
��!�"F$�
�$��������#
$��
�� Y = -5 mm >��
�

�����	
��	
��$� 5.6 �C 
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������ 4-28�
����E��"��#E�
+�
�����	
�!�"#������?�$�
H �������
��������
�� 

    �#��$�����!��'�*����D���7�
�� 
 

���!�" 4-29  #��
���������+�
���
�����K��"� (Mean Stress) >���$�����?

�
��D&
�EL����
������#��
D&
����?���
���=���	
�����
��A�����$�����?���
��������


��$�

���$�������	
�����
���������#
$��
�� 

 

 
 

������ 4-29�
���������+�
���
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�� 

        �#��$�����!��'�*����D���7�
�� 
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������ 4-30�
����E��"��#E�
+�
���
�����K��"�!�"#������?�$�
H �������
��������
�� 

�#��$�����!��'�*����D���7�
�� 
 

���!�" 4-30  #��
����E��"��#E�
+�
���
�����K��"���A�����$��$����
���?�������?

���=���<����
<��=�#�$������?���
$�$���E��"��#E�
>��
��$�E��
�� -150 MPa 

���!�" 4-31  #��
������������
��A����+�
��	
�����
 ��A�����$�!�"
�
����$�
����

#
$��
����?����!������
����
��A��";�����EL�?�����!�"����>������ #�����
��A������

���"
+&:���$�
�����A�?�����!�
����	#
$��
��  ���!�" 4-32 #��
���
��A����=��	E+�
����

!�"����?�$�
H ��A�����$�!�"!�
��� Y= -5 mm ���
��A���	
�����
!�"+�?
��$� 150 mm/s +��!�"

%	������

��$� 160 mm/s 

 

 
 

������ 4-31�
���������+�
���
��A���� (mm/s) +�
��	
�����
�������
��������
�� 

 �#��$�����!��'�*����D���7�
�� 
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�������%	������
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��
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��
���
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�"� 
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Pa

)
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Y= 0 mm
Y= 5 mm
Y= 10 mm
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Y= 50 mm
Y= 180 mm
�������	
9

�	#
$��
�� 
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40 

80 160 
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������ 4-32������E��"��#E�
+�
���
��A����!�"#������?�$�
H �������
��������
�� 

   �#��$�����!��'�*����D���7�
�� 
 

4.6.2������#??�;���
���
����������?���������1:�
%	��� 

<�����;���
������+�
#??�;���
���������1:�
%	������
������'��������������+�


�����	
�#��
��
���!�" 4-33 #�����!�" 4-34  #��
��������E��"��#E�
+�
�����	
�!�"#��

����?�$�
H  �����	
��	
�������+&:� 514.3 �C =�������
��?�����������%	������
 ��A�����$�

�����	
�!�
����!�"=����	#
$��
��
������	
��	
��$���������	#
$��
�� >��!�"����?����#
$��
�� 

Y=0 !�"
�
����$�
����!��������?#
$��
������=����	#
$��
��
������	
�  474 �C +��!�"
�
����

����	#
$��
��
������	
� 469.3 �C B&"
�";���$������	
����"
���+�
��	
�����
#��
�$������	
�

���
��1"�
����������D$���!���
�����E�	$����!������#��#
$��
��#��?�������:
����

�E��"���	E����
�� ��
������������!�" 4-35 B&"
#��
���
����E����!*�<����'�����

���������+�
���
����E����!*�<�  ����>��F!��%�����������>�
��*���	��7�
�����������
,�#�	�5	"
��'������
�������9��  *
#�
�$�	����������������	�

!�E�#�F����
���!$���
����
�!��'�*����D���7�
��*���	��7 �1�!�"�$�����
�������!�"������#
$��
��
������	
��";���$�!�"+�?

<��!�:
��
E��
�� 6 �C ��1"�
���
�����E��"���	E
�� 
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��
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��
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m
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Y= 5 mm
Y= 10 mm
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Y= 30 mm
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F��+��
	�9

�	#
$��
�� 
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������ 4-33�������#%���������	�������
��������
���#��$�����!��'�*������:���D���7 
 

 

 
������ 4-34������E��"��#E�
+�
�����	
�!�"#������?�$�
H �������
��������
�� 

    �#��$�����!��'�*������:���D���7 
 

469 

469.5 

470 

470.5 

471 

471 

470 
469.5 

474 

470.5 

x 

Y 

Temperature (�C) 

(Initial temp 470 �C) 

(Time 2 sec, Max temp 514.3 �C) 

482 

490 

498 
510 
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480

485

490

495

500

505

510

515

-65.50 -52.40 -39.30 -26.20 -13.10 0.00 13.10 26.20 39.30 52.40 65.50

�������%	������
 (mm)

���
��

	
� 
(°

C
)

Y= -5 mm
Y= 0 mm
Y= 5 mm
Y= 10 mm
Y= 20 mm
Y= 30 mm
Y= 50 mm
Y= 180 mm
��
������������	���

%	������
 

�	#
$��
�� 
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������ 4-35�
�����#%�������������,�#�	�5	"
 (MPa) �������
��������
�� 

     �#��$�����!��'�*������:���D���7 
 

���!�" 4-36 #�����!�" 4-37 #��
D&
���
�����K��"���A�����$��$�!�"��������	#
$��
��
�

���
����	
��$�����=����	#
$��
��#��?�����<�������?����!��������������	#
$��
����:�
��$�

��1�?�
!�"����!������? =�+��!�"����<���������!����������=����	#
$��
��
����
������


��A������
1"��+��=���#
$��
��
��+&:� #��?������$�����������#
$��
��
����
������
�";�


�� >��!�"<��+�
��������
1"�������#
$��
�����"

����
����!�"
����'���EL����
�����&
 

 

 
 

������ 4-36�
�����#%�����������G

�� (MPa) �������
��������
���#��$ 

       �����!��'�*������:���D���7 

6 

2 4 

8 

4 

14 

16 

18 

12 4 

24 

10 

-176 

-171 
-166 -161 

-156 

-151 

-141 

-161 

-136 

-100 
-80 

-60 

-10 
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������ 4-37�
����E��"��#E�
+�
���
�����K��"�!�"#������?�$�
H �������
��������
�� 

�#��$�����!��'�*������:���D���7 
 

���!�" 4-38 B&"
#��
���
��A����+�
��	
�����
��:� #��
D&
#��>��
�������>������

=�����!�"�������	#
$��
��
��1:�!�"
����$�����=����	#
$��
����$�
F����� ��
���������#��

���
��A� 2.5 mm/s +�
���!�" 4-38 ��A�����$������������	#
$��
��
�+�?�+�����
��$�
��

=�+��!�"���
��A����+�
��	
�����
���"
+&:���$�

���
1"��+��=���!�
���+�
�	#
$��
�� 

 

 
 

������ 4-38�
�����#%����������>�
 (mm/s) �������
��������
���#��$�����!� 

   �'�*������:���D���7 
 

-200

-150

-100

-50

0

-65.5 -52.4 -39.3 -26.2 -13.1 0.0 13.1 26.2 39.3 52.4 65.5

�������%	������
 (mm)

��
�


��
���

K�
�"� 

(M
Pa

)
Y= -5 mm
Y= 0 mm
Y= 5 mm
Y= 10  mm
Y= 20 mm
Y= 30 mm
Y= 50 mm
Y= 180 mm 
F��+��
	�8

%	������
 

�	#
$��
�� 

2.5 

5 

7.5 10 

20 5 

2.5 

5 

20 

40 
160 

80 
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������ 4-39������E��"��#E�
+�
���
��A����!�"#������?�$�
H �������
����
������ 

   ����?��������;�#��$
��1:�
%	��� 

 

4.7�

�����	

���!����"���	#���������
�	"$""����
%��� 
��!*���+�
�	E!�
#
�����$����������%&�'�����#??�;���
������!$�+�������<$��

%	������
�K��"� (Mean Diameter) 60 mm ��� 4 mm #??�

�����?#��+&:� 4 

#??�;���
!�"
��	E!�
+�
#
����!�"#���$�
�����
���!�" 3-4 ��1"�
���#??�;���
�EL�

#??�;���
F��� 2 
����

�����?#���&
�
$��
��D�;��&
D&
��!*���+�
������<$���$��+�

�&�#
������1���E (Web) ��� ����;���
������=F�����!������+�������<$��%	������
 131 

mm  ���
���+�
��	
�����
!�" 200 mm ���
��A�����
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������������ (Yield Criteria) 
��������:�����
�?
�#�,

�������%��F����:�������������F����,

�����,&�����:��
���
�����

�����
���	� +���������9����,?
�#?���!��>,�!�����������
���	��9���!$�!���%#�
�
��

!�E�#�����!�  �F�� ��%,�#��$�������������9� ���������!� �����G:�� �,B����  �!��!��%9��

���D9�E�&9����N7�
�%#+F��'��������������%#��	��9����:��+� �����&��
�����N7�������+�
��,*$$�!��>,>���!������ 
 

(�-9) 

 

������������+�
�!���� (Tresca Yield Criteria) ��1� ��������
�����K1���	
���

(Maximum Shear Stress Criteria) ��$���$� “�������������+&:��
1"����
�����K1��=�F�:�
��
��$�

�!$���?���
�����K1���	
���!�"����+&:�=�F�:�
��!���?#�
�&
+�
�����F�����������” 

 

(�-10) 
 

��:�� k   �:�  ���������G:����������!���%���������$*���9� 
     1� *
# 3�  �:� ���������
!� ?���
� 1 2 3� � �� �  

      Y  �:�  ����������������!���%���������$*���9� 

� �, , , , , constantxx yy zz xy xz yzf � � � � � � �

j
ij j j

iV S

u
dV F u dS

x
�

�
�

�� �

ij ij j j
V S

dV F u dS� � �� ��

1 32k Y� �� � �
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1
2

2 2 2
2 1 2 2 3 3 1

2 2 2
1 2 2 3 3 1

[( ) ( ) ( ) ]
2

1 [( ) ( ) ( ) ]
2

� � � � � �

� � � � � �

� 
 � 
 �
�

� � 
 � 
 �

Y

Y

 

 
 

������ �-2�
*������N7���������������� (�) ?
�!��������+�����	�	 (+) "	�����+���� 

                   �	�	 (�) ?
�!��������$��#��$ � 
 

������������+�
���
��B� (Von Mises Yield Criteria) =F�!�'�����

���E��"���	E 

(Distortion Energy Theory) B&"
��$���$� “����������"
����D�����

���E��"���	E=������
��$��!$���?

���

���E��"���	E������!���?#�
�&
+�
�������������” 

 
 

(�-11) 
 
 
 
 
 

+����
,KL������	�	�
�����������	�+��#��$ (Plane Stress) *�� 3 0� �  +�������
�   
(�-11) %#>�� 

 

(�-12) 

(�) 

���

�������

����

�������

���

���

���

���

������

���
���
���0�

(+)           (�) 

2 2 2
1 1 2 2 Y� � � �� 
 �
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������
� (�-12) �,B���������
*����!�����
� �-3(�) *
#"	�����+�����	�	+�������
� 
(�-11) *���+�����
� �-3(�) 
 

 
 

������ �-3�
*������N7����������.���	�@�?�� (�) *���?
�!����+�����	�	 (+) *���"	� 

                  ����+�����	�	 (�) *���?
�!��������$��#��$ � 
 

����,�
�$��
�$���N7�����������IEJ
�!�����*
��%#�$�������'����?��+F��IEJ

��������������������.���	�@�  *���IEJ
���.���	�@�+��"
����
����!$�������$���
?
�#���
������������������  �!��!��+�����	����#�7����9����,?
�#?���!��>,%9��	��+F����N7
����������.���	�@�������� 
 

+)�"�+��!�($����'	�	(+)�"�+����!�($����'	 

���
����E����!*�<� (Effective Stress,� )�

���
����E����!*�<���1����
�����

	� (Equivalent Stress) �;�������������������

?����������������,�#�	�5	"
�����!$����	�I�	%#��	�������� 

 

���

��

�������

����

����

(�) 

���

������ ��
���
����0 

(�) (+) 

���

���
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1 1 2 2 3 3dw d d d d� � � � � � � �� � 
 


2 2 2 1 2
1 2 2 3 3 1

1 2
2 2 2
1 2 3

1 2
2 2 2
1 2 3

2 [( ) ( ) ( ) ]
3

2       ( )
3

2   ( )
3

d d d d d d d

d d d

� � � � � � �

� � �

� � � �

� � 
 � 
 �

� �� 
 
� �� �

� �� 
 
� �� �

?��+F����N7����������.���	�@�%#>�� 
 

(�-13) 
 
 

���
������E����!*�<� (Effective Strain,� ) 

���
������E����!*�<���1����
�������

	� (Equivalent Strain,� ) �'����%���������
��	����������,�	���� 
 

(�-14) 
 

%�����N7����������.���	�@� �����&���������
��,�#�	�5	"
>��%������� 

 

 

 

(�-15) 

 

 

 

 

 

 

������������������!���"
� (Plastic Potential and Flow Rule) 
����E��"���	E=�F$�
���������:����
��
���*�����$�
���
������?���
���������
$�EL��E

��
��+�
���  #�$��=F��������� (Flow Rule) ��
��: 

 
 

(�-16) 
 

 

 

  �
�

�
�

�
�

�

�
�

�

�� p
ij

ij

p
ij

ij

gh f

gd h df

1
22 2 2

1 2 2 3 3 1
1 [( ) ( ) ( ) ]
2

� � � � � � �� � 
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  � �
�

� �
�

�
�

�

�
�

�

�� p
ij

ij

p
ij

ij

f

fd d

�
1"� g #�� h �EL���
��F���������+�
����1��
+�
���
�����?�"�
�?� #�� f  �EL���
��F��

������� #����
��F��  ( )�� ijg g ��
�����D!������
���	� (Plastic Potential) 

D��=��  g= f  �������������!�"
����
��
���*���?��
��F��������� (Flow Rule Associated 

with Yield Function) ����
���!�" (�-16) ����� 

 
 

(�-17) 
 

 
 
 
 
��:�� ��  *
# d�  �,B�������
��
���$��?�� hf� � ��  *
# d hdf� �  

 


�������
�������#�$�� (Principle of Normality) 
%���J���>�
�����&�
��������>���
�������:�"
�������������7�������
���
���	�

������	��%#�!��G���!$"	����� 

 

 
 

������ �-4�
*����
!���������!��G��+� 3 �	�	 
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*( ) 0p
ij ij ij� � �� ��

����
� �-4  *����������
��������	��+���,����������7?�� Vd� @9���,B�"
������
�������7 1d�  , 2d�  *
# 3d� �!��G���!$"	�����  *
#�'���!$���*���>�?@?��,O��!���	D�������
�����
!�*
#�������
��%#@����!$�!� 

 

�	�����

�����	�$���$��$&� (Principle of Maximum Plastic Work) 
��:��+F��
!���������!��G��*
#����?���������?
�!� (Locus) �������%#>���
!�������

����
���	������� 

 

(�-18) 
 
 

��:�� *
ij�  �,B�����#��������%��+�H �
��
�'�*�����������+���:�����$�"	����� �!�����
� 

�-5 

 

 
 

������ �-5�
*��������������7��������*
#�!����������
�� 

 

%������
� �-5 %#����>����� p
ij�� �!���
�	D���������������!$*���!��G���!$"	������
�%�� 

ij�  *
#������ *( ) p
ij ij ij� � �� �  %#�
��������!$"
������
��7����������7�
��!��G���!$?
�!��������

�
�%�� ij�  �!$�������7%�� *
ij�  >, ij�  ��:���%��?
�!���������,B�?�������'�+��"
�������������7

�!������,B�$������ *
#%#����>�����"
���%#�����!$D���7�������:�� *
ij ij� �   �  

*
ij�  

ij�  

1�

2�
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p
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e p
ij ij ij� � �� 
� � �

$"���

��	)�"��,$�	(�������	��$ 

���������
�
�	�@� (Levy-Mises Equation) �,B����*��������!��!�57�#�������������
�!$�������
���G��#+�F����
���	� ��:��+F����N7����������.���	�@�?����
��+���,����
�����$
����$�%#>��.K��7F!�������� 

 

(�-19) 
 

�!��!��%#>�� 
 

 

 

 

�����������=��
���!�" (�-17) ����� 

 

(�-20) 
 

��������*�����	
��� (Prandtl-Reuss Equation) �	%�����������
���!��+�F����:������
*
#F����
���	� �!������ 

 

(�-21) 
 
��:��      �:�  �!����������
����� 

e
ij��   �:�  �!����������
���:������ 
p

ij��   �:�  �!����������
���
���	� 

����
���+�
����
��B�#��+�
#��������	����E����$��
���+�
����
��B�=F��
1"��������

���D��EL�#??#+A
���A
-������� (Rigid Plastic) �$���
���+�
#��������	���:�=F��
1"��������

���D�!�:
=�F$�
�1����$�#��F$�
������� (Elastic Plastic) 
 
 
 
 
 

kl
ij

ij ijkl

f f � �
� ��

 �� �  � �
� � �

p
ij ij� � � � ��

ij��

1( )
2ij ij ijf � � �  �
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�������
��	��%&��& (Extremum Principles) 
�����#??#+A
���A
�������B&"
�E��"���	E���=��#�
���!;� Fi  !�"<�� SF  #����������
��A�!�"

<��!�"<�� Su  <��K��+�
E�R����:�����
�������D&
������
���+�
���
���
���� �������
��?

���
���
��A�#���
1"���++�? >��!�"���
���
���������
�������
��?������������ 

�������#��+�
�$����+�� (The First Extremum Principle) 

+�� ij�  *
# iu �,B��'���$�
���$���7������,KL���,

�����,�
���	�����!�&�*��������
�
���	����+����:���>���$�
��'����   +�� *

ij�  �,B��������������
�����
����
����!$��:���>�
��$�����������$�"	� SF *
#�������+���:�$�?
�!�������� (��
�������������� *

ij�   �
���� 
Statically Admissible) �!�����
� �-6 

 

 
 

������ �-6�
*�������#�������� *
ij�  �������+���:�$�?
�!�������� 

 

+F��
!��������!���������:���!�������
� (�-8) �
�%�� P %#>�� 
 

(�-22) 
 

*
#�
�%�� P* %#>�� 
 

(�-23) 
 
 

�'�������
� (�-23) 
$���%������� (�-22) %#>�� 

0

P*

P

ijd�

ijd�

ij�

*
ij�

?
�!����
���� 

ij ij i i
V S

dV Fu dS� � �� ��

* *
ij ij i i

V S

dV F u dS� � �� ��
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(�-24) 
 
 

%���
!�����������
���	������������!�" (�-18) %#>�� 
 

(�-25) 
 
 

��:���%�� *
i iF F�  $��:��"	� FS *
# F uS S S� 
  

 

(�-26) 
 

 
�
���!�" (�-27) �1��������#��+�
�$�+�����B&"
��$������$� “�����+�

����1"�
���#�


���!;�!�"<��!�"����+&:����
��
��D�����������
���
����!�"��	$=������ Statically Admissible>��

�����
����
��$�����EL��$�+�?�+��";� (Lower Bound)” 

+����>�
������*���*$$*���������
���	���%��	���������>�������:����9��>��  �!�����
� 
�-7 

 

 
 

������ �-7�
*���"	�$�	�����	����������
�>�������:��� 

Y 
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X 

* *( ) ( )ij ij ij i i i
V S

dV F F u dS� � �� � �� ��

*( ) 0i i i
S

F F u dS� ��

*
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S S
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���
���
��A� ui  E����?����<�� SD   �EL�<��!�"
����
��A��
$�$���1"�
����+&:�  >��=F�

�������+�
�����
����
1��!�"�$��!�"(1) #���$��!�"(2)  �����:�=F��
1"���++�
�
���+�
#�
���!;�

!�"<�� (1)
iF #�� (2)

iF !�"<���
$�$���1"�
 SD  ����� 
 

(�-27) 

 
 

��:�� *� �,B����������G:���
��,B�����,�#��$��� *
ij�  *
# k  �,B����������G:�������
�

"	� SD   ���� u!  �,B����������������+�*���!�"!��
�>�������:����
�"	� SD ����>����������
����
�������� (�-27) �,B�$������ ��:���%�� k  ���������:������!$ *�  ���� �!��!��������
�      
(�-25) *
#����� (�-26) �!���+F�>�� 

�
!�����
��������������
� (The Second Extremum Principle) 

+�� *
iu  �,B��������������
�����
����!$����!��!�>��>��*
#��:���>����������
���$�
�"	� Su 

�����
���������������
���� “Kinematically Admissible” %���
!��������!���������:��%#>����� 

 

(�-28) 
 
 

��:�� � �,B����������G:���
��,B�����,�#��$����������� ij� $�	���"	�>�������:��� *
DS @9��

�
��������+�*���!�"!��
�>�������:��� *u! +������������� *
iu   &�� *

iu �,B�"
�G
�%�	� �!��!�� 
k� �  �'�+��>�� 

 

(�-29) 

 
*
#%#>����� 

 

(�-30) 
 

%���
!��������
���	������� ��:�� *
ij�  ����
����!$���N7�������*
# *

ij�� �!��!�� 

 

(�-31) 

* * *( ) ( ) ( )
D

ij ij ij i i i
V S S

dV k u dS F F u dS� � � �� 
 � ! � �� � ��

*

* * *

D

ij ij i i
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dV u dS Fu dS� � �
 ! �� � ��

* *k u u�! � !
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ij ij ij ij� � � ��� �

*
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ij ij i i
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��:���%�� F uS S S� 
 *
#$�"	� uS �!�� *
i iu u�  �!��!�� 

 

(�-32) 
 
 

�
���!�" (�-32) �1�����!�"��
+�
�$����+��#��#��
=����A��$� “+�?�+�?� (Upper 

Bound)” +�
�����+�

��!�"����+&:����
?�<�� Su �����������
���
��A� Kinematically 

Admissible 

 

)�$/+�	�$���,���� (Viscoplasticity)  
+��IEJ
�
���	��!��%#>���'��9�&9�"
�����
�����I�	��������!��� @9��>����
����+����

�	����#�7�!����
��
��
��
"
����I�	��������!����!��   ?��+��!����
���
��
"
����I�	�����!���!���
�������
��%#�
"
�����������   �	�?��
���	�@	�
��	%����&9�"
�����
�����I�	�����!��� �:�
�	%����"
����!����������
������I�	��������!���  �IEJ
�	�?��
���	����>,�
�����?�� 
���@
�� (Perzyna)  @9���	%�����!���*$$*��������-�	�?��
���	�   ���@
������.K��7F!� ( )ijF �  

 
 

(�-33) 
 
 

��:�� k �:����������G:������  �	%���� ( )ijF � �,B�.K��7F!��F����
���!$D!������
���	�
(Plastic Potential) ����� 

 

(�-34) 
 
 

��:�� "       �:�  ���������:����
�����!���  
   ( )F# �:�  .K��7F!���� F @9�� 
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�!��!�� 

 

(�-35) 
 
 

��:�� 1 2(3 / 2){ }ij ij� � �  � ?���
� �  %#*���&9�������������+��������$�9�*��*�� 
*
# 3Y k�  �,B�������������*���9� 

���'�
!���������(�-35) �!��������� 

 

(�-36) 
 
 

��:���%�� 2(2 / 3){ }ij ij� � ��� � � %#>�� 
 

(�-37) 
 
 

%��������
� (�-35) *
# (�-37) %#>�� 
 

(�-38) 
 
 

����� (�-38) ����+���,��
���!$���������
�
�	�@�  ?���
�������������
� +������
�9���!$�!����������
��@9���9���!$.K��7F!� #  �
��'����?�������$!�	����!��� 

�!�������F��  &���
:��.K��7F!� 1(( ) 1) mY# �� � ��:�� m �:��!F�
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�������
��%#>�� 
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�������
�
�����������
� (Virtual Work-Rate Principle) 
�������+�
�����
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���
����!�"��	$=��
������=����D�#���
�����?#�


���!;�!�"<����:������+�
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���D����!$���?�����+�
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�;����?���
���
��A���
1��” 
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�����+�����
*
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���!�'��+�
����-��������B� (Green-Divergence Theorem) �
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( )ij ij j ij i
iV S

u dV u n dS
x

� ��
�

�� � (�-6) 
 
 

#������
���!�" (�-3) �
��� (�-5) #���
��� (�-6) ����� 
 
 

(�-7) 
 
 

������
� (�-7) �:����������!���������:�� ��:���%�� ij� ������ �!��!�������&��
��
������!���������:�� >��+��
���,��9���:� 
 
 

(�-8) 
 

������������ (Yield Criteria) 
��������:�����
�?
�#�,

�������%��F����:�������������F����,

�����,&�����:��
���
�����

�����
���	� +���������9����,?
�#?���!��>,�!�����������
���	��9���!$�!���%#�
�
��

!�E�#�����!�  �F�� ��%,�#��$�������������9� ���������!� �����G:�� �,B����  �!��!��%9��

���D9�E�&9����N7�
�%#+F��'��������������%#��	��9����:��+� �����&��
�����N7�������+�
��,*$$�!��>,>���!������ 
 

(�-9) 

 

������������+�
�!���� (Tresca Yield Criteria) ��1� ��������
�����K1���	
���

(Maximum Shear Stress Criteria) ��$���$� “�������������+&:��
1"����
�����K1��=�F�:�
��
��$�

�!$���?���
�����K1���	
���!�"����+&:�=�F�:�
��!���?#�
�&
+�
�����F�����������” 

 

(�-10) 
 

��:�� k   �:�  ���������G:����������!���%���������$*���9� 
     1� *
# 3�  �:� ���������
!� ?���
� 1 2 3� � �� �  

      Y  �:�  ����������������!���%���������$*���9� 
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u
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x
�

�
�

�� �

ij ij j j
V S
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1
2

2 2 2
2 1 2 2 3 3 1

2 2 2
1 2 2 3 3 1

[( ) ( ) ( ) ]
2

1 [( ) ( ) ( ) ]
2

� � � � � �

� � � � � �

� 
 � 
 �
�

� � 
 � 
 �

Y

Y

 

 
 

������ �-2�
*������N7���������������� (�) ?
�!��������+�����	�	 (+) "	�����+���� 

                   �	�	 (�) ?
�!��������$��#��$ � 
 

������������+�
���
��B� (Von Mises Yield Criteria) =F�!�'�����

���E��"���	E 

(Distortion Energy Theory) B&"
��$���$� “����������"
����D�����

���E��"���	E=������
��$��!$���?

���

���E��"���	E������!���?#�
�&
+�
�������������” 

 
 

(�-11) 
 
 
 
 
 

+����
,KL������	�	�
�����������	�+��#��$ (Plane Stress) *�� 3 0� �  +�������
�   
(�-11) %#>�� 
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(+)           (�) 
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������
� (�-12) �,B���������
*����!�����
� �-3(�) *
#"	�����+�����	�	+�������
� 
(�-11) *���+�����
� �-3(�) 
 

 
 

������ �-3�
*������N7����������.���	�@�?�� (�) *���?
�!����+�����	�	 (+) *���"	� 

                  ����+�����	�	 (�) *���?
�!��������$��#��$ � 
 

����,�
�$��
�$���N7�����������IEJ
�!�����*
��%#�$�������'����?��+F��IEJ

��������������������.���	�@�  *���IEJ
���.���	�@�+��"
����
����!$�������$���
?
�#���
������������������  �!��!��+�����	����#�7����9����,?
�#?���!��>,%9��	��+F����N7
����������.���	�@�������� 
 

+)�"�+��!�($����'	�	(+)�"�+����!�($����'	 

���
����E����!*�<� (Effective Stress,� )�

���
����E����!*�<���1����
�����

	� (Equivalent Stress) �;�������������������

?����������������,�#�	�5	"
�����!$����	�I�	%#��	�������� 
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1 1 2 2 3 3dw d d d d� � � � � � � �� � 
 


2 2 2 1 2
1 2 2 3 3 1

1 2
2 2 2
1 2 3

1 2
2 2 2
1 2 3

2 [( ) ( ) ( ) ]
3

2       ( )
3

2   ( )
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d d d d d d d

d d d

� � � � � � �
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� �� �

� �� 
 
� �� �

?��+F����N7����������.���	�@�%#>�� 
 

(�-13) 
 
 

���
������E����!*�<� (Effective Strain,� ) 

���
������E����!*�<���1����
�������

	� (Equivalent Strain,� ) �'����%���������
��	����������,�	���� 
 

(�-14) 
 

%�����N7����������.���	�@� �����&���������
��,�#�	�5	"
>��%������� 

 

 

 

(�-15) 

 

 

 

 

 

 

������������������!���"
� (Plastic Potential and Flow Rule) 
����E��"���	E=�F$�
���������:����
��
���*�����$�
���
������?���
���������
$�EL��E

��
��+�
���  #�$��=F��������� (Flow Rule) ��
��: 
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  � �
�

� �
�

�
�

�

�
�

�

�� p
ij

ij

p
ij

ij

f

fd d

�
1"� g #�� h �EL���
��F���������+�
����1��
+�
���
�����?�"�
�?� #�� f  �EL���
��F��

������� #����
��F��  ( )�� ijg g ��
�����D!������
���	� (Plastic Potential) 

D��=��  g= f  �������������!�"
����
��
���*���?��
��F��������� (Flow Rule Associated 

with Yield Function) ����
���!�" (�-16) ����� 

 
 

(�-17) 
 

 
 
 
 
��:�� ��  *
# d�  �,B�������
��
���$��?�� hf� � ��  *
# d hdf� �  

 


�������
�������#�$�� (Principle of Normality) 
%���J���>�
�����&�
��������>���
�������:�"
�������������7�������
���
���	�

������	��%#�!��G���!$"	����� 

 

 
 

������ �-4�
*����
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*( ) 0p
ij ij ij� � �� ��

����
� �-4  *����������
��������	��+���,����������7?�� Vd� @9���,B�"
������
�������7 1d�  , 2d�  *
# 3d� �!��G���!$"	�����  *
#�'���!$���*���>�?@?��,O��!���	D�������
�����
!�*
#�������
��%#@����!$�!� 

 

�	�����

�����	�$���$��$&� (Principle of Maximum Plastic Work) 
��:��+F��
!���������!��G��*
#����?���������?
�!� (Locus) �������%#>���
!�������

����
���	������� 
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e p
ij ij ij� � �� 
� � �

$"���

��	)�"��,$�	(�������	��$ 

���������
�
�	�@� (Levy-Mises Equation) �,B����*��������!��!�57�#�������������
�!$�������
���G��#+�F����
���	� ��:��+F����N7����������.���	�@�?����
��+���,����
�����$
����$�%#>��.K��7F!�������� 

 

(�-19) 
 

�!��!��%#>�� 
 

 

 

 

�����������=��
���!�" (�-17) ����� 

 

(�-20) 
 

��������*�����	
��� (Prandtl-Reuss Equation) �	%�����������
���!��+�F����:������
*
#F����
���	� �!������ 

 

(�-21) 
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���+�
����
��B�#��+�
#��������	����E����$��
���+�
����
��B�=F��
1"��������

���D��EL�#??#+A
���A
-������� (Rigid Plastic) �$���
���+�
#��������	���:�=F��
1"��������

���D�!�:
=�F$�
�1����$�#��F$�
������� (Elastic Plastic) 
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�������
��	��%&��& (Extremum Principles) 
�����#??#+A
���A
�������B&"
�E��"���	E���=��#�
���!;� Fi  !�"<�� SF  #����������
��A�!�"

<��!�"<�� Su  <��K��+�
E�R����:�����
�������D&
������
���+�
���
���
���� �������
��?

���
���
��A�#���
1"���++�? >��!�"���
���
���������
�������
��?������������ 

�������#��+�
�$����+�� (The First Extremum Principle) 

+�� ij�  *
# iu �,B��'���$�
���$���7������,KL���,

�����,�
���	�����!�&�*��������
�
���	����+����:���>���$�
��'����   +�� *

ij�  �,B��������������
�����
����
����!$��:���>�
��$�����������$�"	� SF *
#�������+���:�$�?
�!�������� (��
�������������� *

ij�   �
���� 
Statically Admissible) �!�����
� �-6 

 

 
 

������ �-6�
*�������#�������� *
ij�  �������+���:�$�?
�!�������� 

 

+F��
!��������!���������:���!�������
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(�-24) 
 
 

%���
!�����������
���	������������!�" (�-18) %#>�� 
 

(�-25) 
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��$������$� “�����+�
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���#�


���!;�!�"<��!�"����+&:����
��
��D�����������
���
����!�"��	$=������ Statically Admissible>��
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���
���
��A� ui  E����?����<�� SD   �EL�<��!�"
����
��A��
$�$���1"�
����+&:�  >��=F�

�������+�
�����
����
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1"���++�
�
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��:�� *� �,B����������G:���
��,B�����,�#��$��� *
ij�  *
# k  �,B����������G:�������
�

"	� SD   ���� u!  �,B����������������+�*���!�"!��
�>�������:����
�"	� SD ����>����������
����
�������� (�-27) �,B�$������ ��:���%�� k  ���������:������!$ *�  ���� �!��!��������
�      
(�-25) *
#����� (�-26) �!���+F�>�� 

�
!�����
��������������
� (The Second Extremum Principle) 

+�� *
iu  �,B��������������
�����
����!$����!��!�>��>��*
#��:���>����������
���$�
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�����
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���� “Kinematically Admissible” %���
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��:���%�� F uS S S� 
 *
#$�"	� uS �!�� *
i iu u�  �!��!�� 

 

(�-32) 
 
 

�
���!�" (�-32) �1�����!�"��
+�
�$����+��#��#��
=����A��$� “+�?�+�?� (Upper 

Bound)” +�
�����+�

��!�"����+&:����
?�<�� Su �����������
���
��A� Kinematically 

Admissible 

 

)�$/+�	�$���,���� (Viscoplasticity)  
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�
���	��!��%#>���'��9�&9�"
�����
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������.K��7F!� ( )ijF �  
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(Plastic Potential) ����� 
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dV k u dS Fu dS Fu dS� � 
 ! � �� � � ��
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�!��!�� 

 

(�-35) 
 
 

��:�� 1 2(3 / 2){ }ij ij� � �  � ?���
� �  %#*���&9�������������+��������$�9�*��*�� 
*
# 3Y k�  �,B�������������*���9� 

���'�
!���������(�-35) �!��������� 

 

(�-36) 
 
 

��:���%�� 2(2 / 3){ }ij ij� � ��� � � %#>�� 
 

(�-37) 
 
 

%��������
� (�-35) *
# (�-37) %#>�� 
 

(�-38) 
 
 

����� (�-38) ����+���,��
���!$���������
�
�	�@�  ?���
�������������
� +������
�9���!$�!����������
��@9���9���!$.K��7F!� #  �
��'����?�������$!�	����!��� 

�!�������F��  &���
:��.K��7F!� 1(( ) 1) mY# �� � ��:�� m �:��!F�
����>�����!���
�������
��%#>�� 
 

(�-39) 
 

2
2

21 ij ij
ij ij Y

� ��� � " #
�

  � 	 � �� �

 �

� �

2 1
3 Y

�� " # � 	 � �� �

 �

�

3
2ij ij

�� �
�

 �
�

�

[1 ( ) ]mY� � "� 
 �

1 ij
ij Y

��� " #
�

 � 	 � �� �

 �

�



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

���<��� + 

!�'��!�
�����������
�����?���+&:��	E>��� 
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���)��+��(�����
����� 
����	����#�7����	����#�7����!���,�
��	��
��+F��
!�����	����#�7����9����,?
�#*
#

�IEJ
�����
���	�  @9�������&�'�>���
���	5
 �!��
�  
1. �	@	?��
���	�@	�
� (Visioplasticity) +F������
������9����,?����%+F��!���%�	���:�

�!���%'�
��*���!���%�	� ,�#��$�!$���+F�����	�+���������?�������$��!����'�+�������&
��������,

�����,�
���	��9���!$�!����
!�%������9����, *
#+F�?��������
��,

�����,+�����'����
������������ *
#%�������������������&+F�+�����'���������!����������
�� *
#
�����&�'������������������>��%�������!����������
�� ?������'�����!����D!�����
�IEJ
��������
���	� 

2. �	5
����,

�����,������	��:��
!�������'����� (Ideal Work or Uniform Energy 

Method) +F��
!���� �������
�����:��
!����?������
�+F�+�����9����,%#�����!$����
�+�
����,

�����,��
���������
�������!��>���
"
���������
�����*
#����,

�����,�
�>������!�5�7 

3. �	5
*�
, (Slab Method) +F��
!��������
���*��$�?
�#�
��,

�����, "
�������
��
������#�����?
�#�!$���:����:������&�'����+����������
���*��>�� *
#����,

���
��,�,B�*$$����!�5�7 

4. �	5
��$���$� (Upper Bound Method) +F��
!��������������
�+��������$���
$��������,

�����,?�����������������������
�����!$>�� (Admissible Velocity Fields) 
@9������
����!$��:���>���$*
#��:���>�������
����,�	���� ?������
:���������������
��

�
������������������'��������
!�����!������
�+F�+�����,

�����, ���*���
��'����>���,B����
��$���$��:��,B�����
����������:������!$*���
�����+F�+�����9����,%�	� 

5. �	5
�����
	,>
�7(Slip-Line Field Method) +F�+�����	����#�7����9����,*$$
�������
���#��$ ?���������������
:���>�
 (Slip-Line Field) �9��@9���,B�?����������
�����
��!��G���!�@9���,B��#��$�
���	����������G:�������� 

6. �	5
�F	��!��
� (Numerical Method) �F��  �	5
>.>��7�	.�.��7����7(Finite 

Difference Method),�	5
>.>��7?�
�� (Finite Volume Method) *
#�	5
>.>��7��
	����7 
(Finite Element Method) �,B���� 
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�	�����

�)���:;:����
	��"��� 
?���!��>,,KL�����.O�	��7*
#�	D�����D����7�!������&�5	$��>��������������

��	�D����7@9���!�����+���,���������F	�����!�57  ���*��,KL����%+F��	5
����	����#�7
(Analytical Method) ?�����*��������F	�����!�57�!��,�#��$�!$��:���>���$���,KL���!�� 
"
�G
��
�>��%���	5
�!��
���%9��,B�"
�G
�*������ (Exact Solution)  

��:���%��,KL������	D���������+�L��
����@!$@��������"
�G
�*�������!���'�>��
�����:�>�������&�'�>��  %9�+F��	5
��"
�G
�?��,�#���(Approximate Solution)�����	5

����!��
� (Numerical Method)  �	5
>.>��7��
	����7�,B��	5
�F	��!��
��	5
��9��?��+F����*$��
��$������,KL���
������:�������,B��������� H��
�������
	����7(Elements) ?��*��
#��
	
����7�F:�������!��
�%�����(Nodes) 

��%*$���!�����+����*��,KL�������	5
>.>��7��
	����7>�� 7  �!������:� 

1.  ����'����,KL��(Identification of  the problem) 

2.  ���*$��*
#�'������
	����7(Discretize and defined elements) 

3. �������������+�*��
#��
	����7(Derive the element equations) 

4. ��������������*��
#��
	����7(Assemble the element equations)�,B��#$$
��������(Global equations) 

5. ����'������:���>���$���,KL��(Apply Boundary Condition) 

6. ���*���#$$�����(Solve the global equations) 

7. ���������!�*,��
�����������$��� �F���������� �������
�� �������	�,B���� 

������������������
	����7 (element equations) �����&�'�>���
���	5
 �!��
��	5

?����� (Direct approach) �	5
*,�"!� (Variational method) *
#�	5
���&�����'���!��DE
������(Method of weighted residuals)  
 
)������:;:����
	��"�����%���)��+��(�����
<����!/	�( 

 �������������>.>��7��
	����7+�����	����#�7����9����,?
�#�!�������&�'�>���
��
�	5
  +��
��
�%#*���&9��G��#�	5
����������+���,����!�*,��������� 
          1.������'� (Governing Equation) �����&��>��%���
!����*,�"!�+��!������
���:�� %#>�� 

dSuFdV i
V S

i
F

� ��� ��� �                                            (�-1) 

            0
F

i i
V S

dV F u dS*� �*� *� � �� ��                               (�-2)
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������:���>�,�	����+�����9����,���
� 0�v��  ?���'������� K  �:� �,B�������
�$���
��

������@9����
�����������
����!
�
�(Penalty Constant) 
 
  0

F

v v i i
V V S

dV K dV F u dS*� �*� � *� *� 
 � �� � �� � �                                 (�-3)                        

����'����������
����!
�
� (K) �!�������	%��������
�����#��  ?����� K �
�����!���!���
�������
��,�	����%#����+�
�D���7���*����������	�>,%#�'�+�����������
���������'���$
>��  �������>,%#�'�+���
�!����������
��,�	���������	������
�%#����!$>��   %�����
����$�F	��!��
� (Numerical Test) *���+�������������
�����#��%#����+�F��� 0.0001-0.001 
�����������!����������
��,�#�	�5	"
�G

�� 

2. ��
	����7*
#.K��7F!����,�#������+���
	����7(Element and Shape Functions)  
��
	����7F�	� 4 ��

��� 4%�����*$$>�?@��������	� (Linear Quadrilateral Isoparametric 

Elements) .K��7F!����,�#������+���
	����7�'����?�� 

� �� ����) ,q +++ 
,,
� 11
4
1�(             (�-4) 

 
��:�� ) ,( ++ -, �:��'�*����+��#$$�	�!�5���F��	 (natural coordinates) ���%������
�*��
#��� 

�����������������&�'����%������,�#��$������������
�%����� 
)(),() ,( +

+
+

+ -,-, uqux .�  
)(),() ,( +

+
+ -,-, yy uqu .�             (�-5) 

��:�� ),( )()( ++
yx uu �,B����������
�%������!
.� (+ )*
#�������!���'��!���
�%����� 

��:���>�?@��������	���
	����7+F����*,
��#$$�	�!�*$$��
���!$.K��7F!����,�#���
���+���
	����7+�������
�(�-4) ���*,
��#$$�	�!�%���#$$�	�!�5���F��	�,B��#$$�	�!�
���(Global Coordinates)+�*�� x-y �'����?������� 

+
+

+ -,-, xqx ),() ,( .�  

+
+

+ -,-, yqy ),() ,( .�              (�-6) 

��:�� ) y,( ++x �,B��'�*�������%������
��!
.�(+ )+��#$$�	�!���� 
 

3. ����	�@7����!����������
�������
	����7 (Element Strain-Rate Matrix) 

%���!�����
� 2 �����������������
	����7�����&��
��>��+���,��� 

    ( )
i iu q u +

+
+

� .                (�-7) 
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�!����������
���'����?�� 
1 ( )
2

ji
ij

j i

uu
x x

�
��

� 

� �

�               (�-8) 

*��������
� (�-7) 
�+������ (3-8) 

   ( ) ( )1 ( )
2ij i j

j i

q qu u
x x

+ ++ +

+

� � �
� 


� �.�             (�-9) 

�'����+�� 

 ,     ,      q q qX Y Z
x y z
+ + +

+ +
� � �

� � �
� � �

           (�-10) 

�!��!������,�#��$����!����������
��+�������
�(�-8) �����&����+��#$$�	�!� 
x,y *
# z >���!��
� 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

,      ,      
1 ( )
2
1 ( )
2
1 ( )
2

x x y y z z

xy x y

yz y z

zx z x

X u Y u Z u

Y u X u

Z u Y u

X u Z u

+ + +
+ + +

+ +
+ +

+ +
+ +

+ +
+ +

� � �

�

�

�

� � �

� 


� 


� 


. . .
.

.

.

� � �

�

�

�

         (�-11) 

����,�#��$����!����������
�������&%!�����+���,����������7>�� �!��
� 
+����
�����������+��#��$    

x

x
y

y

xy
y x

u
x
u
y

u u
x y

�
� �

"

% /�
& &

�& &% /
& &�& & & &� �' 0 ' 0�& & & &

) 1 & &� �

& &

� �& &) 1

�

� �

�

             (�-12) 

+����
����������
��+��#��$   
 

0

x

x
y

y

z

xy
y x

u
x
u
y

u u
x y

�
�

�
�
"

�% /
& &�& &% / �& && &

& & & &�� �' 0 ' 0
& & & &
& & & &) 1 � �& &� 
& &� �) 1

�

�
�

�

�

              (�-13) 
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+����
��������$*��   

r

r z

z

r

rz

z r

u
r
u
z

u
r

u u
r z

2

�
�

�
�
"

�% /
& &�& &% / �& && & & && & & &�� �' 0 ' 0

& & & &
& & & &) 1 & &� �& &


& &� �) 1

�

�
�

�

�

            (�-14) 

*�����������
� (�-10) +������(�-12) �����(�-13) *
#�����(�-14) *
����
��
������!�����+���,*$$��
��%#>�� 

( )
1 1

( )
2 2

( )
3 1

( ) ( )
4 2 1( )

X u
Y u
P u

X u Y u

+
+

+
+

+
+

+ +
+ +

�
�

�
�
�

% /% /
& && &

& & & &� �' 0 ' 0
& & & &
& & & &
) 1 ) 1

.

.

.
.

�

�
�

�

�

           (�-15) 

�����&��
��>��+���,�������	�@7 
  Bv� ��               (�-16) 
��:�� B ��
���������	�@7�!����������
�� (Strain Rate Matrix ) @9������+���, 

 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 1 2 2 3 3 4 4

0 0 0 0 ...
0 0 0 0 ...

B=
0 0 0 0 ...

...

X X X X
Y Y Y Y

P P P P
Y X Y X Y X Y X

� �
� �
� �
� �
� �
� �� �

         (�-17) 

 
%'��������
!��������	�@7 B �9�������!$%'���������D��	��# (Degree of Freedom) 

�����
	����7 
���������	��!����������
�� ��:������� ,X Y+ +   *
# Z+  �
�%#�������������!�57

���.K��7F!����,�#������+� ��
�$�!$�#$$�	�!���� *����:���%��.K��7F!����,�#���
���+�����+��#$$�	�!�5���F��	 %9�����*,
�����!�57+��#$$�	�!����+������+���,����#$$
�	�!�5���F��	 ?��+F��J
��?@� (Chain Rule) 

 

   
/ /
/ J /
/ /

q q x
q q y
q q z

+ +

+ +

+ +

,
-
3

� � � �% / % /
& & & &� � � � �' 0 ' 0
& & & &� � � �) 1 ) 1

            (�-18) 

 
��:�� J �,B�����	�@7%�?��$
��������*,
��#$$�	�!�@9���'����?�� 
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/ / /

J= / / /
/ / /

x y z
x y z
x y z

, , ,
- - -
3 3 3

� � � � � �% /
& &� � � � � �' 0
& &� � � � � �) 1

            (�-19) 

  
�'�+��������
� (3-10) �����&��
������+���, 

 

  -1

/ /
/ J /
/ /

X q x q
Y q y q
Z q z q

+ + +

+ + +

+ + +

,
-
3

� � � �% / % / % /
& & & & & &� � � � � �' 0 ' 0 ' 0
& & & & & &� � � �) 1 ) 1 ) 1

           (�-20) 

 
��:��  J-1  �:�����	�@7"�"!���� J 

4. ����	�@7����!����������
��,�#�	�5	"
*
#�!����������
��,�	����  
�!����������
��,�#�	�5	"
(Effective Strain-rate) �'�����!������ 

4 51/ 22
3 ij ij� � ��� � �             (�-21) 

��:���
��+������+���,�������	�@7 
2 T( ) � D�� �� � �              (�-22) 

?������	�@7 D ����+���,*$$�
�����
�*�������!��9�������!$
!�E�#���,KL�� �F�� ���
�!����������
��,�#�	�5	"
+�,KL���������
��+��#��$%#*������%��,KL����������+�
�#��$ ��:��*��������
� (�-16) 
�+� (�-22) %#>��  

  2 T T T( ) v B DBv=v Pv� ��             (�-23) 
��:�� TP=B DB  

�!����������
���F	�,�	���� (Volumetric strain-rate, v�� ) �'����?�� 

  v kk x y z� � � � �� � 
 
� � � � �             (�-24) 
�����&��
��+���,��� 

  TC v= Cv I Iv� ��              (�-25) 
?���
� 1 2 3I I I IC B B B� 
 
    
��:�� IJB  �,B���
	����7�������	�@7�!����������
�� B  ���������
� (�-17) 

5. ��:���>���$ (Boundary Condition) 

 �:��"	���$F	�����(boundary surface ,S) �����&*$�����>�� 3 �����:� 

   S=Su+SF+SC             (�-26) 
��:�� Su  �:� �:��"	���$@9�����������,B���:���>���$ 

      SF   �:� �:��"	���$@9��*���,B���:���>���$ 

      Sc   �:� �:��"	���$�
��!�"!��#�����F	������!$���:����:� 
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�
�"	��!�"!��#�����F	������!$���:����:� Sc %#��	�����������
������!������ 

lu
u

mkmklf s
s &1

&
0
/

&)

&
'
%

��
�

	
��



�
6� �

0

1tan2
�           (�-27) 

��:��  fs  �:�  ����������
�����(friction stress) 

       m  �:�  *.�����7���
����������
������G:�� 

       k   �:�  ���������G:������ 

       l   �:�  �������7��9�������@9���
�	D�����������!$�	D������������
:����!��!�57�#�����
F	������!$���:����:� 

      us  �:�  ���������
:����!��!�57�#�����F	������!$���:����:� 

      u0  �:�  ���$�����������:����
�$�!$ us 

���,�#�������������������
�����+�������
� (�-27) F���
�����,

���*,
������
G!$�
!��������������
������
�$�	���+�
�%���
��(Neutral Point)@9���,B�%����:�$�	����
�
���������!��!�57�#�����F	������!$���:����:��,B�D���7 

6.  ����'����$�	����
�*�������� (Treatment of a Rigid Region) 

$�	����
��
�!����������
�����������:����
�$�!$$�	����
��,

�����,�!�����  >��
�����&�'������������������,�#�	�5	"
+�$�	����
�>���'�+��>�������&������%�7*�����
����� (�-3) >�� %9������'���������!��!�57�#��������������!$�!����������
��+�$�	���
��:�$*���*�����
�  ��������'�����
�%'��!�����!����������
�� 0�� �9�� ?������!���
�������
���
�������������:������!$����
�%#&:�����,B�$�	�����:�$*�������� ?��+F�
�����!��!�57+�
!�E�#��
���!$����� (�-38) �!��
� 

0

0

3
2ij ij

�� �
�

 �
�

�              (�-28) 

��:�� 0 0( , )� � � �� �  �'���!$$�	����
� 0� �$� �  

 +�$�	�����:�$*���������
��%�7*���������� (�-3) �'���!$$�	����
� 0� �$� �  %9�*��
>����������� 

0

0

( ) dV� �*�
�� � �
�

             (�-29) 

����'�����
�%'��!�����!����������
�� ( 0�� )  �����
:������
�����#��>�������:�����
��	�>, ?�����+F�����
������	�%#�'�+��$�	���*���������
�����	������
�����!$>�� +����
����!��������+F��������>,%#�'�+��������
���������'���$�F���!� %���������$�F	��!��
�
*���+�������������
�����#���!������
��� 0.01 �����������!����������
��,�#�	�5	"
�G

�� 
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�����>.>��7��
	����7+F�������
� (�-3)  �,B��:��Q��,�#��$�!$����� (�-27) �'���!$
$�	�����$�
��
����!�"!��!$���:����:�*
#+F������ (�-29) �'���!$$�	����
��	%���������:�$
*��������    

�����"
�G
�+�������!�������>��%��������������(Admissible Velocity Fields) 

?�����*$��F	���������,B���
	����7 ?���������������
������:���%#�'����+���,���
���������
�%����� (Nodal Point Velocity) ?�������&��
��F�� (set) ������������
�%�����+�
��,�������7 

T
1 2v { , ,..., }Nv v v�             (�-30) 

  
��:�� T *���&9���������?���7 N=%'����%������!�����%'����x��D������	��#���

*��
#%����� 

�������!$>�����������������%#��������
����!$��:���>���$���������'���!$"	��
��

���������,B���:���>���$ Su   ��������'����������������
��,B���:���>���$$�%������
�����$�
"	� Su    

������
� (�-3) %9��������+���,������������
�%����� v  *
#���*,�"!������������ 
v*  

    ( )( ) 0j
jI Iv v

� �� �
� �

� �.             (�-31) 

������
� (�-31) ��>��%���������� / Iv�� �  �
��#�!$��
	����7*
#������������
�����!��,B��#$$�������� (Global Equation)  +�����9����,?
�#����� (�-31) �,B������
>���F	�����  ���*��������'�>�������������$@�'� (Iteration) �����	5
�	��!�-��.�!�(Newton-
Raphson)  

�!���������	5
�	��!�-��.�!�,�#��$�����������'�+���,B��F	����� (Linearization) *
#
����'�������N7���
������ (Convergence Criteria) ����'�+���,B��F	������'�>��?���������
���������
��7 (Taylor Expansion) �
�%�������	����� (Initial Guess) V=V0 

0 0

2

V=V V=V

0J
I I J

v
v v v
� �� �� �� �


 �� �� �� � �� � � �
                       (�-32) 

   
�'�+�������&����� (�-32) ��
��+���,����#$$������F	����� 

K v f�                      (�-33) 
��:�� K �:���	.�������	� (Stiffness Metrix) *
# f �:��������7����DE���������*��

�
�%�����  ������'���$�������� (�-33) �����&�'�>�������	5
�'�%!�*$$����7�@
�� 
(Gaussian Elimination) %#>���%�7�����������,�!$*�� (Velocity Correction Term, v ) 
��������*��>���:����������
��
����
:����
�+F�+�����	%�������
������?���'����+���,��� 
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|| v||/||v||  ��:���'����+�� T 1/2|| v||=(v v)   ������ || v||/||v||  �!���	��������N7�
��'����%#����
,�!$�����������+����,B� 0v v+
  ��:�� + �,B�������
������#����� 0 &9� 1 ��
������!�,�#�	�57
������������ (Deceleration Coefficient) *
����	��*������� (�-33) +��� ?���������$@�'� 
%����� || v||/||v||�
���������������
��'����%#&:����>���'���$�������� 

��#$������'�@�'�*$$�	��!�-��.�!��!��
�����������
�%#
������&�������������������
��	�����+�
���
���!$�'���$%�	�  +���#$������,

�����,����������!������'���������������
��������	�������%�'���������	5
��$���$� (Upper Bound Method) ����+����
�
��,B����
�,

�����,�
�@!$@�������'���������������	������'����>��?���	5
�'�@�'�?����� (Direct 
Iteration Method) 

7. �������	.��������
	����7 
������������	.�������	�@7�
��#�!$��
	����7�����&��>��%�����+F������ (�-32) 

�
��#�!$��
	����7*
#�����&*���%�7�	��
���� (Integrate) ��� ��  +���,������������
�%��
��� >���!������ 

   

    FSD P

I I I Iv v v v
�� � � �� � �

� 
 

� � � �

          (�-34) 

  
��:�� 

    

V

V

F

F

D
IJ J

I V

P
J J I

I V

S
j jI

I S

P v d
v

KC v C d
v

F N dS
v

� �
�

�

�

�
�

�

�
�

�

�
� �

�

�

�

�

�

           (�-35) 

  
����!�5�7�!��!$������ �  %#>�� 

 
2

2

1 1
IJ IK K M MJ J I

I J V V V

P dV P v v P dV KC C dV
v v

� � � �
� � � � �

� �� 	� 
 � 
� �� �
 �� � �� � � � �
         (�-36) 

 
����!����������
���
�������+�
�D���7�:����������
�%'��!�����!����������
�� 0��  %��

����� (�-29) %#>�� 

    0

0
D

V V

dV dV�*� �*� �*�
�

� �� �� � �
�

          (�-37) 

?�� 0 0� ��  �,B�������
� �!��!������!�5�7�!��!$����������� (�-36) �'���!$$�	����
���:�$*���
�����>���!��
� 
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0

0

2
0

0

D
IJ J

I V

D
IJ

I J V

P V dV
v

P dV
v v

��
�

��
�

�
�

�

�
�

� �

�

�

�

�

           (�-38) 

8. ����	��
��!
�F	��!��
� 
����	��
��!
�F	��!��
��,B��!������
��'��!L�������9�����>.>��7��
	����7  ��:���%����:��

*$��?��������,B���
	����7*
��  �
��#�!$��
	����7������!����	�����+���,����	��
����>�����
%#�,B�*$$�:��"	���:�,�	���� ����	��
��!
�F	��!��
���>��?��+F�������%���
��'����%'����
��9��@9����
�����%���	��
���� (Integration Points) ,�#��$�!$��$����������	��
���� ���
�'����%'����%���	��
�����!�������&�'����+��
�
�>����#�
��!����!�E��#�!$����&������
>�� ?������
:���'�*����%���	��
�����
�����#�� �����������7�@
����������%��7(Gaussian 

Quadrature Formula) �,B��	5
����	��
��!
�F	��!��
��
�+F�%'����%���	��
���������
����%9��,B�
�
��	��+F�+�����	��
��!
�F	��!��
� 

+����
���.K��7F!���9���	�	���
��7 f(x) �
��'��������+�F��� 1 1x� $ $  ���������	�
�
��!
��>��?�� 

   1

1
( ) ( )

n

I I
I

f x dx w f x
�

� .�            (�-39)

��:�� Ix  �,B��'�*�������%���	��
���� Iw  �,B�����,�#��$&�����'���!� (Weight Factor)  

+����
.K��7F!� ( , )f , - @9���'��������+��	�!�5���F��	����	�	 ( 1 1, 1 1), -� $ $ � $ $  

�����&���	��
��!
>���!��
� 

  

1 1 1

1 1 1
( , ) ( , )  

                              ( , )

n

I I
I

m n

I J I J
J I

f d d f w d

w w f

, - , - , - -

, -

� � �

� �
� � �� �

�

.� � �

..
                   (�-30) 

 
+����
����	�	�
��'����+�F��� ( 1 1, 1 1, 1 1), - 3� $ $ � $ $ � $ $  

  1 1 1

1 1 1
( , , ) ( , , )

l m n

I J K I J K
K J I

f d d d w w w f, - 3 , - 3 , - 3
� � �

� ...� � �        (�-31) 

�'���!$.K��7F!� f(x,y) +���
	����7*$$>�?@��������	��!������	��
��!
��� f(x,y) ��>��
?�� 

   

1 1

1 1
( , ) ( , ) ( , )  

                   ( , ) ( , )

A
m n

I J I J I J
J I

f x y dA f J d d

w w f J

, - , - , -

, - , -

� �
�

�

� � �

..
        (�-32) 

 ��:�� ( , )J , -  �,B��
����7�	*���7�������	�@7%�?��$
��������*,
��#$$�	�!� 
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 �'���!$.K��7F!� f(r,z) +���
	����7*$$>�?@��������	�*$$��������$*�� �!�����
�	��
��!
�:���
�+� 1 ����
����� f(r,z) ��>��?�� 

   

1 1

1 1
( , ) ( , ) ( , )  ( , )

                   ( , ) ( , ) ( , )

V
m n

I J I J I J I J
J I

f r z dA f J r d d

w w f J r

, - , - , - , -

, - , - , -

� �
�

�

� � �

..
     (�-33) 

 ��:�� ( , )I Jr , - �,B��'�*�������%���	��
����+�*���!D�
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