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�������3������9&�;"+���������	���.�%$��!�
��%��$&''(� �	����"�#����
�9���F#�����%��$&''(� !�9��!�

��������������#�3���7!;%��$&''(������� ��������������#�3���7��������	���!��"�#$�*�9���3G�3� &�

��B�� ������	��$���������7!;%��$&''(�������. �	��������$����!��&���9 

� ���������9&�;H�I��3�J��+��3.%��$&''(�7�����%��$�!� ���7*;,	�����
�����$�	!��H	7����

"+�7,;��F#��&

���
!"�#���#�3
;����:����� �	�&�;�+��%��%$������$�	!��H	%+�,���3�!B�!�3�+�,�F�

G�3�"�#$�
���
!��:�"��������,�F���:������. ����+��3.7*;���������$�	!��H	7,$� 3 

*��� K�#�"+�7,;%�$��B7*;����3����3�����$�	!��H	&�;. 
;���
��3�J���9�,�F�3�J���������"�#3&����F� 

3�J�"�#�+��%����9%�$��B7*;&�;����
����"�#K��K;�� $�3�!B�$���3��%��!�37�����&�;. ��������9 3�J�

�+��3.��9 %�$��B������!/7*;���$�.%��$&''(��	���� 7���.�
��������"�#$�	���.��,	$

��3&�;. 

� ��������7���������������#�3 &�;H����.���.�
��"���	$!����� �	���.�
��������"��

�	;��"���	$��(�
;��,�F���(�
�93. %+�,����������
�"���	$!����� �
;3����&�;�+��%�����

������!/7*;3�J����$�	!��H	7�����+��3.%��$&''(�. 3�J�"�#�+��%����9%�$��B7*;&�;�����.�
��

������!�3�+�"�#!��	���� ,�F�&$�!��	���� ,�F�&�;�������(������/&''(���"�#���,��#�&�;. �
;3����&�;

�%��!�3���������+��3.%+�,���!�3�+�"���	$!�����"�#!��	���� "�9�7���.�"�#!�3�+�"���	$$����$�

�"����� �	���.�"�#$����$�!������. �	����+��3.%���	;�����
���+�����$F#�"���	$"�9�%��K;��"��

���H���. %+�,�����.�
��"���	$���$�!������ �	����+��3.�*��!�3�	
�%��3�� 3�J���9%�$��B7*;&�;

�$F#������
��$�$!��&$�%
�����&�. 

� ��������������"���	;��"���	$���$�*�9���3G�3� &�;3������,/������"�#!�����$*�9���3G�3� 

�	�!�3�������H	�&��K*�� ���7*;�$��	�$���+����"�#*�9���3G�3�$��3�$,����"�#. 3�J�3������,/

$�HF9�L��������������N��/$����%/7�����H����"���	;��"���	$ �	�,��+�!�����H����.�

�P���������,3����!�	����/������N��/$����%/. �	��������"+�7,;�
;�7��3�$�!�!���
��������

"�#!�����$*�9���3G�3��	�!�3�������H	�&��K*��"�#&�;������7*;�$��	�$���+� �$F#��������"���

����	"�#&�;�$F#�7*;�$��	���$�."�#$��3�$,��
��*�9�G�3�&$���"�#.  

� 7���������%��$&''(��	������������7��������	���!�����"�#$�*�9���3G�3� �$F#�*�9�G�3�$�

�3�$,����#�����!/ �
;3����&�;7*;3�J���������7�����+��3.%��$&''(� ���3�������$����!/
�����

������	����&��H	. %��$&''(�$����%
�%�� . ���%�$��%��,3������������*�9�G�3�. "�9�

%��$&''(� . ���%�$��% �	����"�#"+�����������H�#$
�9�!�$%��H��$
��
���
��. ���"�#&�;���7,;

������"���	$��
�!�����*�9�G�3��
��. �	��������"+�7,;&�;%$�������Q %+�,������$�.

%��$&''(� . ���%�$��% �	����"�#"+���������� ���$��3�$�	����	F#���;���3�� 3% �$F#�G�3�

�
��$�%��H��$&$����� 32 �	� 64 �"��
��%��H��$
��!�3�	��"�#��
�	;�$��� !�$	+����. 

� 7������������
���������	�!�3�+������"�#$�*�9���3G�3��3�$,���+���� %��$&''(�B
��+��3.

���7*;3�J����$�	!��H	 ���$�����3�����+��3.���"+�K9+�"�#B
��+��%��
�9�����GH��. �	���

�+��3.�%��3��%��$&''(��H�#$
�9������.�"�#&$�$�*�9���3G�3�. �����&���!�$ B;���������
�,���

�����3G�3����$�.�����"��������$�
�������� �	
��*�9���3G�3���%�$��B	��	�&�;. ���7�

*�9���3G�3� %��$&''(������%$$�!���$��3�$%$#+��%$�$��
�9� �	�%��$&''(��G	�#���
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%
�
�9� �$F#��3�$,��
��*�9���3G�3�	�	�. %+�,�����.�"�#*�9���3G�3�$��3�$����H���H� �
;3����

&�;H�3�� ���%�$��B���$�.���%��$&''(� . ���%�$��% �	������������!�3�+�&�; ��:�'A��/*��

�+�	��
����!��%�3�%��H��$
��*�9�G�3��
��!��%��H��$
��!�3�	��"�#��
�	;�$���. 

� ��������H?!����$
������������"+��������
��&,	�����/ ���7*;�$��	���$�	!��H	 K�#��3$

�P�������������"�#%
��3���$��	���&��H	"�#7*;�����
�"�#3&�. �$��	���$�	!��H	7*;,	�����

������$�	!��H	 �	�3�J���������7�����+��3.%��$&''(��	������������. �
;3����&�;�	F��

������
��$�	!��H	 �	��+��3����7����"+�K9+�"�#�,$��%$ �HF#�7,;&�;������"�#�$���+�%
�
�9� ���"�#

&$�7*;�3	�7�����+��3.�������&�. ��������7���.�
��������%��!�3�%��3�� ���"�#&�;�H�#$
�9�

�����&$���:��*���%;����������
��$�	!��H	�	��+��3�������"+�K9+�"�#7*;. �����9� &�;"+�����+�	��

�����	F#��"�#
���������+��3� 20 �	� 67 ������ �	��������"����	����+�	��"�#&�; ����	"�#&�;

�$F#�7*;�$��	���&��H	. �	���������%��7,;�,��B���3�$�!�!��������$�� �$F#������������

�+�	���;3����7*;�$��	$�	!��H	. 

 

 



Abstract 

 

This research has studied the characteristics of electric field and force induced by the field for (1) a 

single particle under an applied electric field, (2) an isolated particle in a system of dielectric barrier, 

and (3) a system of particles under an external field. Results of the studies may be summarized as 

follows: 

� We have presented the method of images for calculating electric field in two-dimensional 

arrangements. The method utilizes multipoles as the images to satisfy boundary conditions. 

The images are given for planar or cylindrical boundaries between two dielectrics and for 

those between a dielectric and a conductor. We introduce the use of three kinds of 

multipole re-expansions, which enables the calculation of images in complicated 

arrangements. The method has a clear advantage over using only line charges or line 

dipoles when the arrangement under consideration consists of more than two objects. In 

addition, the proposed method is also applicable to the estimation of the electric field and 

force on a very long particle. 

� For the level of a single particle, the research is focused on (1) intersecting spherical 

particle and (2) spheroid particle. In arrangements of intersecting conducting spheres, the 

application of the method of images to the calculation of electric field is presented. The 

method is applicable for cases of electrically floating, grounded, or energized conducting 

spheres that intersect each other. Examples are given for two grounded intersecting 

spheres of equal radii and those of different radii, respectively, under an external uniform 

field. The results for the spheres of equal radii agree well with the analytical solutions for 

the case of completely overlapped spheres and touching spheres, respectively. For the 

spheres of different radii, the numerical results show that the method may also be used 

when the degree of intersection is not too high.  

� For an isolated spheroidal particle with insulating membrane, we have analyzed the 

membrane voltage and the polarization factor using a precise model, by which the 

membrane has a uniform thickness. The analytical method is based on the harmonic 

expansion of the field, to include the condition of the uniform membrane thickness as a 

series expansion of the geometrical factor, and to solve the field problem as an interaction 

of the harmonic components. The results clarified the effects of the applied model on the 

membrane voltage and the polarization factor of the particle. 

� For an arrangement of a conducting sphere lying on a dielectric solid under a uniform field, 

we have applied the analytical method of successively placing three infinite sequences of 

point and dipole charges (zero- or first-order multipoles). The electric field is highest at the 

contact point. Both the contact-point field and the force increase with the permittivity ratio 

of the solid to that of the surrounding medium. The resulting force always attracts the 

sphere to the solid. We have given very simple formulae for approximating the contact-



point field and the force which agree with the precise values within a difference of 3% for 

permittivity ratios up to 32 and 64, respectively. 

� In an arrangement consisting of an uncharged conducting sphere and a plane electrode 

with a dielectric barrier, the electric field is calculated by using the method of multipole 

images using an iterative algorithm proposed for calculating the images of the dielectric 

barrier of finite thickness. The calculation results show electric field intensification due to 

the presence of the dielectric barrier having higher permittivity than that of the surrounding 

medium; however, if the barrier is separated from the conducting sphere by at least the 

sphere radius, its influence is negligible. Inside the dielectric barrier, the electric field on the 

axis of symmetry becomes more uniform and the average field significantly increases with 

decreasing its thickness. For a case where dielectric barrier is sufficiently thin, the electric 

field at the contact point and the force on the conducting sphere vary approximately as 

power functions of the permittivity ratio. 

� Studies on the system of particles have been done for an electrorheological (ER) fluid 

system by using a multipole model that includes multipolar interactions between particles. 

The model uses the multipole re-expansion and the method of images for calculating 

electric field and force. The highest order of multipoles and the number of iterations used 

in the method of images can be chosen for the accuracy of the force approximation and 

the simulation time required. Study of a two-particle configuration shows that the force 

does not increase linearly with increasing the order of multipoles and the number of 

iterations. We have performed the simulation of a system of 20 and 67 particles, and 

compared the formulation of particle chains with that obtained using the dipole model. The 

results indicate significant difference when the multipole model is used in simulation.  



Executive Summary 

 

This research has studied the characteristics of electric field and force induced by the field for (1) a 

single particle under an applied electric field, (2) an isolated particle in a system of dielectric barrier, 

and (3) a system of particles under an external field. Results of the studies may be summarized as 

follows: 

� A novel calculation method based on multipole images has been developed for two 

dimensional problems. This method is capable of estimating electric field and force for the 

cases of long particles. 

� The study of single particle includes the analysis of a) a intersecting spherical particle and 

b) a spheroidal particle. For the case of intersecting spheres, the analysis is applicable for 

an arbitrary angle of intersection between the spheres. For the case of a spheroidal 

particle, we have determined the polarization factor at various frequencies, and 

demonstrated the difference obtained by using a precise model for which the insulating 

membrane thickness is uniform, independent of azimuth angle. 

� For the study of an isolated particle in a system of dielectric barrier, we have applied the 

method of images and the method of multipole images to the potential problems in order to 

achieve high accuracy of the results. Results of the study illustrate field intensification at a 

small gap between the particle and the dielectric barrier or at the contact point between the 

particle and the barrier. In addition, we are able to determine simple empirical formulae for 

estimating the electric field and force in such systems. 

� Simulation of a system of particle under an externally applied electric field has been 

performed for an electrorheological (ER) fluid. We have utilized more accurate model 

(multipole model) in the calculation of force acting on particles for the simulation. The 

simulation results show significant difference compared with those obtained by the 

conventional dipole model. The time of chain formulation is shorter, and the appearance of 

chains becomes more consistent by the use of the multipole model. Furthermore, we have 

also demonstrated that it may be improper to use the MSD as a parameter to indicate the 

steady state of chain formation in practice.  



1. ����
���
�!"#��������$%��� 

 

7��A������$����7*;���G�3��	�!�3�+�&''(�7��
����
����������
�$��$��.  !�3�����
�����7*;�����*�/

"�#%+���)&�;��� ���F#��B������%�� ���F#��H��%����7*;&''(� ���F#����	F��3�%��!���Q [1]. (���%���;������%��

��
�7�!��";��
��,�3
;�"�# 6.)  7�����G�3�&''(����%
� ��$�����!�$������
����	��,�F�'}	�	��/ (filler) 

*���!���Q �HF#���������	���.�%$��!�"��&''(�
��3�%��G�3� &�;��� %��H�+�,�F������!�3&����	�!���[2].  

7�����;��,��#� $��$��������P��
�
��������G�3�,�F�������!�3�+����&$�&�;!�9�7� ��F#���������3����

�	�! ����3���������������./&''(����%
�.    !�3��������7*;�����*�/"�#%+���)K�#�&�;����3�$%�7�$��

7��A���������*���,��#����F� 
��&,	 ER [3, 4] (electrorheological fluid).  
��&,	 ER ��:�G�3�&''(�

�,	3"�#$�������G�3�
����%;�����
��/�	��7�*�3� 1 B�� 50 &$����$!���
����7�.  �$F#��(��%��$&''(�"�#

$�
���%
�H�7,;���
��&,	 ER  
��&,	 ER ��$��3�$,�F��+��H���H�#$
�9������G��H	��.  �3�$,�F�

�+��H��
��
��&,	���	���F�%
�%��H���$ �$F#�!��%��$&''(�"�#�(�����&�.   �3	�"�#7*;7������	�#����	�

�3�$,�F���9��
�7�*�3�$�		�3���"� K�#�BF�&�;3��$����!#+�$��.   
��&,	 ER $���3"�����7*;���7���!%�,���$

&�;,	���;���*�� �	�!*/ �����./�3���$�����	F#��"�#
���
�,�����!/ �����./����������"� (shock 

absorber) ��:�!;�.    

 

7����7*;�����*�/������G�3�,�F�������!�3�+�"�#&�;�	��3$�
�9�!;���9  	���.�%$��!�
��%��$&''(�,�F�

�����������$��3�$%+���)�������#�!���3�$%�$��B7����7*;���. %+�,������7*;���"��&''(�%B�!"�#3&� 

���"�#����
�9�$��	!��!+��,��� �����	F#��"�# �	��3	�"�#7*;7������	F#��"�#
��������.  7���.�"�#������G�3�

��:�'}	�	��/ 	���.�%$��!�
��3�%������3$
�9���
�������������
��'}	�	��/ �	�	���.�%$��!�"��&''(�


��'}	�	��/.  7�����&''(����%
�"�#$����G�3��;3��~�K ������G�3�,�F�!�3�+�"+�7,;�3�$%�$��B7����

G�3�
�������./!#+��3��"�#&�;������&3; ��F#������$F#�&�;���������%��$&''(� ������$�����%��	F#��"�#&�

%�$��%���	���!�� "+�7,;������%*��/����%�3�,�F�������3�/
�9�7�����G�3�&�;.   

 

��F#����������	�#����	��3�$,�F�
��
��&,	 ER ����������"�#������G�3����7�
��&,	�����!�3���

�$F#�&�;���%��$&''(��	��������"��&''(���,3���������
�9� ����+��3.,������,3���������"�#��
����7� 

�����:�%�#�,��#�"�#%+���)7���������	���.�%$��!�
��
��&,	 ER. 7�
.�"�#
��&,	,�����#� ��������!�3
��

��������9�����:�&�7���3
��%��$&''(� ���"�#����
�9���,3���������G�3���9
�9�����3�$������

%��$&''(�"�#��3
��������. ��B���A������ &�;$������������/�3�$�
;HF9�L�����#�3������"�#�������������7�

���!���Q $��$��. �!������F��"�9�,$���:���������"�#H����.��������
�����"���	$ ���7!;%��$&''(�

���%$#+��%$��"����9�. ��������9 ���3����"�#3������,/%��$&''(��	��������3������"�#$���
���F��"�9�,$�

&$�&�;H����.�B���	
�����	���!��. 

 

7�"���P���!� 	���.��
�����
��������&$���:�"���	$���%$�
�./  ����GH���������#�7�����G�3�

&''(����%
� ������	���.��,	$��3 $���3��;$"�#��"+�7,;�����A),�7�����$���3��.  ���"�9� ������9���$�

�����	F��,�F�3��*�9�G�3���#� (dielectric barrier) ����3
�����	���!���HF#��(�����&$�7,;������%�$��%���

���	���!�����!��. 

 



7����3������9 �
;3������$�����;�"�#��.�
��������"�#&$���:�"���	$ ��.�"�#$�*�9�G�3������	F����
���

���	���!�� �	���.�"�#$��������+��3�$���3��%��
�9�&���
�7�����.   ���3������,/�+��3.,�%��$&''(�

�	����%+�,�����.��,	����9 "+�&�;��� ��F#�����$������	�#����	�%��$&''(�����3,�F����!����,3���

!�3�	�������$��.  �HF#�7,;%�$��B�+��3.,����%��$&''(��	�������$�&�;������$���+�  �
;3������7*;%��

3�J����7�����������9 �F� 

(�) 3�J�%$����*��3������,/ 

(
) 3�J��*���	
 7����3������9 ��7*;3�J�*�9�������
���
! (boundary element method).  

 

7�%�3�
��3�J�%$����*��3������,/ �
;3������H����$
����3�$%�$��B3�J����$�	!��H	 (the method of 

multipole images) K�#���:�3�J�"�#%�$��B�+��3.%��$&''(�&�;������$���+�%
�7���.�"�#�
�����A),���:�

���&$�K��K;��.   3�J��*���	
��B
��+�$�!�3�%���3�$�$���+� �	��+��3.,�%��$&''(����K�������"�#$�

�+��3�$���3��%��������.   3�J��*���	
��9��7*;�"����'�%!/$�	!��H	 �HF#�7,;%�$��B�+��3.�A),�&�;�����

	�������	��$���+�&�;7���.�,	�������� K�#�3�J��*��3������,/7*;�3	����$��7�����+��3.. 

 

���/�3�$�
;HF9�L��"�#&�;������3������9 ����:������*�/!��&�7���������H?!����$
�������� "�#$�����P

��
�7������./"��&''(�%B�!!���Q  K�#��3$B��
��&,	 ER �;3�.   7���.�
������G�3�&''(����%
� �3�$

�
;�7�7�H?!����$
�����������7!;%��$&''(� ����:������*�/!���������������������������7�

�����./!���Q �HF#��(�����&$�&�;��������	F#��"�#&����!�;�7,;������%*��/����7�����&�;.��������9 �����$�

���������!/7*;���7�����
���K		/%�#�$�*�3�! K�#���:�	���.�
��������!�3�+� "�#$�*�9���3G�3���	F����
�.  

 

 



2. �
&'($�#
��� 

 

�������3������9$�3�!B����%��/"�#�������	���.�%$��!�
������	� %��$&''(���������7�,	��

����� !�9��!�  

 

(�) ��.�
�����������#�3 (,�F���.���������
�,�������������F#�$���H���H� ��%�$��B	��	�

�P���������,3���������&�;) "�#��
����7!;%��$&''(����������%$#+��%$� 7���.��
;3��������;�7���.�
��

������"�#&$���:�"���	$. 

(
) ��.�
�����������#�3 "�#��
�7��������	���!��K��K;��
�9� ��:����"�#$�*�9�G�3���9���
���,3���

���	���!����������� K�#���:��
����
�����������%*��/������ (Silent discharge or dielectric barrier 

discharge) 

(�) ��.�
���	��$���������7!;%��$&''(�%$#+��%$� ����������	���.�
��������!�3��:��K�

������ �	��3	�"�#7*;7���������K� 

 



3. )"���*+�,�  

 

3.1 �����-���#����(/�����0��-$4�����"� 

 

7���.�
��������"�#&$���:�"���	$��9 �
;3����&�;3������,/���������"���	$!����� �	����������"���� 

K�#�������"�9�%����.���9$��3�$���#�3
;��������,	�$,�F�����*F#�$������. ��������9 ���&�;H�I��3�J�

3������,/%��$&''(����%��$�!� K�#���%�$��B�+�$�7*;%+�,������$�.,�������,�F�%��$&''(�&�; �$F#�

������$�	���.���:��"����3. 

 

3.1.1 ��-���#��
���0556�����(/�������"
�,�#0��-$4�����"� 

 

������������/&''(�7�����"���	$!����� $��3�$%+���)7����7*;���"�#���#�3
;����� ���,	�$,�F����

�3$!�3
��������.  3�J��*��3������,/"�#B
��+��%����
�7��A������ �����,	�������������������H������	�

���%�3��	����
��.�! (geometrical inversion) [1, 2] ,�F�����������	������	3�� (Kelvin 

transformation) [3].  �����&����� 3�J�����,	����9%�$��B7*;&�;�+�����GH��7���.�"�#"���	$"�9�%��!�������:�

$�$�"����� 180/n (n ��:��+��3��!�$) �"����9�.  ��������9 "���	$"�9�%��"�#H����.� !;��$�
����"��������

�;3�.  �$;3�� ��$�����+��%��3�J����3������,/%+�,���"���	$"�#!�������:�$�$"�#3&�7�Q [4 – 9] �!����

�+��3.!;��7*;���"����	
�������$����!/ "+�7,;����+��3.K��K;��$�� �$;�����H����.�7���.�����Q 
��

"���	$���7!;%��$&''(�������. 

 

,�3
;���9�J�������7*;3�J����$�	!��H	 �	��"�������������$�	!��H	 �HF#��+��3.%��$&''(�7���.�"�#3&�


��"���	$!�3�+�"�#!����� ���7!;����/&''(�������. 3�J�"�#�+��%��7�"�#��9 ��:����
���!�����3�J�"�#&�;

�+��%��&3;�	;3 %+�,�����.�
��"���	$"�#��
�,���,�F�%�$��%��� (��#��F� &$�!�������#����) [10, 11].  3�J���9 $�

�3�$%�$��B7����7*;&�;"�#3&�$���3�������	����%�3��	����
��.�! ,�F������	������	3�� 

��F#�����%�$��B7*;&�;���"���	$"�#$�
���&$��"����� K�#�!�������:�$�$7�Q &�;. �$F#��������"������3�J��*��

3������,/"�#7*;���"����	
�������$����!/ 3�J�"�#�+��%����9&$�K��K;�� ��F#�����&$�$����7*;���"����	$����#�3
;��

�������+��3.���!���!������7�. 

 

3.1.1.1 ��$!�����	
�-����������/�7 

 

�
�"�# 3.1.1.1 �%���
���������������
��!�3�+�"���	$%��!�3"�#!�������
� ���"���	$"�9�%�������!�3��
�

!�$��3��� z.  "���	$	����	�"���	$��$�����
��/�	����
�"�# p(0, 0, zp) �	� q(0, 0, zq) !�$	+���� 

�	�$����$��"����� a �	� b.  ����,�����,3�������
��/�	��"�9�%���"����� pq zzD �� .  7�"�#��9���H����.�

��.�"�#"���	$!��	���� $�����/&''(���:��
��/.  ��.�"�#!�3�+�"���	$&$�!��	���� ��%�$��B3������,/&�;�;3�

,	���������3��� ����������F#��&

��������3$�"������
��/. 

 

 

�+�,��7,;"���	$��$�
����"�����,�F��	���3��"���	$	���.  ���%�$��B�%��&�;3�� H���� iz  ���%;����

!��(3��	$)��,3�����3
��"���	$"�9�%�� ��:�&�!�$%$��� 



    
D

baDzz pi 2
)( 222 ��

��      (3.1.1.1) 

�	����$� c  
��3��	$���!����9$������:� 

    22 )( pi zzac ���       (3.1.1.2) 

����J����!�������9��7*;%�)	���./ ),( xxr �  �%�� H����"���	$"�#$���� x ��:�����+�����.  ����%��!�3�����

��:�H���� ),( ppr �  �	�H���� ),( qqr �  7��
�"�# 3.1.1.1. %����!3�� B;�����/&''(�7������������"�#H����.� $�

	���.����������"�#%$$�!�������,$�� H����"�#%�$ ($�$������� x-y ) 
������H����"���	$��&$�

���#�3
;���������+��3.. 
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rq
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��$��� 3.1.1.1 "���	$!�����$��"����� a �	� b. 

 

3.1.1.2 ��8������� 

 

�$F#�"���	$7������������!�$�
�"�# 3.1.1.1 ��
����7!;����/&''(������� E�  ��$������B
��,��#�3�+�
�9�"�#

��3
��"���	$. 7�"�#��9 %$$!�7,;����/&''(�������$�	���.�%$$�!�������,$�� �HF#�	��3�$K��K;��


��%$���.  �����"�#B
��,��#�3�+�
�9�"�#��3��"+�7,;����/&''(�	�HJ/
��������	�#����	�&�. 3�J�����+��3."�#

���	��3!��&���9 �J��������3����"���.�!��%!�/"�#��������!/7*;�������/&''(���F#�����������,	����9 

%+�,����+��3.,�����/&''(�	�HJ/
������. 

 

�. %$���
������/&''(�%+�,���3�J����$�	!��H	 

 

��������#$������H����.��GH������� A�  ����3 A 
��"���	$	��� ���	��	������
��"���	$��.  

HF9���3 A �%���;3��%;�"��7��
�"�# 3.1.1.2. ����� B�  ����3
����3
��"���	$�� ��H����.��;3�

,	���������3���.  ����/&''(���F#����� A�  ����
���7��
�
������/&''(� A
p	  ��F#�����$�	!��H	 K�#�

�������������
��/�	�� p 
��"���	$&�;��:� 

  

�

�
��

0
1

, )(cos
j

pjj
p

A
jpA

p P
r

B
�	        (3.1.1.3) 



�$F#� jP  ��:�H,���$�	������/������"�# j.  %����!3�� ����%��%$�������/&''(�7�"�#��9 ��7*;��*��	����%��

����
��/�	��
����������� �	�7*;��*�����%��!+��,���
�������"�#"+�7,;��������/��9�.  7�%$���"�# 

(3.1.1.3) A
jpB ,  ��:�$�	!��H	������"�# j K�#���
� . !+��,��� p. ����$
��
���(�$�$�!/)
��$�	!��H	7�"�#��9 

�!�!����������$"�#3&��	���;�� �HF#�7,;%$���
������/&''(���
�7��
�"�#����
�9�. ����/&''(���F#�����$�	

!��H	7�%$���"�# (3.1.1.3) $����	
��
;� ���7�����3.��}�"�#�%��7��
�"�# 3.1.1.2.  ��#��F� ������"���	$���

�
��/�	�� p ���$� a.   

 

7�����;��,��#� ����/&''(���F#����� A�  ���%�$��B������������ q 
��"���	$��&�; (�
�
�"�# 3.1.1.3).  

%+�,�����.���9 ����/&''(���
�7��
��������������GH��"�# ,�F��������������"�/�	��/ ��:� 

   

�

�
�

0
, )(cos

j
pj

j
q

A
jq

A
q PrL ��        (3.1.1.4)  

�$F#� A
q�  ��:�����/&''(�"�#B
��������GH��"�#������ q �	� A

jqL ,  ��:�%�$���%�"J��������"�# j 
������/&''(�.  

����/&''(� A
q�  $����	
��
;� %+�,������7�����3.�}�"�#�%��7��
�"�# 3.1.1.3.  ��#��F� ���7�"���	$���

�
��/�	�� q ���$� b.  %����!3�� 7�"�#��9 %�)	���./ �  B
�7*;�%������/&''(�"�#����������GH��"�# �HF#�7,;

�!�!����������/&''(� 	  ��F#�����$�	!��H	7�%$���"�# (3.1.1.3). 

 

ABp,j
A

B

σ A

σ B

 
��$��� 3.1.1.2 ����/&''(���F#���������� A�  ��HF9���3 A %�$��B��������:�����/&''(���F#�����$�	!��H	 

A
jpB ,  . ��� p &�;. 

σ
A

Lq,j
A

 
��$��� 3.1.1.3 ����/&''(���F#���������� A�  ��HF9���3 A %�$��B����������GH��"�# ������ q &�;. 




. �������������/&''(��������
��/�	��7,$� 

 

����/&''(�7��
�
��$�	!��H	7�%$���"�# (3.1.1.3) ,�F�7��
�����������GH��"�#7�%$���"�# (3.1.1.4) 

%�$��B������K9+�7,$� �������
��/�	������������F#�&�;.  7�"�#��9 ������+��������
��/�	��7,$�
�����

������ 7,;��:��������� z �"����9� ��F#������H���H�!������+��3.7�"�#��9.  �������������/&''(�7,$�"�#

�+���:�!������+��3. $���
�%��������!��&���9. 

 

1. �������������/&''(����$�	!��H	&���:�����GH��"�# 

 

�;3���������������9 ����/&''(�
��$�	!��H	7�%$���"�# (3.1.1.3) ��B
�������K9+��������
��/�	��7,$� 

�	�$��
����
�������������:�!�$%$���"�# (3.1.1.4).  �+�,��7,; ),0,0( uzu  ��:�����
��/�	��7,$�
��

�������������/&''(�. ����/&''(���F#�����$�	!��H	������"�# n 7�%$���"�# (3.1.1.3) %�$��B�
���&�;��:� 
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npA

np PrLP
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B
���	     (3.1.1.5) 

%�$���%�"J�� A
juL ,  
������/&''(� %�$H��J/��� A

npB ,  �;3�%$���!��&���9 [10, 12]  

�$F#� pu zz 
  

  11
,

, !!
)!()1(

��
�

�� n

A
npjA

ju d

B
jn
jnL        (3.1.1.6) 

�	��$F#� pu zz �   

  11
,

, !!
)!()1( ��

�
�� n

A
npnA

ju d

B
jn
jnL        (3.1.1.7) 

���"�# pu zzd �� .  ,	������������������/&''(� ���$����	
��
;�
������/&''(��"���������"�#!#+�"�#%��

��,3��� u �	�
���
!
������3."�#�����7��
�"�# 3.1.1.2.  �,��&�;*�����3�� �������������/&''(�7,$���

"+�&$�&�; B;� u ��
����7�����3."�#&$�&�;�����7��
�. 

 

 

2. �������������/&''(�����GH��"�#&��������
��/�	��7,$� 

 

H����.�����/&''(�������"�# n 
��%$���"�# (3.1.1.4) �	�7,;!+��,���
������
��/�	�����������

����/&''(�7,$���
�"�# u. �������������/&''(�7,$������97,;�
����
������/&''(���:� [13] 
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A
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A
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A
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A
nq PrLPrL ����    (3.1.1.8) 

�$F#�  

  A
nq

jnA
ju Ld

jjn
nL ,, !)!(
! �

�
�        (3.1.1.9) 

%+�,��� pu zz 
  �	� 

  A
nq

jnjnA
ju Ld

jjn
nL ,, !)!(
!)1( ��

�
��       (3.1.1.10) 

%+�,��� pu zz � . 



,	������������������/&''(� ���$�
�����	
��
;�$�
����"���������"��"�#%�9�"�#%����,3��� u �	�
���
!


������3."�#�����7��
�"�# 3.1.1.3. 

 

 

�. �+�!��
������/&''(�%+�,���"���	$"�#!����� 

 

�;3�3�J��������������/&''(�"�#&�;�	��3$��	;3 ���%�$��B,��+�!��
������/&''(�7������������!�$�
�"�# 

3.1.1.1 &�;.  H����.������ A�  �	� B�  ��"���	$"�9�%�� "�#B
��,��#�3�+��������/&''(������� E� .  

����/&''(� �  . ���7�Q ������"���	$ ��:��	
�����"��K;��. ��#��F�  

  B
q

A
p

E 		�� ���         (3.1.1.11) 

�$F#� A
p	  �	� B

q	  ��:�����/&''(�7��
�$�	!��H	��F#����� A�  �	� B�  "�#������������ p �	���� q 

!�$	+����.  �HF#�7,;&�;��F#��&
����/&''(��"������
��/ (��F#�����%$$!�3��!�3�+�"�9�%��!��	����) ��:����� ���

���%��%$���
������/&''(������:��!�	�"���	$ 7��
�
��'A��/*��"�#�������������
��/�	��
��"��

�	$��9�Q 

%+�,���"���	$	��� ����/&''(���:�  

  B
p

A
p

E
p �	�� ���         (3.1.1.12) 

�	�%+�,���"���	$�� ����/&''(���:� 

  B
q

A
q

E
q 	��� ���         (3.1.1.13) 

�$F#� B
p�  �	� A

q�  ��:�����/&''(���F#����� B�  �	� A�  "�#����������GH��"�#������ p �	���� q 

!�$	+����.  %����!3�� ����/&''(�������7�%$���"�9�%�� ���
�����
�7��
�
������������GH��"�#

�*������3���.  B;�����/&''(���������:�����/��F#�����%��$&''(������� E0 7�"��"�� z �����&�; 

  )(cos100 ppp
E
p PrEEz �� ���        (3.1.1.14) 

�	� 

  )(cos100 qqq
E
q PrEEz �� ���        (3.1.1.15) 

K�#��������GH��"�#������ p �	� q !�$	+����. 

 

 

%$$!�3�����!;������+�!��
������/&''(� ���$�������
��%�$���%�"J������/&''(� j ��� 0 B�� N.  �����9� 

%�$���%�"J������/&''(� ( A
jpB , , B

jqB , , A
jqL ,  �	� B

jpL , ) "�#&$�"������ $��+��3��"����� )1(4 �N .  

%�$���%�"J��"�#&$�"�������,	����9%�$��B�+��3.&�;������!�9�����%$����*���%;� K�#��������;3�%$���"�#

&�;�������3����!��&���9 

 

1. "+�7,;��F#��&
����/&''(�
��"���	$��:�����.  ��#��F� �$F#����H����.��!�	������� j ���&�;

�3�$%�$H��J/ 

  0,,, ��� B
jp

A
jp

E
jp �	�        (3.1.1.16) 

����3
��"���	$	��� )( arp �  �	� 

  0,,, ��� B
jq

A
jq

E
jq 	��        (3.1.1.17) 



����3
��"���	$�� )( brq � . �����9� ���&�;%$����+��3� )1(2 �N  %$��� �����F#��&


����/&''(�"�9�%��. 

 

1. "+�7,;����/&''(���F#����������*������3��� "�#�
�����
�7��
�!������ $�
����"�����.  ��#��F� 
A
q

A
p �	 �  �	� B

p
B
q �	 � .  �HF#�7,;&�;��F#��&
��9��:����� ����/&''(��!�	��
�!;��B
���������
�

����������3���.  �����9� �����%�$��B����
��3�$�"�����
������/&''(��!�	������� j &�;.  

��F#��&
"�#�
����:�J��$*�!�"�#%��%+�,���������������F� ���7*;���������7,$����$�	!��H	

��:�����GH��"�#��� A
p	  ������ q �	���� B

q	  ������ p ��F#���������/&''(�%�$��B����
�

��� A
q�  �	� B

p�  &�;���!��.  �����&���!�$ ���%����!&�;3�� ����/&''(���&$�$����	
��
;� B;� 

aD � .  �
�"�# 2.2.1.4 �%��%��3�"�#���������7,$�
�� A
p	  &���� q &$�	
��
;� �H���3�� q 

��
�����������3."�#�����7��
�.  �����9� !�3�	F��"�#���3��%+�,����������������/&''(� �F����

����������/&''(� A
p	  �	� A

q�  &�������7�Q ���,��#����7�����3.�����
��"���	$�� 

(�*�� ��� u 7��
�"�# 2.2.1.4).  ,	���������3�������B
�7*;����
�����/ B
q	  �	� B

p� .  ,	�����

����������/&''(�7,$� ���%�$��B����
�%�$���%�"J��
������/&''(�%+�,����!�	������� j �	�&�;

%$����+��3� )1(2 �N  %+�,�������%$����*���%;�"�#!;�����. 

 

�$F#�%�;������%$����*���%;�&�;�	;3 ���%�$��B�+��3.,�%�$���%�"J/"�9�,$�"�#&$�"���������$�&�;.  ���

���"�	���+��3.�*���	
7����3������9 �
;3����H�3�� 3�J������;����%$����*���%;����"+�K9+�&$��,$��%$

%+�,�������%$����*���%;�"�#&�; ��F#��������&�;�+�!��"�#$��3�$�$���+�&$��H���H�. 

 

u

q

σ

ABp,j
A

 
��$��� 3.1.1.4 �������������/&''(� A

p	  7,$������� q &$�	
��
;� ��F#�������� q &$���
�7�����3.�����7�

�
�. 

 



 

3.1.1.3 &
��������������� 

 

�. "���	$
����"����� 

 

��.�
��"���	$
����"����� )1( �� ba  ���7!;%��$&''(�%$#+��%$� E0 ��:�!�3��������
�����

�+��3.7�"�#��9.  ����+��3."+�7���.�"�# aD 001.0�  B�� a99.1 .  ���%�$��B�,��&�;*�����3�� %+�,���

��.�
��"���	$
����"����� ����+��3.%�$��B	��
�7,;����
�9� �;3��3�$%$$�!�
������/&''(�
��

"���	$"�9�%��. �����&���!�$ ���7*;��.�7����!�3�%���3�$B
�!;�� �	��3�$%�$��B7*;&�;
��3�J�"�#

�+��%��7�"�#��9 �$F#�"���	$"�9�%����F��K;��"��������%$�
�./ 0/ �aD .  �
�"�# 3.1.1.5 �%������/&''(�

!��;��"�#,��������3
��"���	$�;3�%$���"�# (3.1.1.11).  �
���9�F�����3�$%�$��B7�����+��3.
��3�J�"�#

�+��%��7����3������9 %+�,���*�3����
�� aD / .  ������%
�%�� N 
������/&''(�7����������H��/ �"����� 

35 %+�,���"��Q ��.�7�����+��3.7��
�"�# 3.1.1.5.  �$;3�������� N "�#%
�
�9��3���7,;�+�!��"�#B
�!;��$��


�9�!�$"?��� �
;3����H�3�� �����;����%$����*���%;�"�#&�;7,;�$���+� "+�&�;���
�9�.  %����!3�� %+�,�����.�

H����"�#"���	$
����"�������F����K;��"��������%$�
�./ ��� N !#+�Q %�$��B7*;7�����+��3.&�;.  

��������9 �
;3�������&�;H������"�	���+��3.�*���	
3�� B
jq

jA
jp BB ,

1
, )1( ���  �	� 0,, �� B

jq
A

jp BB  

%+�,����������	
��#"�# 1�j  �$F#� 0/ �aD . 

 

7�����;��,��#� ����+��3.�*���	
���
�9� �$F#� D �	���3�� a �!�&$�7�	;����
��/ K�#����%�$��B%����!&�;���

�������/&''(�!��;��"�#%
�
�9�7��
�"�# 3.1.1.5 �$F#� aD 1.0�  �	� aD 5.0� .  �3�$�	����	F#���*���	
��9

����������7*;������ N "�#�+���� �	������������3.
�����	
��
;�"�#�	��	�
������/&''(�,	��������������

7,$� K�#�%���	7,;�����;����%$����*���%;�������$���+�%
� "+�&�;���.  ��������9 %+�,���"��Q ��� D 7��
�

"�# 3.1.1.5 ������,���3�$�	����	F#��
���+�!��"�#&�;%
� 7�����3.7�	;�����3�%;�!��
��"���	$"�9�%��. 

 

�
�"�# 3.1.1.6 �%��%��$&''(�����3
��"���	$��.  ���%�$��B�,��&�;����
�3�� %��$&''(�%
�%��"�# 

0�q�  �	�	�	���:��
��/"�#��3�%;�!����,3���"���	$ %+�,���"�����
�� D.  
���
��%��$&''(�%
�%��

����3"���	$	�	� �$F#� D 	�	� (�����
�����K;��"���H�#$
�9�).  ��������9 ������%����!&�;3�� �$F#� D 

�
;�7�	;�
��/ %��$&''(�"�# 0�q�  $�����
;�7�	; 03E  K�#���:��+�!������
����.�!�3�+�"���	$���#�3���7!;

%��$&''(�%$#+��%$�. %+�,�����.�"�# aD 2�  �
������������$�%��$&''(��"�������.�
��!�3�+�"���	$"�#

%�$��%��������!��	���� ���7!;%��$&''(�%$#+��%$�.  ��.���9 %��$&''(�%
�%������3"���	$�"����� 

0207.4 E  [14].  %��$&''(�%
�%��"�#&�;�������+��3.�*���	
 �;3�3�J�"�#7*;7����3������9 $�����"����� 

0202.4 E  �$F#� aD 99.1� .  ��������9 �$F#��������"�������+�!��
�����������3!�3�+�"���	$7�%��3�

��9 K�#��"����� 2
0

23)3/2( Ea��  "��"?��� ���&�;�3�$�	����	F#��
�����������H��� 0.03% "�# 

aD 99.1� . 
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��$��� 3.1.1.6 %��$&''(�����3"���	$ 7���.�"�#"���	$"�9�%��$�
����"�����. 

 

 

 


. "���	$
���!������ 

 

�
;3����&�;"�	���+��3.��.�
��!�3�+�"���	$
���!������ �$F#� ba 2�  ���7*; 35�N .  ����/&''(�

!��;��"�#�+��3.���%$���"�# (3.1.1.11) ����3"���	$���	�"���	$	��� �%����
�7��
�"�# 3.1.1.7 �	� 

3.1.1.8 !�$	+����.  �����
�����"��K;��"�#7*;7�����+��3.�F� 49.12.1/ ��aD .  ����
�"�9�%�� ���

%�$��B�,����3��;$
���	����+��3.7�	���.�����3�����3��;$7��
�"�# 3.1.1.5.  �3�$�	����	F#��
��

�+�!���*���	
"�#&�; $����%
�
�9� �$F#� aD /  	�	� (��������"��K;���H�#$$��
�9�).  ����/&''(�!����F#��"�#B
�"+�

7,;��:����"��L��$����!#+��3�� 10-3 %+�,��� 2.1/ �aD . �$F#���������"��K;���H�#$
�9�$���3����9 ���&$�

%�$��B�+��3.7,;&�;�+�!��"�#$��3�$�$���+�%
�&�;.  7���.�"�#��������3�$%$$�!� ba �  ���!;��7*;��� 



N %
�7�����+��3.!�$%$���"�# 3.1.1.5 �$F#� aD /  $����!#+�.  ��������9 �
�"�# 3.1.1.7 �	� 3.1.1.8 ���

�%��3�� �3�$�	����	F#��"�#&�;$����%
�3����"���	$	��� K�#�$�
���%
��3��.  %+�,���%��$&''(�����3"��

�	$ �
;3����&�;!�3�%���	�H�3��%��$&''(�$����	�	�%
��
��/"�#��3!����,3���!�3�+�"�9�%�� %+�,��� 

2.1/ �aD  �$;3����&$�&�;�%���
��		�HJ/&3;7�"�#��9. 
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3.1.2 ��(/�������!����>
?����� 

 

�������
�"����"�#�����7����������9 ��:����"�#$�*�9�G�3���
���HF9���3 ����%��7��
�"�# 3.1.2.1(b). !�3�����


�����7*;���
�������������9�����,��#����F� �K		/%�#�$�*�3�! [16-20]. 7���.���9 ���$����%�7���� 

polarization K�#���:�H���$��!��/"�#���%�$��B�+�$�7*;���$�.���%��$&''(� ��� �	��������H��"	��
��

*�9���3G�3�&�;. �+�!���$���+�
�����������$���3G�3���9� "�������
�%+�,�����.�
��������"���	$. 

�����&���!�$ %+�,���������"���� ��������"�#$���
�B��7��A������ $�������$�.��������H����"���� ���7,;

*�9���3G�3�$�H������
�"�# �0 �	� �0 + d� �����9� G�3���$��3�$,��&$�%$#+��%$� 
�9���
����!+��,�����

HF9���3"�#H����.� (�
�"�# 3.1.2.1(a)). ��������9 �$;3�� Wagner ��� Gimsa ,�F��	��$���3�����F#� &�;�����

������"����"�#$���3G�3��3�$,����"�#��!�$ �!���7*;3�J�"��3���&''(� K�#�$��3�$�$���+�!#+� [21-25]. 

 

 
��$��� 3.1.2.1 �3�$�!�!���
���$��	%����� (a) ���!�$H����"���� $��3�$,��
��*�9���3&$���"�# �	� 

(b) ���"�#$��3�$,��
��*�9���3��"�# K�#�!�����	���.�
������������. 

 

3.1.2.1 �"
������#	��@��������
� 

 

���"+����3������,/������#$�����.�
��"���	;��"���	$���
;�� (Prolate spheroid). H���� (�, �, �) 


��"���	;��"���	$���
;��%�$H��J/���H�������/"��K��� !�$%$���!��&���9 

sinh sin cos
sinh sin sin

cosh cos

x a
y a
z a

� � �
� � �

� �

�
�
�

           (3.1.2.1) 

���"�#HF9���3 � = �0 ��9� ��:���3
��"���	;��"���	$���
;��"�#$�%$$�!������� z. ��#��F� 

     
2 2 2

2 2 2 1x y z
b b c

� � �           (3.1.2.2) 

�$F#�  

 0 0sinh ;   coshb a c a� �� �  (3.1.2.3) 

 

�	�     2 2a c b� �            (3.1.2.4) 



B;�,�����7*;�3�$��F9���
��/�	�� (Eccentricity; e) ��:�H���$��!��/ ������
���&�;3�� 

 
2

1 ;          0 1b ae e
c c

� �� � � � �� �
� �

 (3.1.2.5) 

�	�%$���"�# (3.1.2.3) �%��&�;��:� 

  

 2
0 0cosh 1/ ;      sinh (1/ ) 1e e� �� � �  (3.1.2.6) 

 

�+�!��
��%$���	��	�K7�����H����"���	;��"���	$���
;���F� [26] 

 , ,

, ,

(cosh ) (cos )
(cosh ) (sin )

n m n m

n m n m

P P
cs m

Q Q
� �

� �
� �

� �� �� �� ��  ! !
� �� �" #" #

 (3.1.2.7) 

���"�# cs �F� cos ,�F� sin, Pn
m �	� Qn

m ��:�'A��/*���	������/*���"�#,��#� �	�*���"�#%��!�$	+����. 

'A��/*�����$���3����L��"�#�������!/ �	�'A��/*��"�#%��$���3����L��"�# +1 ,�F� -1.  

 

���7!;��"J�H	
������/&''(������� 

 , , ,
,

(cosh ) (cos )csn
app n m n m n m

n m
E a P P m� � � �� �
  (3.1.2.8) 

����/&''(����7��	�������
��������%�$��B�
���&�;��:� 

 
, , ,

,

      = (cosh ) (cos )cs
out app ind

app n m n m n m
n m

C Q P m

� � �

� � � �

� �

�
  (3.1.2.9) 

�	� 

 , , ,
,

(cosh ) (cos )csn
in n m n m n m

n m
A a P P m� � � �� �
  (3.1.2.10) 

 

3.1.2.2 -�B���0����-�& 

 

����$7,;���%��H��$�*��K;���"����� 

 * (1 )j
j j
$ $� � %&
% %

� � � �  (3.1.2.11) 

�$F#� � �	� $ ��:�%��H��$�	�%��H�+�, % ��:��3�$B�#�*��$�$, j2 = -1 �	�  

 /& � $�  (3.1.2.12) 

 

�3	���!�3 &'��%�9�$��%+�,���!�3�	��"��*�33�"�� �*�� ���%�9�B�� 50 ms %+�,���%��	�	�� KCL �3�$

�
;$
;� 1mM. �3�$��3
��H�	%/"�#7*;%+�,������"+����	���!�H���*�#� ,�F�����*F#�$�K		/�;3�&''(���9���

$���3�������9$��. �����9� 7�"���P���!� %& << 1 �	����%�$��B	��	��	
��%��H��$"�#$�!�� �( &�;. 7�

����;��,��#� 3�%��
���$$����
���K		/��:�G�3�"�#�� ������%�$��B	��	��	
��%��H�+�&�;.  

 

%$$!�7,;�$$����
���������K		/��
�"�# �'�'�0 �	�$��3�$,���;��$��. ������"��$$������9�;3�*�9���3


��&��H	. ���7!;��F#��&
��9 ��F#��&

���
!"�# �'�'�0 ���F� [27-28] 



 
out in

m

out out in in

C
E E

�� �

$ $

� �

�
 (3.1.2.13) 

�	������������
���$$������:�&�!�$�3�$%�$H��J/ 

 out out in in
d E E
dt
� $ $� � � �  (3.1.2.14) 

�$F#� Cm ��:�����3�$����������+��H��!��,��#�,��3�HF9�"�#, � ��:��3�$,�����������&��H	!��,��#�,��3�

HF9�"�#���$$���� ($�
�93�3�"�#�;����� �	�	�"�#�;��7�) �	�%��$&''(�����3�
���&�;��:� 

 

0 0

1 1,out in
out inE E

g g� �� � � �

� �
� �

� �

) )
� � � �

) )
 (3.1.2.15) 

��� g� ��:�%�$���%�"J��"����
��.�! �"����� 

 2 2 2 2
0 0 0sinh sin cosh cos 1 (cos / cosh )g a a c� � � � � � �� � � � � � (3.1.2.16) 

%����!3�� ���%$���
;�����,	����9  

 
0

1 1 out
out in

m

dt
C g� �

�� �
�

)
� �

)*  (3.1.2.17) 

�����9� %+�,�������3�$��������� Cm ��"�#, ���"�# g� 
�9����$�$ � ,$���3�$3�� ��!;��$��P���������,3���

������N��/$����%/ n !������  
��%$���"�# (3.1.2.9) �	� (3.1.2.10) �!���&$�$��P���������,3���	+����"�# m. 

�P��������,	����9 "+�7,;����N��/$����%/������"�#%
�
�9� �$;3������������
����7!;%��$&''(�%$#+��%$� (n=1) 

��!�$. 

 

%+�,����$��	"�#$��3�$,��
���$$�������!�$$�$ � ���"�# 

 /( )m mC g d�� ��  (3.1.2.18) 

�$F#� �m ��:�%��H��$
���$$���� �	� g�d� ��:��3�$,��
���$$���� (�;������
�"�# 3.1.2.1a) 

���H���$��!��/ g� ��&$�
�9���� � ���!��&� �	�"+�7,;&$�$��P���������,3��������� n "�#!������. 7���.���9 

HF9���3"�#����$��� �'�'�0 + d� ��"+�7,;%$���!��&���9��:�����  

 
2 2 2

2 2 2 1x y z
b b c+ + +

� � �
� � �

 (3.1.2.19) 

�$F#� 

 2bc d+ �� ,  (3.1.2.20) 

�	��3�$,������� x �	� z ��:� 

     and      x zcd bd- � - �� �  (3.1.2.21) 

 

�����9� %+�,����$��	"�#3&�"�#$��3�$������������!�$$�$ ���F����"�#	��	� g� 7�%$���"�# (3.1.2.15) �	�,�

�+�!��
��%$���7���.�
��%��$&''(�%$#+��%$������� ���H����.� n = 1 �"����9�. 

 



3.1.2.3 ��������&�����$%���-�B���0����-�& 

 

�+�!��
������/&''(�&�;�������������3�$,�����������&��H	 � 7��
�
��'A��/*���	������/��:� 

 , ,
,

(cos )csn m n m
n m

S P m� � ��
  (3.1.2.22) 

K�#������&�;%�$���%�"J��
������/&''(�7�%$���"�# (3.1.2.9) �	� (3.1.2.10) 7��
�
��%�$���%�"J�� Sn,m 
��

����� �	�%�$���%�"J�� En,m 
��%��$&''(���������:� 
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%����!3�� ���������H��/7,$���9 "+�7,;&�; "�#$������� n !������
�9� (�!�$�	+���� m �����$). �����9� �����

�J����!��&� ���H����.�"�#��� m ���,��#�Q. 
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�	�$���*���� P *�93����:���.�
��"���	;��"���	$���
;�� (prolate spheroid) �	� T �������%	��

��	�#��
���$!���K/.
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���	�������%��7�,�3
;�"�# 3.1.2.7.  
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�$F#� m = 0 %+�,���&��H	7���3 z �	� m = 1 %+�,���7���3 x. f0 = 1 �	� f1 = 2. 
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��%��$&''(� E0 ���%$#+��%$� 7���3��� z �	�

��� x !�$	+���� �$F#� R = 5 (��#��F� c/b = 5 %+�,���"���	;��"���	$���
;�� �	� b/c = 5 %+�,���"��

�	;��"���	$���
�93) �	� .$ = 10. ����+��3.7*;������N��/$����%/��B�� nmax = 200 K�#���&�;�3�$

�	����	F#��
�����������H��/��������$�;���3�� 0.4%. 
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�"�# 3.1.2.2 �%�������	�#����	�!�$�3	�
���!�	����/������N��/$����%/ vn "�#B
�"+�7,;��:����"��

L���;3� cE0 !�9��!��3	� tn = 0 B�� tmax. tmax B
��	F��7,;�����	�$*�3��3	����$�. 4 �"��
���3	���

!�3
��N��/$����%/"�#,��#�. ���%�$��B�,��&�;����
�3�� N��/$����%/������%
�	�,��	�������3����3 �$F#���� n 

�H�#$
�9� �	�$��	%+���)!�����!��%���"�#*�3����#$!;�
��"����*���!/�"����9�. 
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��"��N��/$����%/) ��:�'A��/*��
��$�$ � ���

�%����:�	+����
�9��3	� tmax/20. �
�"�# 3.1.2.3  �%���������$$�����*������3��� �!���:����"�#&�;�$F#�

���$�.�;3��$��	���"�#$��3�$,��
���$$����&$���"�# (��#��F� 7*; n = 0 7�%$���"�# (3.1.2.29)).  �;3�

�$��	����$���+�"�#7*;7��������3������9 ������,�����%�;���������$$����"�#!+��,���K�#�$�%��$&''(��3�$

�
;$%
� K�#����F�"�# � = 0 %+�,���"���	;��"���	$�,	$���7!;%��$&''(� Ez �	�"�# � = �/2 %+�,���"��

�	;��"���	$��(����7!;%��$&''(� Ex. �$F#��3	�����&� ���������
���������$$���������
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��
�����

'A��/*��&K�/ �	����"�#%��3���!�3
��"�9�%���$��	$�
����"�����. 

 

����	����+��3."�#����$� ������,��&�;3��N��/$����%/������%
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�*���!/. �����9� ���%�$��B���&�;3�� �	
���$��	����$���+����%��7,;�,��!���H	�&��K*��"�#�3�$B�#%
�Q. 
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�"�# 3.1.2.5 �
;3��;��%��!�3�������H	�&��K*�� (,���;3� �out) %+�,��� .$ = 10 �	� R = 5. ���

%�$��B�,��&�;����
���93�� $�����	F#��
��%���!��$ �$F#��������"�����,3����%;�"���	��%;����7��
�. ���

��	�#����	���9 �,��&�;*�����7���.�"�#����%��$&''(�&$�%$#+��%$�%
� ��F#���������,��#�3�+�
��������.  
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!���Q �*��3�J�"�#$�

HF9�L����3�J�*�9�������
���
! [28] ����GH���������#�7���.�"�#%��$&''(�������!�9�G��������,	��


��"���	;��"���	$ K�#���"+�7,;����+��3.��:����%�$$�!�.  
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���	�3$"��N��/$����%/
���������$$����. 



 

 external Ez external Ex 

prolate 

  

oblate 

 
 

��$��� 3.1.2.4 �����	�#����	��������$$���� �$F#����$�.�;3��$��	���"�#�3�$,��
���$$����&$�

��"�#. 

 

 external Ez external Ex 

prolate 

i
mCM

 
�

�

�
101

0.5

1.0

1.5

2.0

normalized 
frequency

normalized 
polarization 
factor

10210-110-2 1

Real part
with this method 

Imaginary part
with this method 

-1.5

-1.0

-0.5

i
mCM

with variable 
thickness

model

 

oblate 

i
mCM

 

i
mCM

 

��$��� 3.1.2.5 !�3�������H	�&��K*��"�#&�;������7*;�$��	����$���+� �	��$F#����$�.�;3��$��	���"�#

�3�$,��
���$$����&$���"�#. 



 

3.1.2.7 
����
����
������������"�������"�!���
?� 

 

7�����H���� (�, �, �) 
��"���	;��"���	$���
�93 H����"�9�%�$%�$H��J/���H�������/"��*���!�$%$���

�;��	��� 

 

cosh( )sin cos
cosh( )sin sin

sinh( ) cos

x a
y a
z a

� � �
� � �
� �

�
�
�

 (3.1.2.62) 
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�$F#�7*;�3�$��F9���
��/�	�� e ��:�H���$��!��/ 

 
2

1 ;          0 1c ae e
b b

� �� � � � �� �
� �

 (3.1.2.66) 

�����&�;%$����3�$%�$H��J/��,3��� cosh�0 �	� sinh�0 ��:� 

 2
0 0cosh 1/ ;      sinh (1/ ) 1e e� �� � �  (3.1.2.67) 

 

�+�!��
��%$���	��	�K%+�,�������H������9��:� 

 , ,

, ,

( sinh ) (cos )
( sinh ) (sin )

n m n m

n m n m

P j P
cs m

Q j Q
� �

� �
� �

� �� �� �� ��  ! !
� �� �" #" #

 (3.1.2.68) 

 

����/&''(����7��	�������"���	;��"���	$��(� %�$��B�
���&�;7��
�
�� 

 , , ,
,

1
, , ,

,

      = ( sinh ) (cos )cs  

       ( sinh ) (cos )cs

out app ind

n n
n m n m n m

n m

n
n m n m n m

n m

E a j P j P m

C j Q j P m

� � �

� � �

� � ��

� �

�







 (3.1.2.69) 

�	� 

 , , ,
,

( sinh ) (cos )cs  n
in n m n m n m

n m
A j P j P m� � � ��
  (3.1.2.70) 

 

7�%$����;������9 ����H�#$H��/
���+��3����!��H j �HF#�"+�7,;%�$���%�"J��
������/&''(�"�#���#�3
;��$����

��:��+��3�����. 

 



B;�����������3�$,�����������&��H	 � 7��
�
��N��/$����%/���%$���"�# (3.1.2.22) �	�������!/7*;

%$�����F#��&

���
! �����&�;3�� 

 , 0 , , 0
, ,

, 0 , 0

( ) ( sinh ) ( sinh )
( , sinh ) ( , sinh )

n
n m n m n m n

n m n m
n m m n m

j Q j S H j
A a E

G j C G j$ $

� �
. � . �
/�

� �  (3.1.2.71) 

�	� 

 

1
, 0 ,

,
, 0

, 0 , 0
,

, 0

( 1) ( sinh )
( , sinh )

( sinh ) ( sinh )
         ( 1)

( , sinh )

n n
n m n m

n m
n m m

n m n m n
n m

n m

j P j S
C

G j C

P j P j
j a E

G j

$
$

$
$

�
.

. �

� �
.

. �

� /�
�

/
� �

 (3.1.2.72) 

�$F#� 

 
0

, 0 , 0( sinh ) ( sinh )n m n m
dP j P j

d � �

� �
� �

/ �  (3.1.2.73) 

 
0

, 0 , 0( sinh ) ( sinh )n m n m
dQ j Q j

d � �

� �
� �

/ �  (3.1.2.74) 

 
, 0

, 0 , 0 , 0 , 0

( , sinh )
      ( sinh ) ( sinh ) ( sinh ) ( sinh )

n m

n m n m n m n m

G j
Q j P j P j Q j
$

$

. �

. � � � �

�

/ /�
 (3.1.2.75) 

 , 0

, 0 , 0 , 0 , 0

( sinh )
    ( sinh ) ( sinh ) ( sinh ) ( sinh )

n m

n m n m n m n m

H j
Q j P j P j Q j

�

� � � �

�

/ /�
 (3.1.2.76) 

 

�����	�#����	�!�$�3	�
����������$$���� ����:�&�!�$%$��� 

 0

1

, 0 , 0 ,2
,

     tanh ( sinh ) (cos )cs
1 ( sin )

in
in

in
n m n m n m

n m

d g
dt

A P j P m
c e

�
� �

�� $
�

$ � � � �
�

�

�

)
�

)

/�
�



 (3.1.2.77) 

�$F#�%�$���%�"J��"����
��.�! g� $������:� 

 2 2 2 2 2
0 0 0

0

sinh cos cosh sin 1 (sin / cosh )
tanh

cg a a� � � � � � �
�

� � � � � �  

�	�%�$��B������H��/&�;�����9. 

 0 1 0 12 2 2

2
0 0

1 (2 1)!! (2 1)!!sin 1 cos
(2 )!! (2 )!!1 ( sin )

kk

k k

k ke e
k ke

� �
�

� �

� �

� � 2 3� � �6 7�

 
 (3.1.2.78) 

 

�����9� %$���"�# (3.1.2.77) ���
���&�;��:� 

 
0 12 2

0

, 0 , 0 ,
,

(2 1)!! 1 cos
(2 )!!

          tanh ( sinh ) (cos )cs

k
in

k

n m n m n m
n m

d k e
dt c k

A P j P m

$� �

� � � �

�

�

� 2 3� �6 7

/8






 (3.1.2.79) 

   



%$�����9$�H��/
�� (cos�)2kPn,m(cos�) K�#�%�$��B������H��/7,$���:������$
��N��/$����%/'A��/*��

�	������/ ���7*; 

 2
2 1[ ] [ ]T T�D D  (3.1.2.80) 

�	� 

 2
0 , 0 2

0

(2 1)!![ ] tanh ( sinh )
(2 )!!

kO k T
n m

k

k e P j
k

� �
�

�

� / 4 5� �6 7
D U D  (3.1.2.81) 

�$F#���*���� O �%��3��%$�����9 7*;%+�,���"���	;��"���	$�����(�, �	� U ��:��$�!���K/���	���./. 

�����9� �����&�;  

 [ ] [ ][ ][ ] [ ][ ][ ]O O O Oin in

m

d
dt cC c

$ $
� �s D M s D N e  (3.1.2.82) 

�$F#� MO �	� NO ��:��$!���K/��3"���"�#$�%$�*����:� 

 , 0 , 0

, 0 , 0

( ) ( sinh ) ( sinh )
,           

( , sinh ) ( , sinh )

n
n m n mO P n

n n
n m n m

j Q j H j
M N a

G j G j$ $

� �
. � . �
/�

� �  (3.1.2.83) 

 



3.1.3 ��8�������
���0556�!��
����&� 

 

���3����7�%�3���9���#�3
;���������+��3.%��$&''(�7�����3.%��$�!��;3�3�J����$�	!��H	.  ���"�#&�;�	��3$�

7�,�3
;�����,�;���93�� ���3������,/%��$&''(�$��3�$%+���)7�������������G�3��	����7*;����F#�Q 


��3�%��G�3�&''(������$��.  7�,	����.� �����������"�������H"�#%�7� ���%�$��B	��
�	���:����

���$�.���%��$�!�&�; �HF#�7,;�A),�$��3�$K��K;���;��	�.  �����������%��$�!����$������*�/%+�,��������

	���.�%$��!�HF9�L��
��%��$&''(�����;3�.  !�3������*�� ��������������%��$�!�B
�7*;%+�,���3������,/

%��$&''(� . ���%�$��%��,3���!�3�+��	�G�3��
�� [29-30].  �����!��	;3 ���%�$��B�+��3.%��$&''(�

7���������������%��$�!�&�;������� ���7*;�"��������+��3.%��$&''(��*���	
!���Q �*�� 3�J�*�9�&'&�!/

��	��$�!/ ,�F�3�J�*�9�������
���
!.  �����&���!�$ ����+��3.�;3�3�J��*���	
��7,;�3�$�$���+�!#+� 7�

��.�"�#%��$&''(���:����&$�%$#+��%$�%
�. 

 

3�J��*��3������,/�����:�"���	F��������,��#� %+�,����+��3.%��$&''(� B;�,�������������"�������H&$�

K��K;��$������&�.  �����:�"�#"���������	;33�� 3�J��������� (K�#���:�3�J��*��3������,/) %�$��B7*;&�;������

��������"�#�������;3�3�!B�"�#$��
�"������Q �*�� "�������� ,�F������[31-32].  "3�� 3�J���9&$��,$��������

7*;���7�"���P���!� B;�$��+��3�3�!B�$���3��%��
�9�&�.  "�9���9 ��F#�����3�� ����+��3.!+��,���
����� �	�

���H����.��P���������,3���3�!B��������
�9�$��.  ���3Q ��9 Giordano &�;�%�����3������,/%��$&''(�7�

3�%��"�#$�����%�;����:��%;�7� ���7*;$�	!��H	�+��3.7�����3.%��$�!�[33].  7����*�9���9 ����/&''(�B
��%��

��:������$N��/$����%/ K�#�$�%�$���%�"J���+��3.&�;��������;����%$����*���%;�.  	���.����,�

%�$���%�"J����9B
�7*;7�����+��3.%��$������3.%�$$�!��;3� [12,34]. 

 

���3����7�%�3���9&�;H�I��3�J��*�������,/ ���$�HF9�L�����3�J��������� %+�,�������+��3.%��$7�����%��

$�!�.  3�J�"�#H�I��
�9���9�	;���	�����"�#&�;�+��%��%+�,�������3.%$$�!�������,$��[34] �	�����3.%�$$�!�

[35].  �
;3����7*;���������$�	!��H	7,$� �HF#�7,;�������3�����($�	!��H	)����
�9� �$F#��������"���������7*;

3�J���������"�#3&�.  %+�,���3�J��+��3."�#&�;H�I��
�9�7����3������9 �
;3�������&�;������!/7*;���������$�	!��H	

7,$�"�9�%�9�%�$*��� �HF#�7,;3�J�"�#�+��%��%�$��B7*;&�;����A),�"�#$��
����,	��,	��$��
�9�.  ���	������


��3�J����$�	!��H	%+�,�������3.%��$�!����%����
�7�,�3
;�����!��&���9. 

 

3.1.3.1 ���!
��*
���0556�D����-��
����&�����	�����->��C��� 

 

%+�,������3������,/%��$&''(�������3.%��$�!� �����7*;������*��K;�� z  �"�����3.%��$�!�����"��

�����H.  ��#��F� %�3������	�%�3����!��H
���+��3��*��K;�� 000 iyxz ��  �$F#� 1��i  �"�H���� 

),( 00 yx  ����
���A),�.  ���"?���
��'A��/*���+��3��*��K;��[35] ���"���3�� %�3������	�%�3����!

��H
��'A��/*��3������,/ 9  
�� z  "+�7,;%$���	��	�K7�����3.%��$�!���:�����.  'A��/*�� 9  ����:�

'A��/*��3������,/&�; ��!���$F#���F#��&

�� Cauchy-Riemann ��:�����: 

   : ; : ;9
)
)

�9
)
) ImRe

yx
      (3.1.3.1) 

 : ; : ;9
)
)

��9
)
) ImRe

xy
      (3.1.3.2) 



 

7����3������9 �+�!������/&''(� �  �+��3.,���:�%�3�����
��'A��/*��3������,/ 9  K�#�����������!��&�3��

��:� “����/�*��K;��”.  ����/�*��K;�� 9  ��9 %�$��B�%��%+�,������ z  ����������*��K;��&�; 7��
����

"�#3&� K�#���:������$����!/�������
��/�	�����������"�# 000 iyxz ��  ��:� 

   LB 9�9�9         (3.1.3.3) 

�$F#� B9  ��:�����/7��
�$�	!��H	 (K�#�!��&���9�������%�9�Q 3����������	
���) 

   

�

� �
���9

1 0
00 )(
)ln(

n
n

n
B zz

BzzB      (3.1.3.4) 

�	� L9  ��:�����/7��
�
�������$�"�/�	��/ (K�#�!��&���9�������%�9�Q 3�������
�������) 

   

�

�

��9
0

0 )(
n

n
nL zzL        (3.1.3.5) 

7�%$���"�# (3.1.3.4) �	� (3.1.3.5) nB  �	� nL  ��:�%�$���%�"J���+��3��*��K;�� K�#�������+��3.,�

���$� �HF#�"+�7,;��F#��&

���
!"�#���#�3
;������A),���:�����.  7�%$���"�# (3.1.3.4) ����/$�	!��H	 K�#�$����

��:����L��"�#��� 0z  ��:�����/"�#��������,	���+��������7�3��	$���$� 0zz �  K�#�$�����
��/�	����
�"�# 0z  

��������*��K;��.  ��������9 ���%�$��B$��&�;3�� %+�,������%�"J�� nB  7�%$���"�# (3.1.3.4) ��:�
���


��$�	!��H	������"�# n K�#���
�"�# 0z  �	�$�����/&''(���:����L��"�# 0z .  ��!�3������*�� B;�,��$��%;������

�3�$��3����!/ "�#$��3�$,������������"����� 0q  ��
�"�# ),( 00 yx  7�����3.���� K�#�$�%��H��$�"����� 

� �������9��B
��%���;3��$���H	($�	!��H	�������
��/) ��� ��2/00 qB ��  "�# 0z  ��������*��K;��. 

 

3.1.3.2 �����#	��7	��D���!��&���F ���*
���0556� 

 

,�3
;���9�J�������������H��/7,$�%�$*��� %+�,�������/�*��K;��7�%$���"�# (3.1.3.4) �	� (3.1.3.5).  7�

"�#��9 �������$ ����������������� 3����:�����3����"�#������'A��/*�� 9  �������
��/�	�����7,$� 7�

�
����
������/$�	!��H	7�%$���"�# (3.1.3.4) ,�F�����/�GH��"�#7�%$���"�# (3.1.3.5).  ���������H��/7,$�

%��*�������H����!��;������
��/�	�����������
������/ ���"�#������
���������������:�������$��
�.  

���������H��/7,$�*���%��";�� ��:�����;������
��/�	�������� H�;�$"�9���	�#���
�������������
��

����/&''(�������$�	!��H	 $���:�����GH��"�#.  ���7*;�����*�/���������H��/7,$�%�$*�����9 "+�7,;

����+��3.�;3�3�J����$�	!��H	���A),��
����,	��,	��!���Q ��:�&�&�;. 

 

�������	(�*�����"�������#	�����*
����
"&��7" (M2M) 

 

H����.�$�	!��H	 nB  ������"�# n K�#���
�"�# 000 iyxz ��  ��������*��K;��  ����%��7��
�"�# 3.1.3.1.  

����/�*��K;�� Bn9  ��F#�����$�	!��H	��9�"����� )ln( 00 zzB �  �$F#� 0�n  �	��"����� n
n zzB )/( 0�  

�$F#� 1�n .  ���%�$��B�;������
��/�	�����������
������/&''(���9 &��������+����� O  ���"�#%$�������/

�*��K;��7,$�7*;&�;������3."�# 0zz 
 .  ��#��F� ������3��	$���$� 0z  ����
��/�	��"�# O .  ���

������H��/7,$�&�;����/7��
�
�� 

  

�

�

9�9
nj

CjBn         (3.1.3.6) 

�$F#� ),1,( ��� nnjC j   ��:�$�	!��H	K�#���
�"�# O .   



 

iy

x

Bn
0z

O

 
��$��� 3.1.3.1 $�	!��H	 nB  "�#!+��,��� 0z  ��������*��K;��. 

 

��#��F� zCC ln00 �9  �	� j
jCj zC /�9  %+�,��� 1�j .  $�	!��H	*��7,$� jC  �+��3.,���� nB  

�$F#� )( nj �  ���%$����3�$%�$H��J/!��&���9. 

%+�,��� 0�j   

   00 BC �         (3.1.3.7) 

%+�,��� 1�j  

   
j
BzC

j

j
00��      �$F#� 0�n �	�  (3.1.3.8) 

   n
nj

j B
nnj

jzC
)!1()!(

)!1(
0 ��

�
� �    �$F#� 0�n    (3.1.3.9)  

�������������/�*��K;��7,$������9�������%�9�Q !��&�3����:� ������������ M2M 

 

�������	(�*�����"�������#	�����*
���-�7�#��� (L2L) 

 

7,; n
nLn zzL )( 0��9  ��:�����/�*��K;��������"�# n "�#������������ 0z  7��
�����GH��"�#.  ���

%�$��B�;������
��/�	�����������
������/�*��K;����9 &��������+����� O  �	��
��� Ln9  7,$�&�;��:� 

   

�

9�9
n

j
MjLn

0
       (3.1.3.10) 

   j
jMj zM�9         (3.1.3.11) 

�$F#� jM  ( nj ,,1,0 �� ) ��:�%�$���%�"J���+��3��*��K;��.  ���%�$��B,��3�$%�$H��J/��,3��� jM  �	� 

nL  ( jn � ) ���7*;"?������������H,���$ &�;��:� 

   n
jn

j L
jnj

nzM
)!(!

!)( 0 �
�� �       (3.1.3.12) 

�������������/�*��K;��7,$������9�������%�9�Q !��&�3����:� ������������ L2L 

 

�������	(�*�����"�������#	�����*
����
"&��7"!"#-����-$4�*
���-�7�#��� (M2L) 

 

��������	
����
�	
������������ 3.1.3.1.  ���������������	�������!"#� Bn9  �$�% �����&''�#�#�(��������
#��������(�
������
�������)������ O  �*�$�	'�(� 0zz �   +�". (�	��-/# �	�������!"#��$�%��0��"+�"�	''���
�1��������
��	��� 0z  &
)�(�
������
����� O .)  �	���+334�$
	������)��������$�%�����+�"��5�  



  

�

�

9�9
0j

MjBn        (3.1.3.13) 

�$F#� jM  ��� �,1,0�j  ��:�%�$���%�"J������/"�#����������������H��/7,$�.  %����!3�� 
���+���� 

0zz �  
��%$���"�# (3.1.3.13) $�"�#$����"?���
���"�/�	��/[35].  %�$���%�"J�� jM  �+��3.��� nB  

&�;����3�$%�$H��J/!��&���9.[36, 37]  

%+�,��� 0�j   

   )ln( 000 zBM ��  B;� 0�n  �	�    (3.1.3.14) 

   n
n zBM )/( 00 ��  B;� 0�n       (3.1.3.15)  

%+�,��� 1�j   
j

nj jzBM 0/��     B;� 0�n  �	�    (3.1.3.16) 

   
)!1(!
)!1()1(

0 �
��

�� � nj
nj

z
BM jn

nn
j   B;� 0�n     (3.1.3.17) 

�������������/�*��K;��7,$������9�������%�9�Q !��&�3����:� ������������ M2L 

 

 

3.1.3.3 -���
"&��7"
����
����	
�-����7B?�I�� 

 

,�3
;���9�	��3B�����$�	!��H	%+�,��������������HF9�L��"�#�������;3�3�!B����7��H���,��#�*�9� ���$���3


���
!
��3�!B���:�"��������,�F������.  ���$�	!��H	K�#�"+�7,;��F#��&

���
!��3�!B���9�Q ��:�����&�; 

��B
��+�$�7*;7�����+��3.���"+�K9+� �$F#�����3.
���A),��������;3�3�!B�$���3��,��#�*���. 

 

-�����-���	���#���&
����&��"���� 

 

H����.�$�	!��H	 nB  "�#!+��,��� 000 iyxz ��  �,�F������!�3�+�!��	����"�#��
����������
������� 

z ����%��7��
�"�# 3.1.3.2.  ��F#��&

���
!"�#!;��"+�7,;��:�����7�"�#��9���F� ��F#��&
����/&''(��"������
��/��

�����!�3�+� K�#�"+�&�;���3��$�	!��H	 nB/  ��:����
�� nB  . !+��,��� 000 iyxz �� .  ��#��F� �����

���� ( 0�y ) 
������� z  

   : ; 0Re ' �9�9 BnBn        (3.1.3.18) 

��F#����� Bn9  �	� 'Bn9  ��:�'A��/*��	�����"�$
�� z  B;� 0�n  �!���:�'A��/*���+�	��B;� 1�n  ������

H����.�,�������  �����:�%����.��F� �$F#� 0�n  �	��$F#� 1�n . 

B;� 0�n  

   0 1 0 1<=<= iBiBBB �/���9�9 0000'00 lnln    (3.1.3.19)  

��� ),( 0 <= �  ��:�H�����*��
�93
������������!�3�+�  "�#$� 000 iyxz ��  ��:�����+�����.   

��#��F� )exp(00 <= izz ��� .  ��F#�����%$���"�# (3.1.3.19) !;����:�����"�#$�$ <  7�Q ���&�;3�� 

   00 BB ��/         (3.1.3.20) 

��� 0B  ��:�%�����
�� 0B . 



Bn

0y

B’n
0y

ρ
0

ρ
0

α

α

iy

x
grounded plane

 
��$��� 3.1.3.2 $�	!��H	 nB  �	���� nB/  "�#����
�9������!�3�+�!��	����"�#�������
��������*��K;��. 

 

B;� 1�n  %$�����F#��&

���
! (3.1.3.18) �
���7,$�&�;��:� 

   0 1 0 1<
=

<
=

inBinB
n
n

n
n

BnBn �
/

��9�9 expexp
00

'     (3.1.3.21) 

K�#�"+�7,;&�;�3�$%�$H��J/7�	���.�����3��� (3.1.3.20).  �����9� ���%���&�;3�� 

   nn BB ��/         (3.1.3.22) 

%+�,���"����� n. 

 

-�����-���	���#���������������+����
�&� 

 

H����.������������7��
�"�# 3.1.3.2 �!����3��97,;�����!�3�+�B
��"��;3�G�3��
��"�#$��3�$,����#�����!/.  

%��H��$
��G�3��
���	�!�3�	��"�#��
�	;�$����"��;3�%�)	���./ I�  �	� E�  !�$	+����.  ���

%�$��B7*;$�	!��H	%��!�3 �F� nB/  "�# 0z  �	� nB //  "�# 0z  "+�7,;��F#��&

���
!�����!����,3���!�3�	��

"�# 0�y  ��:�����&�;.  7�����3.!�3�	��"�#��
�	;�$��� ����/�*��K;�� E9  ��:��	���$�	!��H	 nB  �	� 

nB/  �	�%�$��B�
���&�;��:� 

   'BnBnE 9�9�9        (3.1.3.23) 

���7�G�3��
�� ����/�*��K;�� I9  �������$�	!��H	 nB //  �	��
���&�;��:� 

   "BnI 9�9         (3.1.3.24) 

%+�,���%��3�"�#�+�	��H����.���
���9 ��F#��&

���
!"�#���#�3
;���F� ��F#��&
�3�$!����F#��
������/&''(�(����) 

�	�'	��K/&''(�7���3!�9�G�������!����,3���!�3�	��.  �HF#�,����
�� nB/  �	� nB //  ����%����F#��&



���
!7��
�
������/�*��K;��&�;��:� 

   }Re{}Re{ EI 9�9        (3.1.3.25) 

   : ; : ;EI yy
9

)
)

�9
)
)

> ReRe       (3.1.3.26) 

��� EI �� /�>  ��:���!��%�3�
��%��H��$. ���%$�����F#��&

���
!"�9�%����9 �	���F#��&

�� 

Cauchy-Riemann ���%�$��B%���&�;3��  

   nn BB
1
1

�>
�>

��/        (3.1.3.27) 

   nn BB
1

2
�>

�//         (3.1.3.28) 



%����!3�� ���$�	!��H	"�#&�;�J����7�"�#��9 %�$��B7*;&�;�����.�"�#3&� K�#�!�3�	��%��*���$����!����:����

����� ���%��H��$ I�  �	� E�  �"�!�3�	��7��;��
��$�	!��H	 nB  �	�7�����;��,��#�!�$	+����. 

 

-�����-���	��&
���������#���&��"���� 

 

!��&� H����.�!�3�+�"��������"�#B
�!��	������
� ($�����/&''(�������"�#�"������
��/) ���"��������$����

�
��/�	����
�"�#����+�����
��������*��K;�� �	�$����$��"����� R  ����%��7��
�"�# 3.1.3.3.  7,;�,	���+�����

%��$��:�$�	!��H	 nB  "�#!+��,��� 0z  K�#���
�������"�������� ( Rz 
0 ).  ���7*;3�J����������H��/

7,$���� M2L �������/�*��K;����F#����� nB  ���%�$��B�
�������/7��
��GH��"�#&�; %+�,������ 0zz �  

��:� 

   

�

�

9�9
0j

MjBn        (3.1.3.29) 

��� jM  �+��3.,�&�;���%$���"�# (3.1.3.14) B�� (3.1.3.17). 

 

Bn
0z

B’j

iy

x
R

θ

 
��$��� 3.1.3.3 $�	!��H	 nB  �	�!�3�+�"��������!��	����.  jB/  ��:����
�� nB  "�#�,��#�3�+�7,;����
�9����

"��������!�3�+�. 

 

�HF#�7,;��F#��&

���
!
������/&''(�(�"������
��/)����3
��"����������:����� ���7*;$�	!��H	�+��3�

����!/ jB/  ��� �,1,0�j  3��"�#����
��/�	��
��"�������� ��:����
�� nB .  �$F#�����
�����/&''(�

��F#�����%�$���%�"J��"�9�%�� ���%�$��B"+�7,;&�; 

   : ; 0Re ' �9�9 BjMj        (3.1.3.30) 

%+�,����!�	����
�� j .  �*������3���7�,�3
;�"�#�	;3 ��������H����.������:�%����.��F� 0�j  �	� 

1�j . 

B;� 0�j  %$�����F#��&

���
!��:� 

   0ln ,0,0,0 ��/�/ rir MBRB �       (3.1.3.31) 

�$F#� )sin(cos �� iR �  ��:���3
��"��������.  ���%$���"�# (3.1.3.31) �3�$%�$H��J/��,3������$�	

!��H	����,	���+�������:� 

   
#
!
�

"
 
���/

R
MB
ln

Re 0
0        (3.1.3.32) 

%+�,��� 1�j  %$�����F#��&

���
!��:� 

   0)exp(
)exp(

Re �
#
!
�

"
 
�

�
�/

�
�

ijRM
R

ijB j
jj

j     (3.1.3.33) 



���%$�����9 ���%�$��B%���&�;3�� 

   j
j

j MRB 2��/  �$F#� 1�j .     (3.1.3.34) 

 

!��$� �����H����.�%��3�!�����
;�$���"�#&�;�	��3$��	;3.  ��#��F� $�	!��H	 nB  ��
�"�# 0z  ���7�!�3�+�

"���	$�	3�"�#$����$� R  �	�$�����
��/�	����
�����+����� ( Rz �0 ) ����%��7��
�"�# 3.1.3.4.  �HF#�7,;

��F#��&
����/&''(��"������
��/����3"�������� Rz �  ��:����� ���7*;���������H��/7,$���� M2M 

�������/�*��K;����F#����� nB  �������
��/�	��
��"���	$ ( 0�z ).  �����9� ����/�*��K;�� Bn9  %�$��B

�
���&�;%+�,��� 0zz 
  ��:� 

   

�

�

9�9
nj

CjBn         (3.1.3.35)  

���"�# ),1,( ��� nnjC j  ��:�$�	!��H	 . ����
��/�	��
��"�������� "�#&�;������������H��/

7,$�.  %����!3�� Bn9  B
�������H��/7,$���� M2L 7���.����( Rz 
0 ) �	���� M2M 7���.���9 

( Rz �0 ). 

 

0z
x

R
θ

Cj

iy

Bn

 
��$��� 3.1.3.4 %��3�"�#$�	!��H	 nB  ��
�"�#��� 0z  K�#���
����7�"���������	3�"�#!��	����. 

 

����/�*��K;��	�HJ/"�#����
�9� ��:��	�3$
�� Bn9  �	�����/"�#����
�9���F#����������"�#B
��,��#�3�+�
�9�����3


��!�3�+�"��������.  B;�7,;����/!�3,	���"��;3� Mj9  K�#���
�7��
��GH��"�#  ������
�������/	�HJ/���7�

"���������	3���9&�;��:� 

   



�

�

�

�

�

�

9�9�9�9�9
nj

Mj
nj

Cj
nj

MjBn     (3.1.3.36) 

��� j
jMj zM�9 .  ��F#��&
����/�"������
��/����3
��"����������:�����&�;�$F#� 

   RCM ln00 ��        (3.1.3.37) 

�	� 

   j
j

j R
C

M 2��  �$F#� 1�j       (3.1.3.38) 

 

-�����-���	�����������#��� 

 

H����.������������7��
�"�# 3.1.3.5.  G�3�"��������$����$��"����� R  �	�$�����
��/�	����
�"�#����+�����


��������*��K;��.  �,	���+���������/��:�$�	!��H	 nB  "�#!+��,��� 0z  K�#���
����"�������� ( Rz 
0 ).  

7,;%��H��$
��"���������	�!�3�	��"�#��
�	;�$����"��;3�%�)	���./ I�  �	� E�  !�$	+����.  



%+�,�������������������9 �������
�������/�*��K;�� I9  %+�,�������3.���7�"�������� �	�����/

�*��K;�� E9  %+�,�������3.������"��������.  ����/"�9�%����B
�,����$�7,;&�;��F#��&

���
! 

   }Re{}Re{ EI 9�9        (3.1.3.39) 

�	�   : ; : ;EI 9
)
)

�9
)
)

> ReRe
==

     (3.1.3.40) 

��:�����. 

 

Bn

0z

x

Eε

IεB’j
θ

R

iy

 
��$��� 3.1.3.5 $�	!��H	 nB  �	�G�3�"��������. jB/  ��:����
�� nB  "�#�,��#�3�+�7,;����
�9����G�3�

"��������. 

 

%��$&''(���F#����� nB  �,��#�3�+�7,;�����H	�&��K*��7�"��������G�3� ��:��	7,;�������������3
��

"��������
�9� �3;��!� 1�> .  �����9� ����/���7�"����������:��	
��$�	!��H	 nB  �	������

�,��#�3�+�����3
��"��������.  ����/�*��K;��	�HJ/ I9  ���7�"�����������%�$��B�
���&�;7��
����

�������GH��"�# �������
��/�	��
��"�������� 

   

�

�

9�9
0j

LjI         (3.1.3.41) 

�$F#� jL  ( �,1,0�j ) ��:�%�$���%�"J������/"�#���+��3.,����$�.  

 

7�"+��������3��� ����/ E9  ������"��������G�3����������$�	!��H	 nB  �	�������,��#�3�+�����3

"��������.  ���7*;���$�	!��H	 jB/  ��� �,2,1�j  "�#����
��/�	��
��"�������� �HF#��%��

����/&''(�7�����3.������ "�#�������������,��#�3�+�����3"��������.  �����9� %+�,������"�# Rz �  

����/�*��K;�� E9  �
���&�;��:� 

   

�

�

9�9�9�9�9
0

''
j

BjBnBBnE      (3.1.3.42) 

�$F#�"+����������H��/7,$���� M2L ��� Bn9  ���%$���"�# (3.1.3.29) ���%�$��B�
��� Bn9  %+�,��� 

0zzR ��  &�;��:� 

   0 1

�

�

9�9��9
0

'
j

BjMjE       (3.1.3.43) 

%����!3�� 
;��+���� 0zz �  ����
�9�������������H��/K9+�
�� Bn9  ��:� Mj9 . 

�����F#��&

���
!7�%$���"�# (3.1.3.39) �	� (3.1.3.40) �3�$%�$H��J/��,3��� jL  �	� jB/  ��� jM  

%�$��B�
���&�;��:� 

: ;00 Re ML �         (3.1.3.44) 



  00 �/B          (3.1.3.45) 

�	��$F#� 1�j   

   jj ML
1

2
�>

�        (3.1.3.46) 

   j
j

j MRB 2

1
1

�>
�>

��/        (3.1.3.47) 

 

�*������3���7������������
��!�3�+�"��������  �����H����.�%��3�!�����
;�$ ��#��F� %��3�"�# nB  

��
����7�G�3�"��������.  H����.�$�	!��H	 nB  7��
�"�# 3.1.3.4 �!�7,;"����������:�G�3�"�#$�%��H 

��$�"����� I� .  ,	��������7*;3�J�������H��/����/7,$���� M2M ���&�;����/&''(�7��
�
��%$���"�# 

(3.1.3.35).  ����/�*��K;��	�HJ/7���.���:� 

   0 1

�

�

9�9�9�9�9
0j

MjCjMBnI      (3.1.3.48) 

���7�"�������� ���"�# j
jM zM�9  �	���:� 

   

�

�

9�9
0

'
j

CjE         (3.1.3.49) 

������"�������� ���"�# jC/  ��:����$�	!��H	.  %�$���%�"J�� jM  �	� jC/  
������/ ,�&�;��� jC  

�HF#�7,;��F#��&

���
!��:�����&�;�����9. 

   00 CC >�/         (3.1.3.50) 

   RCM ln)1( 00 �>�        (3.1.3.51) 

�	�%+�,��� 1�j   

   jj CC
1

2
�>
>

�/         (3.1.3.52) 

   j
jj RCM 2

1
1

�>
�>

�        (3.1.3.53) 

 

3.1.3.4 ���-����&�����*
���0556�->��C���
����
�-����&�������� 

 

�����!��	;3 ����+��3.�;3�3�J���������(,�F�3�J����$�	!��H	7�"�#��9) ���#$!;��������/&''(��*��K;��K�#�"+�7,;

��F#��&

���
!��3�!B�,��#�7�����3."�#���H����.���:�����.  !�3������*�� ��F#��&
���#$!;���9�����:���F#��&


����/&''(��"������3!�3�+� ,�F������:���F#��&

������/&''(���F#�����%��$&''(�%$#+��%$�������.  7�

��.�"�#����3."�#���%�7�$��+��3�3�!B�$���3��,��#� ����+��3.%��$����:����"+�K9+� ���������������/

���#$!;���9.  ,�3
;���9�	��3B�����!�9��������/�*��K;��%+�,������#$!;��+��3.�;3�3�J����$�	!��H	. 

 

&
���������#��������*
���0556�������� 

 

%$$!�7,;$�!�3�+�"������������
��/�	�� ),( 00 yx  ���$� 0R  ����/&''(� 0� .  7�������*��K;��"�#7*;�"�

����3.%��$�!���9 ���%�$��B3��$�	!��H	 0B  �������
��/ "�#��� 000 iyxz ��  �HF#�7,;&�; : ; 00Re ��9 B  

. ��� z  7�Q ����3"�������� ( 00 Rzz �� ).  ���%$���"�# (3.1.3.4) ��:�"�#*�����3�� 0B  %�$��B

�+��3.,�&�;��:� 



   000 ln/ RB ��         (3.1.3.54) 

����/�*��K;�����#$!;�����
���&�;��:� 

   )ln( 00 zzB ��9        (3.1.3.55) 

 

 

&
���������#�������������*
���0556�!"#�#���&
����&��"���� 

 

%$$!�7,;$�!�3�+�"��������"�#$�����/&''(� 0�  ���$� 0R  �	�����
��/�	��"�# ),( 00 yx  ��
��,�F������

���	���!��!��	����"�# 0�y  ����%��7��
�"�# 3.1.3.6.  ��������*��K;��"�#!������������������������9 ���

7*;����HF#�7,;&�;����/&''(��*��K;��"�#"+�7,;��F#��&
%����������:����� �F� (1) : ; 0Re ��9  "�#��� z  7�Q 

K�#� 00 Rzz ��  �	�  (2) : ; 0Re �9  ���������.  ���$�	!��H	������"�#�
��/%��!�3 0B  �	� 0B�  

B
�3��"�# BB iyxz �� 0  �	� Bz  !�$	+����.  �3�$%
� By  %�$��B�+��3.&�;��� 0y  �	����$� 0R  


��"��������!�$%$���[38] 

   2
0

2
0 RyyB ��        (3.1.3.56) 

����/�*��K;����F#�����$�	!��H	%��!�3��9 . ��� z  $�����"����� 

   )ln(0
B

B

zz
zzB

�
�

�9        (3.1.3.57) 

�����9� 
���
��$�	!��H	�+��3.�������/ 0�  &�;��:� 

   ? @)/(ln 2
0

2
000

0
0

RyyR
B

��
�

�
      (3.1.3.58) 

 

0y

φ0

By

By

R0

 
��$��� 3.1.3.6 !�3�+�"��������"�#&�;����������/&''(� 0�  ��
��,�F������!�3�+�!��	������:�����,��� 0y . 

 


���0556�
����-
��/����� 

 

B;�,�������������"�������H"�#�+�	��H����.�&�;���%��$&''(������� �����7*;����/�*��K;����F#�����

%��$&''(���������:�������#$!;�7�����+��3..  %$$!�7,;$�%��$&''(� yE  ����P��
�7���3��#�"��H���	�

�;��	���(-y).  ����/���� Ey�  ��F#�����%��$&''(���9 "�#��� ),( yx  $�����"����� 

   yEy yE�� 0��        (3.1.3.59) 



�$F#� 0�  ��:�����/&''(��;����� . ����+�����.  ����/�*��K;��%�$��B�
���&�; 7��
�����������GH��"�#��:� 

   zMMEy 10 ��9        (3.1.3.60) 

�$F#� 00 ��M  �	� yiEM ��1 . 

 

B;�,��%��$&''(���������
�7���3 x 7�"�����K;��&�
3� (+x) ����/���� Ex�  "�#��� ),( yx  �"����� 

   xEy xE�� 0��        (3.1.3.61)  

�	�����/�*��K;�� Ex9  ��F#�����%��$&''(���9�������
�7��
�
��%$���"�# (3.1.3.60) ���$� 

00 ��M  �	� xEM ��1 . 

 

3.1.3.5 �
?�&����������� 

 

3�J����$�	!��H	���#$!;��;3�����/�*��K;��"�#"+�7,;��F#��&

���
!,��#����7�����3."�#H����.���:����� ���"�#&�;

�J����7�,�3
;�"�#����$�.  �������/���#$!;� ���3�����$�	!��H	"�#�������3�!B��!�	�!�3���7������������ �HF#�

�����������F#��&

���
!��3�!B���9�Q ���7*;���"�#&�;�J����$��	;3.  �����&���!�$ B;�,�������������

�������;3�3�!B�$���3��,��#�*�9� ���3�����$�	!��H	
��3�!B�*�9�,��#���"+�7,;��F#��&

���
!��3�!B�*�9��F#� 

&$���:�����.  �����9� ����+��3.!;��7*;���$�	!��H	7�	���.�"+�K9+� �����"�#�����+�!��"�#&�;	
��
;�%
��+�!��

����.  !�3��������	������
��3�J�"+�K9+�&�;B
��J����&3;�	;37����%���;����� [10,11,39].  ���7*;���������

H��/����/&''(�7,$�7�	���.�����3��� ����A),�����3.%�$$�!� ��&�;$�����+��%��7�[40]. 

 


;��3�%����!������,��#�"�#%+���)7�"�#��9���F� �������P��
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��!�3�+�"��������"�#&�;������7,;H	�����

(�(������/&''(�,�F���������) ���"+�7,;�����A),��*���	
7�����+��3..  "�9���9 ��F#�����3�� ����/

��F#�����$�	!��H	 jB  ��� 1�j  $�����
;�%
��
��/�$F#� ��z  �!�����/��F#������$���H	 0B  $������:�

���L��.  	���.�%$��!���9�+�&�%
��3�$&$�$��%B�����H�*���	
 �$F#��+��3.�;3����������H��/7,$��	����

7*;���$�	!��H	.  7�"�#��9 �
;3����%����!3�� 0B�  $����	�	��
;�%
��
��/ 
.�"�# z  �H�#$
�9�����
��/B��,��#�.  

�����9� 3�J������;�A),��%B�����H�*���	
"+�&�;�������+����
���$�!�
���A),� 7,;$����!#+��3��,��#�. (���

��������"�������H����"�#$�
���7,)��3����9 %�$��B%��	$�!�7,;��
�7�*�3�!#+��3��,��#�%+�,�������+��3.&�;.)  

�����&���!�$ �����;&
�;3�3�J���9�������$��	�%��!�$$�������,��#� ��#��F� ������
��$�	!��H	"�#%�$��B

7*;&�;7�����+��3.	�	� ��F#��������,������;3� jz  7�%$������������H��/K9+� �;3� z  ����	��$��Q 

����+�&�%
��A),��*���	
�F#�&�;. 
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;�"�#�!�!������ 

���$����	����������%��7�,�3
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%$���"�# (3.1.3.60) 

   )( 010 zzMMMEy ���9�9     (3.1.3.62) 

��� 0M  ��:�����/"�#��� 0z  �	�  yiEM ��1 .  %����!3�� 7�%$�����9 ����/�*��K;���
���7��
�'A��/*��"�#

��������� 0z .  !��&� 3�����$�	!��H	 jB/  ��� 0�j  �	� 1 "�#����
��/�	��
��"�������� �HF#�7,;

��F#��&
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! )( 010 zzMMMEy ���9�9  
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��F#�����!�3�+�"��������&$�&�;!����
�����,	������H	����� ���$������	�HJ/��!�3$���"������
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   00 �/B         (3.1.3.65) 

�$F#����7*;%$���"�# (3.1.3.34) ��&�; 

   yEiRB 2
1 ��/         (3.1.3.66) 

�����9� �+�!��
������/���� �  %�$��B�
���&�;��:� 

   : ; �
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���9�      (3.1.3.67)  

�$F#� 0�  ��:�����/&''(�"�# ),( 00 yx  �	� ),( �=  ��:�H�����*��
�93"�#$�����
��/�	��
��"����������:����

�+�����.  %$���"�# (3.1.3.67) ��:��+�!��"�#���"��������
���������������9 K�#�����P��
�7�,���%F�"��

%��$�$��,	��&''(�"�#3&�. 
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!�3�����"�#���J����!��&� ��:�!�3���������"�#������
�9��;3�"��������K;��%��!�3 "�#$�����
��/�	��!���

!+��,������.  !�3�+�"���������;��7�$����$� iR  �	�B
����!�;�7,;$�����/�"����� 0�  ���"�#!�3�+�

"���������;�����$����$� oR  �	�B
�!��	����.  �
�"�# 3.1.3.7 �%���������������9��������*��K;�� ���

���7,;����+����� O  �	���� 0z  ( oi RRz ��0 ) ��:�����
��/�	��
��!�3�+�"���������;������	��;��

7� !�$	+����.  �$;3������������������9%�$��B,��+�!��
������/&�; �;3�����H����"���������
�[26] 3�J�"�#

&�;�+��%��7�"�#��9$�
;���!��"�# %�$��B7*;&�;����A),�"�#3&� "�#�������;3�"��������$���3��%��!�3&�;. 
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(1) 3��$�	!��H	���#$!;� )1(B  "�# 0z  �HF#�7,;��F#��&
����/&''(� 0�  ����3
��!�3�+��;��7���:�����.  ���

%$���"�# (3.1.3.4) ���&�; 
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(2) �;��$�	!��H	 )1(B  "�# 0z  &���:�$�	!��H	 )1(
jC  "�# O  K�#���:�����
��/�	��
��"���������;�����  

�����������������H��/7,$���� M2M 7�%$���"�# (3.1.3.6) B�� (3.1.3.9).  ���&�; 

   )1()1( CB 9�9         (3.1.3.70) 

�$F#� )1(C9  ��:�����/�3$��F#����� )1(
jC  "�9�,$�. 

 

(3) 7*;����/ )1(Mj9  7��
��������������GH��"�#������ O  �HF#�,��	;���������/��F#����� )1(
jC  �!�	�!�3.  

��#��F� ����3
��"���������;����� 

   0)1()1(
)1( �9�9�9�9 MC       (3.1.3.71) 

   0)1()1( �9�9 MjCj        (3.1.3.72) 

7�"�#��9 )1(M9  ��:�����/��F#����������"�#B
��,��#�3�+�
�9�����3
��!�3�+�"���������;�����.  %�$���%�"J��


������/��9�+��3.,���� )1(C  ���7*;%$���"�# (3.1.3.37) �	� (3.1.3.38).   

 

(4) �;������
��/�	�����������
�� )1(M9  $���� 0z  ��:���� L2L �	� 7,;����/"�#&�;7,$���:� )1('M9  .  

�����&�;3�� 

   )1()1(' MM 9�9        (3.1.3.73) 

�$F#� )1(M /  ��:�%�$���%�"J��"�#�+��3.&�;��� )1(M  ���7*;%$���"�# (3.1.3.10) �	� (3.1.3.12). 



 

(5) ��F#����� )1('M9  $��	!������/����3
��!�3�+�"���������;�7� ���!;��3�����$�	!��H	 )2(B  "�#��� 

0z  �HF#�,��	;���������/ )1('M9  ����3"����������9.  ����/&''(�����3!�3�+�7������:� 

0)2(
)1( 9�9�9�9 B       (3.1.3.74) 

,�F� 

   0)2()1(' �9�9 BjjM        (3.1.3.75) 

�$F#� )2(
jB  %�$H��J/��� )1(

jM /  �;3�%$���"�# (3.1.3.32) �	� (3.1.3.34). 

 

(6) "+�
�9�!��"�# 2 B�� 5 K9+� �����"�#3����/ 9  	
��
;�%
��+�!��. 
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oc RR 2.0� , oRd 5.0�  �	� 4/ �EI �� .  ������7�"��������G�3�B
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%��	%��"�� K�#�$����%��	��
�"�#�;��	���
���
�.  ���%�$��B�,;�&�;����
� 3.1.3.10a 3�� %��$&''(����7�

"�����������&$�&�;�!�!���&������.�
��"��������G�3���F9�����3$�����.  "�9���9 %��$7���.�
��

"����������F9�����3$�����"����� 05.0 E  �$F#� 4/ �EI �� .  7�����;��,��#� %��$7��
�"�# 3.1.3.10b $����

�;���3��7���.���� ������%�$��B%����!&�;���%��	�������/K�#��%����
�"�#�;��	���
���
�.  %+�,������

�+��3."�9�%����.�
�����7� �+�!��&�;	
��
;����7� 8 ������"+�K9+� �$F#���$7,;����/�	����	F#��&�; 
510��� %. 
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!�3�����%��";����9��:������������
��G�3�"�����������$� R  K�#�3��!�3�����������!�3�+�!��	���� ���

&�;���%��$&''(�%$#+��%$������� 0E  7�"��"����3��#� ����%��7��
�"�# 3.1.3.11.  7,;%��H��$
��

"�������� �	�
��!�3�	��"�#��
�	;�$�����:� I�  �	� E�  !�$	+����.  �������������9B
�7*;%+�,���

!�3�%��%��$&''(� . ���%�$��%��,3���G�3�HF9���3��;����!�3�+�&''(�7�[41].  ����+��3.7�"�#��9 ���#$

�������/ 

   zME
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10 �9�9        (3.1.3.76) 
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)1(

1 iEM �  ���"�#&�;�J����7�,�3
;�"�#����$�. 
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)1(
jM  �;3�%$���"�# (3.1.3.45) �	� (3.1.3.47).  
�9�!����9"+�7,;��F#��&

���
!����3"��������G�3�

��:�����.  �$F#�7*;���$�	!��H	
�������!�3�+� )1(
jB/  7�%$���"�# (3.1.3.22) "�#!+��,��� R  7!;��3�����

!�3�+� �����&�;��F#��&

���
!"�#��3�����!�3�+���:�����. 
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�$F#� jN  ��:�������%
�%��
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�����������������9B
��	F��$���:�!�3�����7����3���� ��F#�����3�����%�$��B,��+�!���*��3������,/
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%��$&''(� . ���%�$��%&�;.  %��$&''(� cE  . ���%�$��%��,���"���������	��������� �+��3.&�;�;3�

3�J��������� ���7*;�H������&��H	�"����9�[41].  %��$&''(�7��;��
�� E�  ��:� 

   
E

Ic

E
E

�
�

�
0

        (3.1.3.78)  

�$F#� 1/ 

EI ��  %��$&''(�7�	;������%�$��%$����&$�%$#+��%$�%
�$�� "+�7,;����+��3.�;3�3�J��*���	


!���Q 7,;�$���+�%
� "+�&�;���.  ������7*;�������������9$�!�3�%���3�$�$���+�
���	����+��3."�#&�;���

3�J����$�	!��H	.  �
�"�# 3.1.3.12 �%���3�$�	����	F#��
����� cE  �$F#��������"�������+�!������7�%$���

"�# (3.1.3.78).  ����
���9 ����,��&�;3�� 3�J����$�	!��H	7,;�3�$�$���+�%
� ���$��3�$�	����	F#��!#+��3�� 1% 

"�#��!��%�3�%��H��$ EI �� /  %
�B�� 64 �$F#�7*; 500�jN .  �
�"�# 3.1.3.13 �%��������
�� jN  "�#

!;����� �HF#�7,; cE  $��3�$�	����	F#���;���3�� 1% ����%����:�'A��/*��
����!��%�3�%��H��$.  �
�"�# 

3.1.3.13 �%��3�� jN  �H�#$
�9�!�$��!��%�3�%��H��$ ��:�'A��/*���+�	��������$�.. 
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���"�#&�;�	��3$�7�,�3
;�"�# 2 �	;33�� 7�����G�3����*��� ��$������	F����3
��!�3�+��;3�*�9�G�3����Q 

K�#���"+�7,;&$�$����%�$��%���!����,3���G�3����������. ��������9 7�������%*��/������ (silent 

discharge ,�F� dielectric barrier discharge) K�#�$����7*;���������3;��
3��7��A������ ����:�����(��

������&''(�7�����"�#$�*�9�G�3��
�������	���!���*������3���. ���3����7�%�3���9 ���������:�%��
�9�!��

���F� 1) ���3������,/7���.�"�#*�9�G�3��
��$��3�$,����#�����!/ K�#���:���.�HF9�L��"�#%�� �	� 2) ���

3������,/7���.�"�#*�9�G�3��
��$��3�$,���+����. 
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%��$&''(��	������������!�3�+�"���	$$��3�$%+���)7����7*;���"���;��!���Q 
��&''(�%B�! [15].  
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����&$����B;3�%$�
�./ ���B
��+������
��GH��7���.�"�# 

������!�3�+�B
���������,�F�&�;�����������"�#���,��#� ,�F���:���.�"�#������$�����/&''(�	��(&$�"������)

���7!;%��$&''(�������.  %+�,���7���.���� %��$&''(�&�;B
�3������,/�;3�3�J��������� �����������

&''(��+��3�����!/[29,42].  ��.���97*;������	����H�#$
�9�7��A),�%��$&''(���F#�����%�$��%$�$�
��/����.  

���3����7����������9 �����%��$&''(��	����&''(�7���.�"�#%�� K�#����&$�"�������/&''(�
��!�3�+�"��

�	$��
�����.   

 

�
���������������"�#7*;7�����������:��
����
��!�3�+�"���	$ "�#%�$��%��
����G�3��
���3�$,����#�

����!/ ���7!;%��$&''(�������%$#+��%$�.  �
�����������������9��:����HF9�L��"�#%�� %+�,����������:�

HF9�L�����7*;������� �*�� ���7*;G�3��
��7�����G�3��;���~�K.  7�"�#��9 ����+�,��7,;������!�3�+�"��

�	$&$�&�;�������������� ($������&''(�	�HJ/��:��
��/).  �����&���!�$ 3�J�"�#7*;7����3������,/��9 %�$��B

7*;&�;�����.�"�#������B
������������,��#�("�#"���) ,�F�������&�;�����������"�# ��������,	�����3�J�"��

K;�� (Superposition) ,��+�!��. 

 

���3������,/%��$7��������������9 7*;3�J��������� K�#���:�3�J�3������,/7����,��������/�	�%��$&''(�
��

������!�3�+�.  "�9���9 ��F#���������+��3.�;3�3�J��*���	
7,;&�;�3�$�$���+�%
� "+�&�;��� �H���$�
������

���Q ��,3���������!�3�+��	�G�3��
��.  ��������%+�,������������	�G�3��
���3�$,����#�����!/��:�"�#

"����������
��	;3[31].  7�"�#��9 �
;3����&�;
���,	���������������9 %+�,�����.�"�#3&�
������� K�#������:����

����� &��H	 ,�F�$�	!��H	"�#$�������%
�
�9�&�&�;. 

 

3.2.1.1 ���"#-�������	
�-���� 

 

���	������������������%����
�7��
�"�# 3.2.1.1.  ���H����.�!�3�+�"���	$���$� R "�#&$�&�;�������������� 

3��!�3��
���G�3��
��"�#$�%��H��$ S� .  "���	$�	�G�3��
���	�!�3�	��"�#��
�	;�$���"+�7,;������:�

���!��%�$"��"�#��� q 7��
�.  
;��+�,��7,;�3�$,��
��G�3��
���3�$��3��#�����!/���,$��%$ �$F#�

������$����$��	���3���3�$,������
��G�3��
��$��Q.  ���������������&�;���%��$&''(� 0E  7�

��3��#�.  %��H��$
��!�3�	��"�#��
�	;�$����"��;3�%�)	���./ E� . 
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��$��� 3.2.1.1 !�3�+�"���	$���$� R  3��!�3��
���G�3��
���3�$,����#�����!/ &�;���%��$&''(�������

%$#+��%$� 0E . 

 

B;�,��&$�$�G�3��
����
�7������������"�#&�;�	��3$�
;��!;� %��$&''(�%
�%��������
�9�"�#�;�����	�	���%��


��!�3�+�"���	$.  ���$���
�
��G�3��
��"+�7,;�3�$�
;$%��$&''(�"�#��� q %
�$��
�9�.  �����9� 7�"�#��9 ���

%�7�%��$&''(� . ���%�$��% q ��9 ������;��������"���;��!�3�	�������� (�;�� E� ) K�#���:����

%��$&''(�%
�%��7������������.   

 

3.2.1.2 ��8���������� 

 

���"�#&�;�	��3$��	;33�� ���3������,/%��$&''(�"+����7*;3�J���������.  7�"�#��97*;�����%��*��� �F� �������� 

�	�&��H	 7�����+��3. ���$�,	������+��3.�	;���	�������.�"�#!�3�+�"���	$&�;�������/&''(���"�#���

,��#�.  �����&���!�$ %B�����./7����3������,/��9K��K;��$��
�9� ��F#��������!;��"+�7,;�����	�HJ/��!�3�+�

"���	$$�����"������
��/�;3�.  ����+��3.��9�%���������/�	�%��$&''(�7��
�
��$�	!��H	�������
��/ 0B  

�	�$�	!��H	������"�#,��#� 1B  �"��������� Q  �	�&��H	 P  �HF#�7,;%$���
������/�	�%��$&''(���
�7�

�
�"�#����
�9�.  

 

����/&''(� �  "�#��� r  7�Q ��F#����� 0B  ,�F� 1B  "�#!+��,��� Br  B
�����$��:� 

   
B

B
rr �

� 0�         (3.2.1.1) 

   2
1 cos

B

B
rr �

�
��         (3.2.1.2) 

�$F#� �  ��:�$�$��,3��� Brr �  ���"��"��
��&��H	.  ���%$���"�# (3.2.1.1) �	� (3.2.1.2) �3�$%�$H��J/

��,3���������	�&��H	 ���$�	!��H	��:� 04 BQ E���  �	� 14 BP E��� .   

 

-������
"&��7"-�B���	��&
��������"����&��"���� 

 

H����.�!�3�+�"���	$"�#!��	����(����/&''(��"������
��/) �	�$�	!��H	�������
��/ 0B  K�#���
�"�#����,��� d  

�������
��/�	��
��!�3�+�"���	$.  ��F#��&
����/&''(��"������
��/��"���	$%�$��B��:�����&�; �;3����



3�����$�	!��H	 0B/  "�#!+��,��� dR /2  �������
��/�	��"���	$ ����%��7��
�"�# 3.2.1.2(a).  
���
��

��� 0B/  ��9 %�$H��J/��� 0B  ��� [31]  

   00 B
d
RB ��/         (3.2.1.3) 

%+�,���!�3�+�"���	$	�� K�#�&$�$������	�HJ/  ���!;���H�#$����� 00 BB /��//  "�#����
��/�	��
��"���	$ 

�HF#�7,;�����	�HJ/�"������
��/ ���"�#������������F#��&
����/&''(��"������3"���	$&3;��
�. 
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(a)     (b) 

��$��� 3.2.1.2 ��������%+�,���!�3�+�"���	$"�#!��	����%+�,��� (a) �������� �	� (b) ���&��H	 

 

���%+�,���!�3�+�"���	$!��	���� �	�$�	!��H	������"�#,��#� 1B  �%����
�7��
�"�# 3.2.1.2(b) ���!;��7*;���

%��*�� �F� 1B/  �	� 0B/  7���.���9[43].  �3�$%�$H��J/��,3���������$�	!��H	 1B  ��:�&�!�$%$��� 

    1

3

1 B
d
RB �
�
�

�
�
��/        (3.2.1.4) 

   120 B
d
RB ��/        (3.2.1.5) 

7�"+��������3�����.�
��$�	!��H	�������
��/ %+�,���!�3�+�"���	$	�� �����7*;��� 00 BB /��//  �H�#$"�#

����
��/�	��
��"���	$ �HF#�7,;������3$��"���	$�"������
��/. ���%+�,���$�	!��H	������%
�
�9�&� ��

%�$��B�+��3.&�;7�	���.�����3��� [44]. 

 

-������
"&��7"-�B���	������!�O� 

 

H����.� nB  K�#���:�$�	!��H	������"�# n ��
�"�#��� p  �,�F�G�3��
��"�#$��3�$,����#�����!/ �;3��3�$%
� d  

����%��7��
�"�# 3.2.1.3.  ����/&''(���F#�����$�	!��H	��9�
���&�;��:� [10] 

   )(cos1 pnn
p

n
B P

r
B

�� ��        (3.2.1.6)  

�$F#� pr  �	� p�  ��:�H����"���	$K�#�$� p  ��:�����+����� �	� nP  ��:�'A��/*���	�����/. 

 

7�	���.�����3��������.�
�����������	�G�3��
��7� [31] ���3�����$�	!��H	%��*�� �HF#�"+�7,;��F#��&



���
!
������/ �	�%��$&''(� ����3
��G�3��
����:�����.  ���"�9�%���F� nB/  "�# p/  �	� nB //  "�# p  



����%��7��
�"�# 3.2.1.4.  ��������3�J��������� �������
�������/&''(�	�HJ/ S�  7�G�3��
�� �	� E�  7�

����3.������&�;��:� 

   )(cos1 pnn
p

n
S P

r
B

�� �

//
�        (3.2.1.7) 

   Bpnn
p

n
E P

r
B

��� �
/

� /�
/

)(cos1       (3.2.1.8) 

���"�# pr /  �	� p/�  $�����$7�	���.�����3������ pr  �	� p�  !�$	+����. 


���
����� nB/  �	� nB //  %�$H��J/��� nB  ���  

n
n

n KBB 1)1( ���/        (3.2.1.9) 

   nn BKB )1( ��//        (3.2.1.10) 

K�#�$� K  ����$��:�'A��/*��
��%��H��$ 

   
ES

ESK
��
��

�
�

�         (3.2.1.11) 

%����!3�� 10 �� K  %+�,��� ��� SE �� .  ��������"�#�J����7�,�3
;���9 %�$��B7*;7�����+��3.

%��$&''(��;3�3�J���������7����%���;����� [10-11]. 
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��$��� 3.2.1.3 $�	!��H	������"�# n �	�G�3��
��. 
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(a)      (b) 

��$��� 3.2.1.4 ���$�	!��H	%+�,�������/ (a) ������ �	� (b) ���7�G�3��
��. 



3.2.1.3 ���������������8�-��$�#	( 

 

�
;3����&�;�+��3.%��$&''(�7�������������
�"�# 3.2.1.1 �;3�3�J��������� ���7*;
�9�!������+��3.,	��%�$


�9�!�� K�#�%�$��B�J����%�9�Q &�;���!��&���9. 

 

�
?�&����� 1  ����+��3.���#$!;����%��$&''(������� 0E  �	�$�	!��H	 )1(
1B  "�#�������%��$&''(�

������.  $�	!��H	 )1(
1B  "+�7,;��F#��&

���
!
������/&''(�����3
��!�3�+�"���	$��:����� (�$F#����&$�

���B���	
��G�3��
��).  
���
�� )1(
1B  �+��3.&�;���%��$&''(� ��� 

   0
3)1(

1 ERB �         (3.2.1.12) 

���$���
�
��G�3��
���,��#�3�+�7,;�������
�� )1(
1B  7�G�3��
��!�$%$���"�# (3.2.1.9) K�#�$�������"+����

!�3�+�"���	$!��&� !�$%$���"�# (3.2.1.4) �	� (3.2.1.5).  �HF#�7,;���3������,/7�
�9�!����9����
�9� �����

H����.�*�#3���33�� !�3�+�"���	$B
�!��	���� �	�	��	�$�	!��H	�������
��/&�����. �	
�������:�!�3�+�

	�� �	�$�	!��H	�������
��/"�#����
�9� ��B
�H����.�!��&����,	��.  
�9�!��"�# 1 ��9%�7��GH��$�	!��H	

������"�#,��#� �	�3������,/,������$����!/
�����$�	!��H	���7�"���	$ �	����7�G�3��
��.   

 

�
?�&����� 2  ���%�7�$�	!��H	�������
��/ "�#����
�9���:����
��$�	!��H	������"�#,��#�7�
�9�!��"�# 1 ���

�����H����.�3��"���	$���!��	������
� �*������3���7�
�9�!��"�#�	;3. %����!3�� ���$�	!��H	�������
��/�!�

	�!�3�+�&�%
������$����!/
��������7�"���	$�	����7�G�3��
��. 

 

�
?�&����� 3   
�9�!��%��";��"+�7,;��F#��&
�����	�HJ/�"������
��/
��!�3�+�"���	$��:�����.  �HF#�"�#��

,��	;�����$�	!��H	�������
��/"�#&�;7*;$�"�9�,$� ���3�����$�	!��H	�������
��/"�#����
��/�	��
��"���	$.  

�����&����� ��������"�#3��"+�7,;���������$
�����!��&��*������3���7�
�9�!��"�# 2.  
�9�!����9�!�!������


�9�!��"�# 2 !��"�# ���3�����"�����9� ����������%��3������	�HJ/�"������
��/���&3;!	��.  

 

���$�	!��H	"�9�,$�"�#7*;7��
?�&����� 1 B���
?�&����� 3 %�$��B����3$�	��$���&�; !�$!+��,���(�3�$%
����

���!����3G�3��
��).  . �!�	��3�$%
� iRh /�  �,�F�G�3��
�� �$F#� �,2,1�i  
����3$
��$�	!�

�H	 iB )( 0  �������
��/�	� iB )( 1  ������"�#,��#� %�$��B�
���&�;�����9. 
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       (3.2.1.14) 

'A��/*�� K<  �	� KA  7�%$���"�# (3.2.1.13) $�����$��:� 
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KA       (3.2.1.16) 

�$F#� kS  ��:�������"�#���#$!;���� 0.10 �S  �	� 
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����3$
��$�	!��H	 iB )( 0/  �	� iB )( 1/  . �!�	�!+��,��� iRh /��  �$F#� �,2,1�i  %�$H��J/��� 

iB )( 0  �	� iB )( 1  !�$%$��� 

   ii BKB )()( 00 ��/        (3.2.1.18) 

   ii BKB )()( 11 �/        (3.2.1.19) 

";��%�� %��$&''(� cE  . ���%�$��% (��� q  7��
�"�# 3.2.1.1) ��:��	�3$
��%��$&''(������� �	�

%��$&''(���F#��������"�9�,$� "�#&�;���
�9�!��"�# 1 B�� 3.  �����9� ���%�$��B�
���%$���%��$&''(� . 

���%�$��%&�;��:� 

   3210 cccc EEEEE ����       (3.2.1.20) 

�$F#� 1cE , 2cE  �	� 3cE  ��:�%��$&''(���F#����������7�
�9�!��"�#,��#� %�� �	�%�$ !�$	+����. 

%��$&''(� cE  �
���7��
�
�� K &�;��:� 
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  (3.2.1.22) 

 

 

3.2.1.4 )"���������!"#��-���#�� 

 

���->��-"����5%���>
� K<  !"# KA  
 

%��$&''(� . ���%�$��%&�;B
��%��7��
�
�� K<  �	� KA  ���7�,�3
;�"�#����$�.  �$;3�����&$�%�$��B

�
����%��'A��/*��"�9�%��7��
��}� (closed form) &�; �����$"�#7*;,����'A��/*���,	����9	
��
;�������� B;� K  $�

���&$�7�	;���,��#�$��.  ��F#��&
��9
����� K  ��:�����%+�,������
��%��H��$
��G�3�&''(�"�#7*;��
�"�#3&�.  

!�3������*�� K  $������
���,3��� 0 B�� 0.818 �$F#� 10/1 �� ES �� .  �
�"�# 3.2.1.5 �	� 3.2.1.6 �%�����


��'A��/*�� K<  �	� KA  %+�,����+��3.���%��$&''(� . ���%�$��%�;3�%$���"�# (3.2.1.21) �	� 

(3.2.1.22).  �
�"�# 3.2.1.5 �%�����������
�� K<  �$F#� 0�K  B�� 0.999.  ���%�$��B$��&�;����
���93�� 

1�K<  "�# 0�K  �	� K<  	�	��$F#� K  �H�#$
�9�.  ���	�	�
�� K<  !�$�����	�#����	���� K  ��:�

�*���%;�������$�."�#��� K  !#+�Q �!�&$���:��*���%;��$F#� K  %
�
�9�. 

 

7����"��,��#� %$���"�# (3.2.1.16) �%��3�� KA  ������!�9��!��
��/ ��B�� 

�

�

� ��
1

2 6/)2(
j

j �B  

(Riemann zeta function) �$F#� 0�K  B�� 1.  ����+��3.��� KA  ��:�!�3�	
7�"���P���!� &$�$��A),��!�

�����7�. 
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��$��� 3.2.1.7 %��$&''(� . ���%�$��% �%����:�'A��/*��
����!��%�3�%��H��$. 

 

�HF#�����������"��� �%;����7��
�"�# 3.2.1.7 �%��%��$&''(� . ���%�$��% 7���.�"�#!�3�+�"���	$B
�&�;���

����/&''(���"�#(���%�$��%��
���������G�3��*������3��� �!�&$�$�%��$&''(�������).  cE  ��!�3�+�"��

�	$7���.���9 ��:�&�!�$%$��� [29, 42] 
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       (3.2.1.23) 

�������!�3�+�"���	$7���.�"�#&�;�������/&''(���"�#B
��	F��7,;&�;
���
�� cE  �$F#� ES �� �  ��:����

����3���7���.�
��!�3"���	$���7!;%��$&''(�%$#+��%$� 0E .  ��#��F� 
���
�� cE  �"����� 03E .  ���

%�$��B�,��&�;����
�"�# 3.2.1.7 3�� %+�,������ ES �� 
  %��$&''(�%�$��% cE  ��!�3�+�"���	$"�#���

����/&''(������"�# $����%
��3�����7���.�
��!�3�+�"���	$���7!;%��$&''(�%$#+��%$�.  �3�$�!�!���
��

��� cE  ��,3���%����.���9$��
�9� �$F#���!��%�3�%��H��$�H�#$
�9�. 

 

�$;3��%��$&''(� cE  . ���%�$��% %�$��B�+��3.�;3�%$���"�# (3.2.1.21) �	� (3.2.1.22) ���7*;���

'A��/*�� K<  �	� KA  �
;3����&�;H�3�� ���%�$��B�%�����%��$&''(�&�;�;3�%$�������Q K�#�&�;������

�����������%;���;��	����+��3. 
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%$���"�# (3.2.1.24) ���$�.%��$&''(� . ���%�$��%&�;�������7�*�3� ES �� �  B�� E�64 .  !����"�# 

3.2.1.1 �������"������&�;���������$�.�;3�%$���"�# (3.2.1.24) �"�������	�G	�"�#&�;.  ���!����"�# 

3.2.1.1 ����,��&�;3���3�$�	����	F#��
��������$�.!#+��3�� 3% %+�,�����!��%�3�%��H��$B�� 64.   



 

&������� 3.2.1.1 �������"���%��$&''(� . ���%�$��%"�#&�;�������+��3.���� �	���������$�.�;3�

%$���"�# (2.2.1.24) 

0/ EEc  
ES �� /  

�+��3. ���$�. 

�3�$�!�!��� 

(%) 

1 3.000 2.996 0.133 

2 5.710 5.571 2.435 

4 12.94 12.60 2.640 

8 33.68 33.26 1.237 

16 96.80 97.27 0.478 

32 298.2 302.0 1.286 

64 964.3 969.2 0.504 
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7�"�#��9 �����!�3�+�"���	$B
��+��3.,�����	�3$
������P���������,3������������	�&��H	7�"��

�	$.  ��� zF  7���3 +z �+��3.&�;���  
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 (3.2.1.25) 

���%$���"�# (3.2.1.13), (3.2.1.14) �	� (3.2.1.25)  ���&�;��� zF  ��:����	� K�#��%��3��!�3�+�"���	$B
�

����
�7,;!����
����G�3��
��.  "��"��
�����7���.���9 !��
;�$���������7���.�
��!�3�+�"���	$"�#%�$��%

��
���������!�3�+� (K�#���������	�������������������!�3�+�) [15, 45].  "�9���9�H���3�� %+�,�����.�
��

�����!�3�+� �������B
�%��������,3��������!�3�+����"���	$.  ,	�����B����"����� �����&�;����
	�$�/

��:�����	��.  7�"���	����� %+�,�����.�
��G�3��
�� &$�$������%��������,3���G�3��
�����!�3�+�"��

�	$ "+�7,;"��"��
������������:��������
���
�. 

 

�
�"�# 3.2.1.8 �%�����������
��
�����������!��%�3�%��H��$ ES �� / .  �HF#�7,;%�$��B�%�������� 

zF  7��
�"�# 3.2.1.8 %+�,�����.�"�#3&�
�� E� , 0E  �	� R  ���
����� zF  7��
����B
�"+�7,;��:����"��

L���;3� 22
00 REF E�� .  %����!3����*�� j �	� k "�#�
;3����7*;%+�,����+��3.���7�%$���"�# (3.2.1.25) 

�H�#$
�9�!�$ ES �� / .  (7*; 850 %+�,�����.� 64/ �ES �� )  �����$������:��
��/�$F#� ES �� �  �	�%
�
�9�

�$F#� ES �� /  %
�
�9�.  

 

%$���!��&���9 K�#�&�;�����������%;���;��3�$%�$H��J/ 7*;���$�.
���
�����&�; 
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      (3.2.1.26)  



%$#+��%$�������.  �������������9��:��
����HF9�L�� "�#H���
�7����7*;�������!���Q.  !�3������*�� ��3

G�3��
���������P��:�%��"�#��	F����
������	���!��7�%3�"*/�����/&''(����%
�[52,53] ,�F���:���3��	F��

�����	���!��"�#7*;7����"�	�����#�3��������	F#��"�#
�������� [54] ,�F�7����"�	��
��
��&,	�����/

[55].  %����!3�� ���3������,/%��$&''(��	������:�"�#%�7� �H���3��%��$&''(�$��3�$���#�3
;��������

������%*��/����7����� �	����%�$��B����
�������7,;��	F#��"�#�
;�7�	;���	���!��$��
�9� "+�7,;

%��$&''(�%
�
�9�����;�$. 

 

���,����%��$&''(�"+�&�;��� 7�����������������9�;3�3�J��*���	
 ��F#�����3�� (1) %��$&''(�$��3�$&$�

%$#+��%$�%
�$�� �$F#���������
�7�	;������	���!�� (2) �$F#�G�3��
��$�
������$��Q �3�$�	����	F#��

�*���	
������
�9�.  3�J���;&
�A),�"��,��#����F� ������$�.*�9�G�3��
������;3�!�3�	��"�#$��3�$,��

��:��
��/ K�#���:�"�#���$"+�7�����+��3.%��$�;3�3�J��*���	
.  �����&����� ������$�.�;3�!�3�	��&�;�3�$

,����&$��,$��%$ B;�,���3�$,��
��G�3��
��&$��;���H���H� ,�F�%��H��$
��G�3��
��&$�%
�

�H���H�[56]. 

 

�HF#�7,;&�;�3�$�$���+�"�#���H���H� ���3������,/%��$&''(�7�"�#��9 7*;3�J����$�	!��H	 K�#���:�3�J��*��3������,/. 

�
;3����&�;7*;3�J����$�	!��H	3������,/%��$&''(��	����"�#����
�9� ���H����.��3�$,��
��*�9�G�3��
����
�

7�*�3�"�#�3;���3��7� [50, 51] $��. %����!3�� 
�9�!������+��3.��9���%�$��B7*;&�;��������������
��"��

�	$�	�"���	$ ,�F������������
��"���	$�	������ "�#7*;7����"�%�����H��"	��
��G�3�&''(� 

���"�#"���	$!�3�+�&$�&�;���%��$&''(������� �!�&�;�������(��������"�#"���������!�� [57]. 
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��$��� 3.2.2.1 �
���������������"�#�������;3�!�3�+�"���	$�	��������� ���$�G�3��
����#���
���,3���

!�3�+�"�9�%��. 

 

3.2.2.1 ��$!�����	
�-����������/�7 

 

�
�"�# 3.2.2.1 �%�������������"�������H"�#7*;��������%+�,�����.�G�3��
���3�$,���+����.  ���

���������������;3�!�3�+�"���	$	��(&$�&�;�������(��H	������;3����%�$��%���!�� �	�$������	�HJ/��:�

�
��/) ���$��"����� Pr  $�����
��/�	����
��,�F������!�3�+�(���	���!��)"�#!��	������:��3�$%
� h .  ��

���	���!��$�G�3��
���3�$,���"����� t  ��
� "+�7,;!�3�+�"���	$&$�%�$��B%�$��%�����������	���!��&�;

���!��.  �������������9&�;���%��$&''(�%$#+��%$��������"����� 0E  ���$�"��"��7���3��#� ����%��7�

�
�"�# 3.2.2.1.  %��H��$
��G�3��
���	�
��!�3�	��"�#��
��������"��;3�%�)	���./ S�  �	� E�  



!�$	+����.  ���7*;���	���!�������7��������������9 $��3�$�,$��%$���7!;��F#��&
��!�"�#3&� K�#�!�3�+�"��

�	$$��$�
���!#+��3��
���
�����	���!�������"�#����P��
�$��.  �HF#�7,;�	���3����%�$��B7*;�����*�/

&�;"�#3&� �
;3����&�;��������!��%�3� Prt /  !�9��!� 0.001 B�� 100 �	���!��%�3� ES �� /  !�9��!� 1 B�� 10 

�HF#�7,;�,���	
��H���$��!��/����	��3 !��%��$&''(��	������!�3�+�"���	$&�;�����*�����.   

 

3.2.2.2 ��8���-���#�� 

 

���3������,/%��$&''(�7������������"�#�%��7��
�"�# 3.2.2.1 "+��;3�3�J����$�	!��H	[10, 11] K�#���:�3�J�"�#$�

,	���������3���3�J��������� �!�7*;�����:�$�	!��H	"�#$�������%
�
�9�&� �HF#�7,;��F#��&

���
!��:�����!�$

!;�����.  ���$�	!��H	"�#7*;7���.�
��G�3��
���3�$,���+���� �+��3.&�;���HF9�L��
�����7���.�
��

G�3��
���3�$,����#�����!/ K�#�&�;�J����&3;�	;37�,�3
;�"�# 3.2.1.  7�"�#��9���
�%���%$���"�#7*;%�9�Q �����9. 

 

-��
����
��
"&��7"!"#����!�O���������+����
�&� 

 

H����.�$�	!��H	������"�# n  K�#�$�
����"����� nB  �	���
�"�#��� p  �,�F�G�3��
���3�$��3��#�����!/��:�

����,��� d .  ����/&''(� B�  ��F#�����$�	!��H	�%��&�;��:� 

   )(cos1 pnn
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n
B P

r
B

��
�

�        (3.2.2.1) 

�$F#� pr  �	� p�  ��:�H����"���	$"�#$� p  ��:�����+����� �	� nP  ��:�'A��/*���	������/.  ���%�$��B7*;

���$�	!��H	%��!�37����"+�7,;��F#��&

���
!
������/�	�%��$&''(�����3
��G�3��
����:�����.  ���

"�9�%���F� nB'  . ��� 'p  K�#���
��;��	���
����3G�3��
�� �����
�!#+�	�&���:����� d  �	� nB"  . ��� 

p . (�
�"�# 3.2.1.4)  �;3�3�J����$�	!��H	 ����/&''(� S�  ���7� �	�����/&''(� E�  ������G�3��
��

%�$��B�
��������:�%��%$���&�;�����9. 
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      (3.2.2.3) 

��� ),( '' ppr �  $�����$7�	���.�����3��� ),( ppr � . 


���
�����$�	!��H	%�$H��J/���$�	!��H	  �;3�'A��/*��
�� 
ES

ESK
��
��

�
�

� . 

   n
n

n KBB 1)1(' ���        (3.2.2.4) 

   nn BKB )1(" ��        (3.2.2.5) 

 

 

-��
����
��
"&��7"!"#�#�����-"O��&�����������!�O��������	���
��
������ 

H����.�$�	!��H	 nB  "�#��� p  �,�F���������	���!��"�#!��	���� ���$�G�3��
����#���
���,3���$�	!��H	

�	���������	���!�� ����%��7��
�"�# 3.2.2.2.  $�	!��H	��
�,��������3���	���!�� BS  ��:������"����� h
�	�,��������3
��G�3��
�� AS  ��:����� thd ��  ��� t  ��:��3�$,��
��G�3��
��.  7���.���9 



���!;��7*;���$�	!��H	7�	���.�"+�K9+� �HF#�7,;��F#��&

���
!
������/&''(��	�%��$&''(�����3���!�� 

AS  ��:����� �	�7,;��3���	���!�� BS  $�����/&''(��"������
��/. 

 

d

Bnp

t

εE

εS

h AS

BS

 
��$��� 3.2.2.2 $�	!��H	 nB �	�G�3��
��"�#$��3�$,���+������
��������!�3�+�!��	����. 

 

d

B’’n εE

εS
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d
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p’
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��$��� 3.2.2.3 ���$�	!��H	*����� nB/  �	� nB //  K�#�B
��,��#�3�+����G�3��
��. 

 

����3����"+�K9+�%+�,���,��+�!������/�	�%��$&''(���:�&�!�$	+����
�9�!��&���9 ���$� )(id  �	� )(ih  

��:�����,��������3���!�� AS  �	� BS  
�����$�	!��H	7����"�# i  
�����"+�K9+� !�$	+����. 

 

1. 3�� nB'  �	� nB"  ��:����
��$�	!��H	 nB  ���7*;%$���"�# (3.2.2.4) �	� (3.2.2.5) %+�,���G�3��
�� 

(�
�
�"�# 3.2.2.3).  ���$�	!��H	"�9�%��"+�7,;��F#��&

���
!����3 AS  
��G�3��
����:�����.  ����/&''(� 

E�  ������ �	�����/&''(� S�  ���7�G�3��
���%��&�;��:� 
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��   (3.2.2.6) 

   "BS �� � )(cos
"

1 pnn
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�      (3.2.2.7) 

2. 3��$�	!��H	 )1(
nC  "�#!+��,��� hh �)1(  ���7���������	���!�� ��:����
��$�	!��H	 nB"  "�#�������

��3
����������	���!�� BS  (�
�
�"�# 3.2.2.4).  )1(
nC  %�$H��J/��� nB"  �;3�%$��� [10] 

   n
n

n BC ")1( 1)1( ���        (3.2.2.8) 

����/&''(����7�G�3��
������	����:� 

   )1(" CBS ��� ��        (3.2.2.9) 
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εS
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��$��� 3.2.2.4 ���$�	!��H	 nC  "�#B
��,��#�3�+������������	���!��. 





 

3. 3�� )1('nC  �	� )1("nC  ��:����
��$�	!��H	 )1(
nC  K�#�B
��,��#�3�+�7,;����
�9����!�3�	��"�#��
�	;�$��� 

�HF#�"+�7,;��F#��&

���
!
����3G�3��
�� AS  ��:����� (�
�
�"�# 3.2.2.5).  %����!3�������"�# K  7�
�9�!��

��9�"����� )/()( SESE ���� ��  K�#��!�!������7�
�9�!��"�# 1.  "�9���9��F#�����3�� )1(
nC  ��:�$�	!��H	"�#"+�

7,;��������/&''(�"�#���7�G�3��
��(&$�7*����7�!�3�	�� E�  "�#��
�	;�$���).  ����/&''(�����
���&�;��:� 

   )1("' CBBE ���� ���        (3.2.2.10) 

   )1()1( '" CCBS ���� ���       (3.2.2.11) 
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εE

εS
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d      = t +(2)

Cn(1) , C’’n (1)

d (2)

h (1)
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BS

 
��$��� 3.2.2.5 ���$�	!��H	
�� )1(

nC  �,��#�3�+������������	���!��. 

 

4. ��F#����� )1('nC  &����3�����/&''(�7�G�3��
�� ������!;��3�� )2(
nC  7!;��3��������	���!�� BS  ��:�

���� tdh �� )2()2(  �HF#���:����
�� )1('nC  ��F#�������3��������	���!�� ��� 

   )1(1)2( ')1( n
n

n CC ���        (3.2.2.12) 

 

5. "+�
�9�!��"�# 3 �	� 4 K9+� �����"�#�����/&''(� E�  �	� S�  	
��
;�%
��+�!��. 

 

��!�����	
��
;�%
��+�!��
��
�9�!��"�#&�;�	��3$� 
�9���
�����3�$,�� t  
��G�3��
�� �	����
����!��%�3�

%��H��$ ES �� / .  ����/&''(���	
��
;����3
�9� �$F#� t  $����%
�
�9�,�F� ES �� /  $����!#+�	�.  %����!3�� ���

���$��3��$�	!��H	 nB' , nB" , )(i
nC , )(' i

nC  �	� )(" i
nC  "�9�,$� ��:�*��
�����
�� nB  "�#B
��,��#�3�+�


�9������������	���!��"�#$�G�3��
����#���
�. 
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?�&�����D����������
���0556�D����	
�-������$��� 3.2.2.1 

 


�9�!������+��3.�3$K��K;���3��"�#&�;�	��3B��7���.�
�� nB  �H���!�3����3 ��F#��������$���
�
��!�3�+�

"���	$.  ���%�$��B$��&�;3�� �����������7��
�"�# 3.2.2.1 �������;3�3�!B�%��*�� &�;��� (1) "���	$

!�3�+� �	� (2) ��������	���!��"�#$�G�3��
��3����
��;����.  ��F#��&
�H�#$7�����+��3. ���F� ��F#��&


����/&''(���"�#����3 �	���F#��&
������3$�"������
��/
��!�3�+�"���	$.  ����+��3.���#$�����3��$�	!�

�H	 B  "�#����
��/�	��
��"���	$ p  �HF#�7,;��F#��&

��3�!B�"�# 1 (!�3�+�"���	$) ��:����� B;�&$�$�3�!B�"�#

%����
�.  ��F#���������/&''(� ext�  
��%��$&''(�%$#+��%$�������%�$��B�
���&�;��:� 

   ppext rEhE �� cos00 ���       (3.2.2.13) 





�����F#��&

���
!
��"���	$ ���&�;3�� 

   3
01 PrEB �         (3.2.2.14) 

 

������7*;
�9�!��3�J�"�#&�;�J����$��	;3 ���%�$��B,�*�����
�� B  K�#�"+�7,;��F#��&

���
!����3
��

3�!B�"�# 2 (��������	���!���	�G�3��
��) ��:�����&�;.  !�3�����$�	!��H	!�3���Q 
��*������%��&�;�����9 

   3
01' PrKEB �         (3.2.2.15) 

   3
01 )1(" PrEKB ��        (3.2.2.16) 

   3
0

)1(
1 )1( PrEKC ��        (3.2.2.17) 

   3
0

)1(
1 )1(' PrKEKC ���       (3.2.2.18) 

   3
0

)1(
1 )1)(1(" PrEKKC ���       (3.2.2.19) 

���$� )/()( ESESK ���� ��� . 

 

!��&� �����"+����������H��/
������/&''(���F#����� 'B  �	� "C  "�#&�;"��!�37,$� ���$�����
��/�	��

���������"�# p  �	�7*;���$�	!��H	 B  *��7,$� �HF#�"+�7,;��F#��&

���
!
��3�!B�"�# 1 ��:�����������9�,��#�.  

���	������
�����������H��/����/&''(���F#�����$�	!��H	 �	����7*;���
��"���	$!�3�+� �%����
�7�

���%���;�����[10,11].  %����!3�� ���#$������"+�K9+�7����"�#%�� ������$�	!��H	"�#������%
�
�9� ( �,, 32 BB ) 

7�����+��3..  �����3�����$�	!��H	7�	���.���9K9+�&�$� �����"�#�&�;���
�� E�  �	� S�  	
��
;�%
��+�!��.  

�
�"�# 3.2.2.6 �%��
�9�!������+��3.�3$.  %+�,����	����+��3."�#���+��%��7�,�3
;�!��&� �
;3����&�;

7*;$�	!��H	��B��������"�# 400 �	�7*;�+��3����"+�K9+���,3��� 5 B�� 110 ��� 
�9���
�����3�$,��
��G�3�

�
���	���!��%�3�%��H��$.   

 

 
������ 3.2.2.6 �	0��#�
�6����-*��
�. 



3.2.2.3 )"���������!"#�����-���#��)" 

 

����

�7
�8��#������#�#���� d  &��
���0556�!"#!�� 

 

�
�"�# 3.2.2.7 �%�����������
������/&''(�7�����3.7�	;���!�3�+�"���	$ %+�,�����.�
�� 

0.1/ �Prt , 2.1/ �Prd  �	� 4/ �ES �� .  ����/&''(�7��
�B
�"+�7,;��:����"��L���;3�!�3������ 

PrE0  �	��%�����!�$%��	%��"� K�#�$����	������!�$�B�%�"���;��	���.  ����%;�����/&''(��"�� ����,��

&�;3�� ����H�#$
�9�
��%��$����
�9������*�����"�#����3.7�	;�����3
��!�3�+�"���	$.  %��$&''(�"�#�H�#$%
���9

������
�9������$��"�#�����,3���!�3�+�"���	$�	�G�3��
��.  %��$&''(����%
�%������
�9�"�#��� c  7��
�"�#

,��#� �	�$�����"����� 03E  7�%��3�"�#&$�$���������	���!���	�G�3��
����
�.  �$F#�$���������	���!�� �!�

&$�$�G�3��
�� (��#��F���.�"�# 1/ �ES �� ) %��$&''(�%
�%��$�����H�#$
�9���:� 014.3 E .  ���$���
�
��

G�3��
��"�#$� 1/ 
ES ��  "+�7,;%��$&''(�%
�%��$�����H�#$
�9�&����  K�#��"����� 044.4 E  7���.�"�#�%��

7��
�"�# 3.2.2.7. 

-2.49 -1.66 -0.83 -0.00  
��$��� 3.2.2.7 ���������
������/&''(�7���.�
�� 0.1/ �Prt , 2.1/ �Prd  �	� 4/ �ES �� . 

 

�
�"�# 3.2.2.8 �%�����%��$&''(�%
�%�� ��:�'A��/*��
������,��� 1/ �Prd  K�#�B
�"+�7,;��:����"��L��

�	;3 %+�,�����.�
�� 1/ �Prt  �	� 0.01.  ����
� ���%�$��B�,��&�;�����*�����3�� �	
��G�3��
��

%�$��B	��	�&�;B;� 2/ �Prd .  "�#��� Prd /  !#+��3����9 %��$&''(�%
�%���H�#$
�9�!�$���	�	�
��

����,���.  ����H�#$
����!��%�3�%��H��$��"+�7,;%��$&''(�%
�%��$����%
�
�9��*������3���.  B;�,��

����,���$����!#+��H���H� %��$&''(���	
��
;�%
������#$!�3 K�#�
�9���
������!��%�3�%��H��$ ES �� / .  %����!

3�� %��$&''(���	�#�������:�'A��/*��
������,����$; 1/ �ES ��  ��F#������	
����������	���!�� ���"�#

&�;�	��3$��	;3��#����. 

 

�����������
���A),�"�#���%�7���:����%$$�!�������,$�� "+�7,;&�;���	�HJ/��!�3�+�"���	$$�"��"��

��
�7���3��#��"����9�.  ��� zF  7���3��#� $�"��"��	� ����
�7,;!�3�+�"���	$�
;�%
���������	���!��.  �
�"�# 

3.2.2.9 �%�����
�� zF  K�#�"+�7,;��:����"��L���;3� 2/22
00 PE rEF ��  ��:�'A��/*��
������,���.  ���

"�#����
�9�$�H?!����$7�	;�������%��$&''(�%
�%��7��
�"�# 3.2.2.8.  �����&���!�$ 
���
�����&$�%�$��B

���$�.��������	�#����	�
��%��$&''(�%
�%�� maxE  &�; ��F#�����%��$&''(�$����&$�%$#+��%$�%
�$��






���0556�!"#!��/��D�����!�O� -�B������"�

�)

�
�����!�O� 

 

�
�"�# 3.2.2.10 �%�����������
��%��$&''(����7�G�3��
��K�#�%�$��%���!�3�+�"���	$( 1/ �Prd ) 

�$F#� 1/ �Prt , 0.1 �	� 0.01.  �
�"�# 3.2.2.10b �	� c �%����H
���
��� tt84  
��G�3��
�� 7�

��.�
�� 1.0/ �Prd  �	� 0.01 !�$	+���� �HF#�7,;%�$��B�,�����������
������/&''(�&�;�����*�����

$��
�9�.  ���%�$��% c  ��
�"�#!+��,�����#��	��
����3
���
!�;����
��G�3��
��7��
�.  7��
�"�# 3.2.2.10 

����/&''(�$����!#+�"�#%��"�# c  �	�%
�"�#%��(��:��
��/)"�#
���
!	���K�#�!�������������	���!��.  ���%�7����

%��$&''(��G	�#�!�$��3���%$$�!� K�#���:��%;�7���3��#�"�#���� c . "�9���9��F#�����3���%;���3��9��:�����"�#

%�9�"�#%����,3���!�3�+�"���	$�����������	���!��.  ����������/&''(�!#+�"�#%��"�#�%��7��
�"�# 3.2.2.10 ���

�,��&�;�����*�����3�� %��$&''(��G	�#����%;���9�H�#$
�9��$F#� t  	�	�. 

-1.00 -0.67 -0.33 0.00

(a) 

 
(b) 

 
(c) 

��$��� 3.2.2.10 �������������/&''(����7�G�3��
��"�#%�$��%��
����!�3�+�"���	$�$F#� (a) 1/ �Prt , (b) 

1.0/ �Prt �	� (c) 01.0/ �Prt . 

 

�
�"�# 3.2.2.11 �%������G	�#�
��%��$&''(� avE  �����%$$�!� ��:�'A��/*��
�� Prt /  %+�,������ 

ES �� /  !���Q.  �
���9�%��3�� avE  $�������$�.�"����� SE E �� /0  %+�,���G�3��
��"�#,��. avE  

�H�#$
�9��$F#��3�$,�� Prt /  	�	�. ����H�#$
�9�
�� avE  $��H����	���;��"�# Prt /  ���%
� �!������3
�9������ 
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3.3 ���
����&
�-$4��C������(/��/��D&�
���0556� 

 

,�3
;���9��:��	��������H	��!�/
���������$F#�&�;���������!�;����%��$&''(�������. ��������

������:�%��
�9�!��,	��Q ���F� ������������������+��3��;��(20 ������) K�#�"+�7,;�����H����K����#�37�

!�3�	��
���,	3 �	�������������������+��3�$��
�9� (67 ������) K�#�"+�7,;������:��	��$�K�7�!�3�	��


���,	3. 

 

3.3.1 ������&
������(/��-$4��C�-����� 

 

����
��������G�3�,	��*���"�#7*;�����
�7��A������ �*�� 
��&,	�����/ ���������P���./����3$!�3


�����������7!;%��$&''(� "+�7,;���������	�#����	�"�������H (�3�$,�F�����P).  7����7*;���

�,	����9 ����+�	���;3���$H�3�!��/��:����F#��$F�"�#%+���)�����,��#� %+�,����������.%$��!�
������. ���

����+�	���*���	
 ���%�$��B���H����.�H���$��!��/!���Q "�������H
������ K�#�7�"���P���!�

����P��
�H�;�$��� �	���	�#����	�&��;3����.  ���������;3�����+�	���*��H	��%!�/
��
��&,	�����/ "�#

$���
�7��A������ $��7*;�$��	&��H	%+�,����+��3.�����,3������������7!;%��$&''(� [58 – 61].  �����&�

��!�$ ���"�#���$�.�;3��$��	&��H	 $�
����	���3���������"�#����
�9�$�� ����GH���������#� �$F#�������

��
�7�	;���.  $��$��	"�#�$���+��3����9 %+�,���������$�.������7*;%$������"�#�3$�	
��H��/$�	!��H	

������%
�
�9�&� [62] �!�����:��GH����.�
��%���������"����9�.  3�J�"�#�3$����	
�������,3���$�	!��H	

�����%$�
�./��$�����+��%���	;3�*������3��� [63]. "3�� 3�J���9!;��7*;���!�9�����%$����*���%;� �	���;����

%$�����9 "+�7,;&$��,$��%$!������+�$�7*;7�����+�	���*��H	��%!�/!�$�3	�
��������. 

 

���3����7�"�#��97*;�$��	$�	!��H	7�������$�.�����,3���������. �
;3����7*;3�J����$�	!��H	 �	�3�J�

������$�	!��H	7,$� 7�����+��3.%��$&''(��	����
��$�	!��H	"�#�,$��%$ [11].  ,	�������9� �����B
�

�+��3.�;3�%$����*��3������,/"�#�+��%��7����3������9 �*������3���.  
;���
��3�J���9 �$F#��������"������3�J�"�#

7*;�$��	&��H	 ���F� �P��������3$��,3�����������B
�H����.�7�����+��3..  ��������9 ���%�$��B

�����3	�"�#7*;7�����+��3. �	��3�$�$���+�
��������$�.���&�; �������	F��������%
�%��
��$�	!��H	

"�#7*;7�����+��3. �	��+��3�������"+�K9+�"�#7*;7�3�J���������.  7�
�9�!;���9 �
;3����&�;"+�����+�	�����

��	F#��"�#
�������� K�#�����!�3��:��K����#�37�
��&,	�����/ �	��������"����	����+��3."�#&�;������7*;

�$��	&��H	. 

 

 

3.3.1.1 �#��������/�7���7�	����D������	
� 

 

����
��������"�#�������:�����
��������G�3����7�G�3��,	3 "�#��
���,3������	���!���
�
���
���

�"����� x yL L8  . 0z �  �	� zz L� .  ������G�3���:�"���	$ $������!�3&����	��!��� 8p� � , $�

�3�$,������ 1= � g/cm3 �	�$��%;������
��/�	�� 10� � $m.  G�3��,	3$������!�3&����	��!��� 

2f� � .  �3�$,�F�
��
��&,	�"����� 0.02 Pa-s.  H���$��!��/%+�,�������+�	���,	����9�;��������
��

&,	�����/����
���������	
$���7��9+�$��K�	���� [59, 61 – 62].  %��$&''(�������
��� 3 kV/mm B
�

�(��7,;���
��&,	����"�����	���!���
�
���. (���%��$&''(���9��:����"�#%�$��B"+�7,;����%���K����7�
��
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&,	&�; [61].)  
���
�����	���!��"�#7*;7�����+�	���F� 5x yL L �� � , 14zL ��  �	��+��3�
��

������"�#7*;�F� 20.  %����!3�� $�!�
������ �	��+��3�������7�"�#��9 B
��	F��7,;%�$��B����%���K����#�3

���7�����&�; �$F#�%��$&''(�"�#7*;$�
����H���H�. %��3����#$!;�
������
��&,	�����/�%����
�7��
�"�# 

3.3.1.1 ���$�!+��,���
��������B
��+�,�����%��$. 

 

 
��$��� 3.3.1.1 !+��,������#$!;�
��������K�#���������
����%��$. 

 

 

3.3.1.2 ��8����	��"�� 

 

�. ����+��3.���&����	���!��'��!�� 

 

�-1. �������$��	&��H	 

H����.�����
��P���������,3��������� a  "�# ar  �	������� b  "�# br  ����%��7��
�"�# 3.3.1.2.  �$��	&�

�H	���$�.�����,3���������"�9�%���������"�#%�� ��� [58] 

 

 
��$��� 3.3.1.2 ����H����
���
�������. 

 

  0 1 0 1
2

2
4

0

3 p
1 3cos sin 2

4
dip

ab ab r ab
f ab

F a a
r �� �

�� �

� �
2 3� �� � �6 7� �

� �
   (3.3.1.1) 

�$F#� 

  
0 1
0 1

3
0 0

1p
2 2

p f
f

p f

E
� �

�� � �
� �

�
�

�
  

abr

a

b

ab�
ra

a�

x

y

z

0E
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��:�&��H	"�#B
��,��#�3�+�
�9�"�#�!�	���������F#�����%��$&''(� 0E .  ab a br r r� �  �	� ab�  ��:�$�$

��,3��� abr  �	���� z.  /r ab aba r r� , 0 1 0 1/r r z r r za a a a a a a� � 8 8 8 8  �	� za  ��:��3��!��/

,��#�,��3�7���� z ����%��7��
�"�# 3.3.1.2. 

 

�-2 �������$��	$�	!��H	 

 

���"�#&�;�	��3$��	;33�� �$��	&��H	7,;������$�.���"�#&$��� �$F#�������"�9�%����
�7�	;��� %��,!�
���3�$

�	����	F#�����F� �	
��$�	!��H	������"�#%
�
�9�&� K�#�B
�	��	�7��$��	&��H	.  ���&����	���!��'��!�

�"�#�3$�	
��$�	!��H	�������� a  %�$��B�%��&�;!�$���"����	 

  0 1
/ 2

dep
a f total a aext

r

F q dS
�

� 	
�

2 3� �C6 7*       (3.3.1.2) 

�$F#� totalq  ��:��3�$,���������%�"J��	
������� K�#��"�����
���
�������������!+��,�����3������ "�#

"+�7,;�����������,��#�3�+��"�������.�"�#$�������G�3���
� [8], aS  ��:���3
�������� �	� 0 1a ext
	  ��:�

����/&''(�%B�!��������  ��F#������,	���+���������/"�9�,$�"�#��
���������� a .   

 

%$���"�# (3.3.1.2) �%��7��
�"�#3&� %+�,���������G�3�7�Q.  7���.�
��������%��!�3"�#��
�7�	;�������� 

����%��7��
�"�# 3.3.1.2, 0 1a ext
	  ��:�����/&''(������������F#�����%��$&''(������� �	���F#�����

�����"�#�,��#�3�+�
�9�"�#������ b.  �HF#�7,;&�;%$���"�# (3.3.1.2) 7��
�
��$�	!��H	 �����7,;����
��/�	��
��

������ a ��:�����+����� �	��%������/&''(� 0 1a I
	  ���7������� �	�����/&''(� 0 1a E

	  ������

������ ���!��&���9 [11] 

  0 1 0 1, ,I
0

cos
j

j ik
a j k j k

j k j
L r P e �	 �

�

� ��

� 
 
       (3.3.1.3) 

  0 1 0 1,
, ,1E

0
cos

j
j kj ik

a j k j kj
j k j

B
M r P e

r
�	 �

�

�
� ��

2 3
� �4 5

6 7

 
     (3.3.1.4) 

�$F#� 0 1, ,r � �  ��:�H����"���	$. 7�%$���
;������9 ,j kL , ,j kM , �	� ,j kB  ��:�%�$���%�"J��
��

����/&''(� "�#��B
��+��3.,����$�.  ,j kP  ��:�'A��/*���	������/"�#B
�"+�7,;��:����"��L���;3� 

0 1
0 1

!
!

j k
j k
�

�
. 

 

%�$���%�"J��"�9�%�$&$�&�;��:���%��!������	���� �!����%�$��B�+�,���3�$%�$H��J/"�#"+�7,;�+��3. ,j kL  

�	� ,j kB  ��� ,j kM  &�; �HF#�7,;��F#��&

���
!
������/&''(��	�%��$&''(�����3
����������:����� 

[11].  ���%$���"�# (3.3.1.3) �	� (3.3.1.4) �3�$,������
����������%�"J��	 �	�����/&''(���������

��3
�������� a %�$��B�
���&�;��:� 

  
0 1

0 1
0 10

, ,2
0

2 1
cos

/ 2

j
ik

total j k j kj
j k j

j
q B P e ��

�
�

�

�
� ��

2 3�
� 4 5

4 56 7

 
     (3.3.1.5) 

  0 1 0 1, ,
0

cos
j

j ik
a j k j kext

j k j
M r P e �	 �

�

� ��

�
 
      (3.3.1.6) 



 5

 

������7*;%$���"�# (3.3.1.2), (3.3.1.5) �	� (3.3.1.6) ���/������7�H�������/"��*���"�9�%�$
�����&���

�	���!��'��!��%�$��B�+��3.,�&�;��� ,j kB  �	� ,j kM  ���!��&���9. (��*���� dep *�9���3�����"�#�	��3B��

��:����&����	���!��'��!��) 

  0 1 0 1 0 1 0 1,
1,1 ,0 ,1 1,0

0 10

2Re 1 2Re
2

dep
a x

j j j j
j jf

F
M B j B M jA A

�� �

� �

� �
� �

2 3 2 3� � �6 7 6 7
 
      

  0 10 1 0 1,1 1, 2
1
2Re 2j j

j
B M jA

�

� �
�

2 3� �6 7
  

 0 1 0 10 1 0 1, 1, 1 1, 1
2 2

2Re 1
j

j k j k j k
j k

B M M j kA
�

� � � � � �
� �

2 3� � � �6 7

   (3.3.1.7) 

    0 1 0 1 0 1 0 1,
1,1 ,0 ,1 1,0

0 10

2 Im 1 2 Im
2

dep
a y

j j j j
j jf

F
M B j B M jA A

�� �

� �

� �
� �

2 3 2 3� � � �6 7 6 7
 


  0 10 1 0 1,1 1, 2
1
2 Im 2j j

j
B M jA

�

� �
�

2 3� �6 7
    

  0 1 0 10 1 0 1, 1, 1 1, 1
2 2

2 Im 1
j

j k j k j k
j k

B M M j kA
�

� � � � � �
� �

2 3� � � �6 7

    (3.3.1.8) 

0 10 10 1 0 10 1 0 12, 2
,0 1,0 , 1,

0 1 10

1 2 Re 1
4

dep j
a z

j j j k j k
j j kf

F
B M j B M j k

�� �

� �

� � �
� � �

2 3� � � � � �6 7
 

   

(3.3.1.9) 

�$F#� 0 1 0 11j j jA � � . %�)	���./ ? @Re  �	� ? @Im  �"�%�3������	�%�3����!��H
���+��3�

�*��K;��. 

 

 

�-3. ����+��3.,����
��%�$���%�"J�� ,j kB  �	� ,j kM  

 

���7*;,	�����
��3�J��������� ����+��3.,����
�� ,j kB  �	� ,j kM  7�	���.�
������3����"+�K9+� 

�;3�
�9�!��!�$"�#�%��&3;�	;37����%���;����� [39, 64]. %+�,����!�	�������7�����"�#$� N ������ 


�9�!������+��3.%�$��B�J������������Q &�; ���$���*���� (n) �%��B���+��3����
�����"+�K9+� 

���!��&���9.  

 

1. �+�,�� (0)
,j kM  K�#��%���������/&''(����#$!;� 

0E	  ��F#�������������	���!��.  %+�,��������������

"�#H����.�7�"�#��9 B;���������
� . ��� c  �����&�; 
0E	  . ��� p  ��:� 

  0 1 0 1 0 1
0

0 0
0,0 1,0 1,0 cosE M M rP	 �� �      (3.3.1.10) 

�$F#� (0)
0,0M  ��:�����/&''(�"�# c  ��F#����� 0E  �	� (0)

1,0 0M E� . 

2. �+��3. ( )
,
n

j kB  ��� ( )
,
n

j kM  !�$3�J����7����%���;����� [11] �����9  
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0 1

0 1
2 1

( ) ( )
, ,2

j
f pn n

j k j k
f p f

B M
j

� � �
� � �

�2 3� � �� 4 5 � �� � � �4 56 7
     (3.3.1.11) 

3. 3�����$�	!��H	 ( )
,
n

j kB�  ��F#��������	���!��"�9�%�� �HF#�7,;��F#��&

���
!����������	���!����:�

����.  

4. ����������/&''(���F#�����$�	!��H	 ( )
,
n

j kB�  "�#���������������	���!�� �	�"�#������� ( )
,
n

j kB  
��

�������F#� Q ��� 1N �  ������ $���������� c . �����9� ��&�;%��$&''(������� %+�,���

������"�#�+�	��H����.� ��:� 

  0 1 0 11
, ,

0

cos
j

n j ik
ext j k j k

j k j
M r P e �	 �

�
�

� ��

� 
 
       (3.3.1.12) 

 �$F#� ( 1)
,
n

j kM �  &�;���������$�	!��H	7,$�7�
�9�!����9. 

5. "+�
�9�!��"�# 2 B�� 4 K9+�. ����/&''(�����
�7��
�%��";����:� 

  0 1
0 1

0 1
1

1 ,
E , ,1

1 1

cos
mp iter

nN Nj
n j kj ik

j k j kj
j k j n

B
M r P e

r
�	 �

�
�

�
� �� �

2 3
� �4 5

4 56 7

 
 
     (3.3.1.13) 

 �$F#� mpN  �	� iterN  ��:�������%
�%��
��$�	!��H	"�#7*; �	��+��3�������"+�K9+�7�����+��3. 

!�$	+����. 

 

���"�#B
�!;��
�����%�$��B�+��3.&�;���
�9�!������	��3 ���7*;������ mpN  
��$�	!��H	"�#$���H���H� 

�	� 7*;�+��3�������"+�K9+� iterN  �����"�#�&�;�������/	
��
;�%
��+�!������.  �����&���!�$ B;�,�����
��

H���$��!��/"�9�%��%
�����&� ����+��3.��7*;�3	����$�� "+�7,;&$��,$��%$"�#��7*;7�����+�	�����H	

��!�/ K�#����!;�����"+�7�"�#��9.  �����9� �
;3�������&�;"�	��7*;������ mpN  ��B��������"�# 4 �	�7*;�+��3����

7����"+�K9+� 2 ���.  �	
�� mpN  �	� iterN  !�����"�#&�;�������+��3.���%����
�7�,�3
;�B��&�.  

��F#������P���������,3���������"�9�,$�"�#��
�7����� B
��3$�	7�����+��3.�	;3 ������%�$��B���,3��

3�� ���"�#&�;��$�	���.������	�#����	��	;���	�����������"�#�$���+� K�#�&�;�������+��3.���7*; 

100mpN � . 

 

 


. ����+��3.!+��,���
��������"�#��	�#����	�!�$�3	� 

 

7,;������ a  $�$3	 m  ��
�"�#!+��,��� ar  ���7�G�3��,	3 . �3	� t .  �����	F#��"�#
����������:�&�

!�$%$���  

  
2

2
dep rep hyda

a a a
d rm F F F
dt

� � �        (3.3.1.14) 

�$F#� dep
aF  ��:����&����	���!��'��!�� ���"�#&�;�J����&3;�	;3.  rep

aF  ��:�����	��"�#����+�,��7,;$� �HF#�

�(��������K;��"��
�������� �	����K;��"��
��������������	���!��.  hyd
aF  ��:����&N���&���$��%/

��������.  ��� hyd
aF  %+�,���������"���	$��:�&�!�$%$���
��%�!�� 

  3hyd a
a

drF
dt

���� �         (3.3.1.15) 
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%+�,���
��&,	�����/"�#3&� ���%�$��B	��	��	
���3�$����"���;��K;��$F�
��%$���"�# (3.3.1.14) &�; 

��F#����������F#������3�$,�F�$��3�$�����3��$��.  �����9� �����&�;3�� 

  3 dep repa
a a

dr F F
dt

��� � �        (3.3.1.16) 

 

�HF#�7,;%��3�!������+��3. ���/������!��&���9B
��+�$�7*;����%$���"�# (3.3.1.16) 7,;��:����"��L��  

  2 2 2
0 0 0

1
16 fF E� � < ��   

  2
0 03 /t F����   

  0r ��   

�$F#� 0 1 0 1/ 2p f p f< � � � �� � � . ���%�$��B�
���%$���"�# (3.3.1.16) 7��
�"�#&$�$�,��3�&�;��:�  

  
*

* *
*

dep repa
a a

dr F F
dt

� �         (3.3.1.17) 

%�)	���./ * 7�%$������*�9!�3���"�#B
�"+�7,;��:����"��L���	;3.  ������7*;%$���"�# (3.3.1.17) ���

%�$��B�+��3.!+��,���
�������� . �3	� *t  �;3�����3�
�9�!��3�J�  Runge-Kutta ������"�# 4.  �
�"�# 

3.3.1.3 �%��
�9�!��%+�,����+��3.!+��,���
��������.  ���!��!�$�����	F#��"�#
�������� �HF#�!�3��


��������K�"�#�*F#�$!�����	���!�� ���"�	��7*;�$��	&��H	 �	��$��	$�	!��H	7�������$�.���. "�9���9

��F#�����3�� ������!�3��:��K�
��������7�
���,	3 %���	���!��!�������	�#����	��3�$,�F�����P


��
��&,	�����/��#����. 

 

 
��$��� 3.3.1.3 
�9�!������+��3.!+��,���
��������. 

Assign the new positions of particle at a time t t� D  

Integrate the equation of motion of all particles with time step tD  

Calculate the total force 
dep repF F�  

Calculate the electric field on the particles from 

th i d d lti l

Start  0t �  

endt t�  

Yes 

End 

No 

t t t� � D
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3.3.1.3 )"��������� 

 

�. �����,3���������"���	$"�#%�$��%�����
� 

�	����+��3.7�%�3���9�%���3�$�!�!���
�����"�#&�;���������$�.�;3��$��	&��H	 �	����"�#&�;���

�$��	$�	!��H	.  �
;3�������#$!;������.�
��"���	$"�#%�$��%�����
����7!;%��$&''(������� 0E  "�#��
�7�

��3��#� ����%��7��
�"�# 3.3.1.4.  ��#��F� ���$��3�� ��������	���!����
�,������&����������$�� ��

%�$��B	��	��	
�������F#��������	���!��&�;.  $�$ �  ��:�$�$��,3������ z �	��%;�!��"�#�*F#�$��,3���

����
��/�	��
��������"�9�%��.  �����!�3&����	��!���
���������	�
��!�3�	��"�#��
�	;�$����"����� 

8p� �  �	� 2f� �  !�$	+����.  ����	F������������������97����H����.������� �H���3�����&����	��

�!��'��!��$����%
�%���$F#�������%�$��%���.  ���"�#B
��+��3.�$��	$�	!��H	
�9���
�������/������
��!�3�F� 

�+��3���� iterN  
�����"+�K9+� �	�������%
�%�� mpN  
��$�	!��H	"�#7*;.  �HF#�"�#�
�	
�����/������"�9�

%�� �
;3����&�;�+��3.������$�	!��H	"�#"+����������7��
�"�# 3.3.1.4 ��������� iterN  �	� mpN  %+�,��� 

10� � $m �	� 0E = 3 kV/mm. 

 

 

��$��� 3.3.1.4 "���	$"�#%�$��%������7!;%��$&''(�������. 

 

�	
�� iterN  !��������"�#&�; �%����
�7��
�"�# 3.3.1.5.  ��� horizF  7���3����� �	� vertF  7���3��#� 

�+��3.���7*; 4mpN �  �	�  iterN = 2, 3, 4. �$F#��������"���������"�#&�;����$��	&��H	 �	�������

����(�+��3.�;3� 100mpN � ) ���%�$��B�,��&�;3�� ������$�	!��H	������ �  7�	���.�����3���.  

��� horizF  �	� vertF  ��	�#���������
���:�����	�� �$F#� �  ��	�#����	���� 0 ����B�� 90 ����. 

(���F#��,$��
�������	�#������3���:�	�)  ��� horizF  �	� vertF  �H�#$
�9��$F#� iterN  �H�#$
�9� 7�
.�"�#  

$����%
�%��"�# horizF  %+�,���"��Q ���
�� iterN  �	�$������:�����	��%
�%��"�# 33� � E . 

 

��� vertF  7���3��#� $����%
�%����:�����
� �$F#������������!�3!�$"��"��
��%��$&''(������� 0E .  

���%
�%��
����� horizF  �	� vertF  %+�,��� iterN = 2 $�
�����:� 1.45 �	� 1.66 �"��
�����"�#���$�.&�;

����$��	&��H	 !�$	+����.  %+�,��� iterN = 3 �	� 4 
���
�����$����
�9��3��7���.�
�� iterN = 2 

�	���;��.  �$F#�7*; iterN  ���%
�
�9� �
;3����H�3�� (&$�&�;�%��7�"�#��9) ����H�#$
�9�
��������!�$ iterN  $���!��"�#

	�	�. 
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(�) 

 
(
) 

��$��� 3.3.1.5 �	
�� iterN  !�����"�#"+����������	���7��
�"�# 3.3.1.4. (�) ���7���3����� �	� (
) ���7�

��3��#�. 
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(�) 

 

 
(
) 

��$��� 3.3.1.6 �	
�� mpN  !�����"�#"+����������	���7��
�"�# 3.3.1.4. (�) ���7���3����� �	� (
) ���7�

��3��#�. 

 

 

7�	���.�����3��� �
�"�# 3.3.1.6 �%����� horizF  �	� vertF  "�#�+��3.&�;����$��	$�	!��H	 ���7*; iterN  

��"�#�"����� 2 �	�7*; mpN  ���!���Q.  ����
�"�# 3.3.1.6 ���%�$��B�,��&�;�����*����� B��������"�#��
�9����

�$��	&��H	 �$F#�7*;�$��	$�	!��H	.  !�3������*�� ���%
�%��7���3�����"�#�+��3.��� mpN = 3, 4, 5, �	� 

20 $����%
��3�����"�#&�;����$��	&��H	B�� 1.29, 1.45, 1.55 �	� 1.65 �"�� !�$	+����.  ��������9 ������

%����!&�;�;3�3�� ��!������H�#$
�� horizF  �	� vertF  !�$ mpN  	�	� �$F#� mpN  %
�
�9�. 
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. �	����+�	��
��
��&,	�����/ 

 

%+�,�������+�	��!+��,���
��������7�����
��&,	�����/"�#�%����
�7��
�"�# 3.3.1.2 L���3	�(7����"+�7,;

��:����"��L��)$�����"����� 0t = 75 ms.  �+�,��7,; ���������#$&�;���%��$&''(� . �3	� t = 0 �	�

��	F#��"�#��F#��������&''(�.  ���!;������+��3.�����	F#��"�#
���������;3� * 58 10t �D � 8  ��:��+��3� 

50,000 ������"+�K9+�!�$�3	�.  H����.��3	�"�#!;��7*;7�����+��3."�#���
�� iterN  �	� mpN  !���Q ���.  

�3	��+��3.!��,��#�����3	������F#����$H�3�!��/"�#$� 1.92GHz Pentium4 CPU �	�7*; Linux ��:� os $�

���	�������%��7��
�"�# 3.3.1.7.  ���%�$��B�,��&�;����
���93�� �$F#�7*; iterN = 3 �	� 4 �3	�"�#7*;7����

�+��3.���
�9������$�� �$F#��"�������3	�"�#7*;�$F#� iterN = 2 �!����
�����$�	!��H	"�#&�; &$�&�;�H�#$
�9������

$����� (���"�#&�;�J�����	;37�,�3
;�"�#����$�).  ��F#���������+�	�����%���%�9�7*;�3	����$�. 15 *�#3�$�

%+�,��� mpN = 4 �!����B�� 45 *�#3�$�%+�,��� mpN = 5 �
;3��������	F��7*; iterN = 2 �	� mpN = 47����

�+�	��!+��,���
��������!�$�3	�7�"�#��9. 

 

 

 

 
��$��� 3.3.1.7 �3	�"�#7*;!��,��#�������"+�K9+�!�$�3	� "�#���
�� iterN  �	� mpN  !���Q. 

 

 

�
�"�# 3.3.1.8 �	� 3.3.1.9 �%�������	�#����	�!+��,���
��������"�#&�;������7*;�$��	&��H	 �	����7*;

�$��	$�	!��H	 7�������$�.������"�#"+��������� !�$	+����.  ��������#$H����.�����	"�#&�;������7*;

�$��	&��H	����.  7��
�"�# 3.3.1.8(�) K�#���:��3	� 30 ms ���������#$���!�3��:��K�%�9�Q �!����&$������

!�3�������!�$��3"��"��
��%��$&''(�. 7��
�"�# 3.3.1.8(
) ���������!�3��:��K�"�#��3
�9� ,�F���:��
� ���

$��������H���!�3����3"�#��
����������#�3 . �3	� 180 ms.  ,	������3	� 180 ms �K�������7��
�"�# 

3.3.1.8(�) �	� (�) �!�!������&�����K� . �3	� 180 ms �H����	���;���"����9�. 
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(�) (
) (�) (�) 

t  = 30 ms t  = 180 ms t  = 210 ms t  = 300 ms 

��$��� 3.3.1.8 !+��,���
�������� . �3	�!���Q "�#&�;������7*;�$��	&��H	7�������$�.���. 

 

 

    

(�) (
) (�) (�) 

t  = 30 ms t  = 180 ms t  = 210 ms t  = 300 ms 

 

��$��� 3.3.1.9 !+��,���
�������� . �3	�!���Q "�#&�;������7*;�$��	$�	!��H	7�������$�.���. 

 

�$F#����H����.��	"�#&�;������7*;�$��	$�	!��H	7��
�"�# 3.3.1.9 "�#�3	� 30 ms ���������#$���!�3��:��K�7�

"��"��
��%��$&''(�.  	���.���������!�3
���K�$�	���.�
��������3
��%��$&''(�$���3�� �K�"�#&�;

����$��	���&��H	.  7��
�"�# 3.3.1.9(
) 	���.���������!�3
���K���$��
�9� �	��K���	F#��"�#�
;�7�	;���

��F#��Q �$F#��3	��H�#$
�9�.  7��
�"�# 3.3.1.9(�) ���&�;�K�"�#�*F#�$!����,3������	���!��.  %����!3�� "�#�3	�

����3�����9 (210 ms) ������"�#&�;�������+�	�����7*;�$��	&��H	 �H�#�����3$!�3��:��K�,	��Q �%;�

�"����9�.  7��
�"�# 3.3.1.9(�) �K�"�#&�;$�	���.���F��%$�
�./ K�#������!�3!�$��3
��%��$&''(�.  ����
�"�#&�;

����	��3 ���%�$��B�	��3&�;3�� ���7*;�$��	$�	!��H	"+�7,;&�;�3	�������!�3��:��K�"�#%�9��3���3	�"�#&�;���

���7*;�$��	&��H	. 
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���������!�3�%��	���.�%���K�!�$�
�"�# 3.3.1.8 �	� 3.3.1.9 �	;3 �
;3�������&�;"�	��!�3�%�����7*;

����G	�#��+�	��%��
�������	�#����	�!+��,��� *2R  [58, 65] 7������������3$!�3
��������.  ����$


������+�	��%��
�������	�#����	�!+��,���
�������� a . �3	� t ��:�  

  0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 12 2 2 2* * * * * * *0 0 0a a a a a a aR t x t x y t y z t z2 3 2 3 2 3 2 3� � � � � �6 7 6 7 6 7 6 7   (3.3.1.18) 

�$F#� 0 1 0 1* *,a ax t y t  �	� 0 1*
az t  ��:�!+��,���
�������� . �3	� t. 

 

����G	�#�  *2R  �+��3.&�;���  

  0 1 2*2 *

1

1 N

a
a

R R t
N �

2 3� 6 7
        (3.3.1.19) 

�$F#� N ��:��+��3�
��������7�����. 

 

���
�� *2R  B
��%��!�$�3	�7��
�"�# 3.3.1.10.  �
���9�%��7,;�,��3�� *2R  "�#�+��3.�;3��$��	$�	!�

�H	 $������	�#����	�������3����3"�#�3	����#$!;�.  "�9���9 ��F#��������������#$���!�3��:��
��	��K� ���$����

��	�#����	�!+��,��������$��.  �$F#����������#$����!����� ����������	�#��!+��,����;3���!��"�#	�	�. . t
���$�. 175 ms �K��������3$!�3��� �	�$������	�#����	�!+��,���
�������������$�� K�#�"+�7,; 

*2R  %
�
�9�������9�. ,	�����"�#�K��������3$����	��	����:��K���3"�#!����,3������	���!�� ���

��	�#����	�!+��,���
��������$���!��"�#*;�	� "�#�3	�  = 250 ms.  7�
.�����3��� ����,��3�� *2R  


��������"�#&�;����$��	&��H	����Q �
;�%
������#$!�3"�#�3	����$�. 150 ms.  ��F#�����������&$�&�;

�3$!�3��:��K��*F#�$��,3������	���!�� ���
�� *2R  �����!#+��3�����"�#&�;����$��	$�	!��H	�����$��.  


;�$
	
�� *2R  ����	��3��9 %���	;������
�"�# 3.3.1.8 �	� 3.3.1.9.  

 

 

 

 
��$��� 3.3.1.10 ����G	�#��+�	��%��
�������	�#����	�!+��,���������"�#&�;������7*;�$��	"�9�%��7����

���$�.������. 
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 3.3.2 ������&
�-$4��"(���C���(/�� 

 

,�3
;���9��:���������!�����,�3
;�"�# 3.3.1 ���"�#&�;�H�#$�+��3�������
�9���:� 67 ������ "+�7,;&�;

��!��%�3����$�!�
����������:� 10%. H���$��!��/�F#�Q ������,$F�����"�#&�;�����$� ��#��F� �����!�3&���

�	��!���
��������G�3��"����� 8 �	�
��
���,	3�"����� 2, �3�$,�������+��H��
���������"����� 1 

g/cm3. ���$�!�"�#���������������	��3�F� Lx = Ly = 5s �	� Lz = 14� ���"�# s ��:����$�
��������. 

 

����+�	�������	F#��"�#
�����������7!;%��$&''(� "+����7*;,	���������3���"�#&�;�	��3$��	;3 %+�,���

��.�
���������+��3�$����9 �
;���&�;7*;!+��,������#$!;�
��������"�#�!�!������ 3 ��� �HF#��
�	
��

!+��,������#$!;�"�#$�!��	���.�
���K�������"�#����
�9�. �
�"�# 3.3.2.1 �%��!�3�����,��#�
��!+��,���������

���#$!;�7�����"�#7*;7�����+�	��. 

 

 
��$��� 3.3.2.1 !+��,������#$!;�
���������+��3� 67 ������ ���"�#HF9���3�;��	����	��;������:����	���!��

K�#���"+�7,;����%��$&''(�7���3��#�. 

 

!+��,���
�������� . �3	� t = 300 ms "�#&�;�������+�	�����7*;�$��	&��H	 �	��	����+�	�����7*;

�$��	$�	!��H	7�����+��3.��� �%����
�7��
�"�# 3.3.2.2(a) B�� (c) %+�,�����.�
��!+��,������#$!;�"�#

�!�!������"�9�%�$���. %+�,���"����.� ����3$!�3
��������
�9���
����!+��,������#$!;�
��������. �	���

�+�	���;3��$��	&��H	�%����������!�3
���K�������!�$��3%��$&''(�(��3��#�)��:�������� �!���$�

*���3�����,3����K���������
� K�#�������,��&�;*�����7��
�"�# 3.3.2.2(b) �	� 3.3.2.2(c) "���;��K;��$F� 

���3;���.�
���
�"�# 3.3.2.2(a) �"����9� "�#�K������������!�3��
�*���	�$�*���3����H����	���;��.  

 

�$F#��$��	$�	!��H	B
��+�7*;�+��3.�����������%+�,�������+�	�������	F#��"�# ��������!�3
��������7�

��3
��%��$&''(�������
&$���:���������"������	������7*;�$��	&��H	. �����&���!�$ ������"�#&�;

�������+�	������
�*��!�����$���3�� �	����&$�%�$��B�,��*���3�����,3����K�������7��
�"�# 3.3.2.2(b) 

�	� 3.3.2.2(c) &�;�����*�����. �����9� ���%���&�;3�� ���7*;�$��	���$�	!��H	"+�7,;&�;�	����+�	��"�#$�

�3�$%$#+��%$�$���3�����7*;�$��	���&��H	  
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(a) 

  
(b) 

  
(c) 

��$��� 3.3.2.2 �	��$�K�������"�#&�;�������+�	�� �$F#��3	� t = 300ms. 

 

 

�
�"�# 3.3.2.3 �%����� MSD 
������%+�,���!+��,������#$!;�"�9�%�$��� �$F#��+�	�������	F#��"�#���7*;

�$��	���&��H	�	��$��	���$�	!��H	. �
���9�%��7,;�,��3�� �$F#�7*;�$��	���&��H	 ��� MSD �
;�%
����

��#$!�3%+�,���!+��,������#$!;���� (a) �!����&$�	
��
;�%+�,���!+��,������#$!;���� (b) �	���� (c). �$F#�7*;

�$��	���$�	!��H	 �����������,�������	�#����	�
����� MSD 
��"������ . �3	� t = 300 ms. "3�� 

�$F#����%����!	���.�
���K����������� ��H�3��$������	�#����	�!+��,���
��������,	���3	� 300 ms 

�;��$��. !�3������*�� �
�"�# 3.3.2.4 ��:��K�������
������ (a) . �3	� 380 ms K�#�������,��&�;3��$��3�$

�!�!�����!+��,��� . �3	� 300 ms �H����	���;���"����9�. �����9� �	����+�	��7�"�#��9 �%��7,;�,��3�� ��� 

MSD ���&$�7*���*��"�#�,$��%$ %+�,����������3�� ������������9��
;�%
�!+��,���%��";��,�F�&$� 7����

�+�	�������	F#��"�#
�������� ����GH���������#��$F#�7*;�$��	$�	!��H	7�����+�	��. 

 

dp 

dp 

dp 

mp 

mp 

mp 
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��$��� 3.3.2.3 ��� MSD 
�������������+��3� 67 ������. 

 

 

 
��$��� 3.3.2.4 !+��,���
�������� . �3	� 380 ms "�#&�;�������+�	���;3��$��	$�	!��H	. 
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4. 
�($)"���*+�,����0�� 

 

�������3������9&�;"+���������	���.�%$��!�
��%��$&''(� �	����"�#����
�9���F#�����%��$&''(� !�9��!�

��������������#�3���7!;%��$&''(������� ��������������#�3���7��������	���!��"�#$�*�9���3G�3� &�

��B�� ������	��$���������7!;%��$&''(�������. �	��������%�$��B%����3$%�9�Q &�;�����9 

� ���������9&�;H�I��3�J��+��3.%��$&''(�7�����%��$�!� ���7*;,	�����
�����$�	!��H	. 3�J�

�+��3.��9 %�$��B������!/7*;���$�.%��$&''(��	���� 7���.�
��������"�#$�	���.��,	$

��3&�;. 

� ��������7���������������#�3 &�;H����.���.�
��"���	$!����� �	���.�
��������"���	;��

"���	$��(�
;��,�F���(�
�93 (Prolate or oblate spheroid). %+�,����������
�"���	$!����� 

�
;3����%�$��B�����	�$���3������,/B����.�"�#$�$!��
��"���	$��:����7�Q ��&�; (&$��+���:�!;��

��:��+��3� 180/n). %+�,����������
�"���� �
;3����%�$��B,�!�3�������H	�&��K*��"�#�3�$B�#

!���Q �	��%��7,;�,��B���3�$�!�!����$F#�7*;�$��	����$���+� "�#$�*�9���3G�3��3�$,����"�#&$�


�9����$�$��������.  

� 7���������%��$&''(��	������������7��������	���!�����"�#$�*�9���3G�3� �
;3����7*;3�J����

������	�3�J����$�	!��H	%+�,���3������,/�A),� "+�7,;&�;�+�!��"�#$��3�$�$���+�%
��3���$F#�7*;3�J�

�*��!�3�	
"�#3&�. �	���������%������H�#$
�9�
��%��$&''(�7�����3.�����,3������������

��3G�3� ,�F� . ���%�$��%��,3��������������3G�3�. ��������9 �
;3�������%�$��B,�%$���

����Q %+�,������$�.�������	�%��$&''(�7���������	��3.  

� ����+�	�������	F#��"�#
���	��$������"�#&�;���%��$&''(������� 7�����
��&,	�����/�%��7,;

�,��3�� �$F#�7*;�$��	"�#$��3�$B
�!;��$��
�9�7�������$�.������ �	
������+�	��"�#&�;$��3�$

�!�!������&������$��. �3	�"�#7*;7���������K����#�37�
��&,	%�9�	� �	�	���.�
���	��$�K�"�#

����
�9�$��3�$%$#+��%$� �	�$�	���.�"�#�!�!����$F#�%����!������H����. ��������9 �
;3�������&�;

�%��3�� ���7*; MSD ��:�H���$��!��/7�������*�9����
;�%
�%��3���!�3
���	��$�K� ���&$�

�,$��%$7�"���P���!�&�;. 
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Abstract

This paper presents the method of images for calculating electric field in two-dimensional arrangements. The method utilizes

multipoles as the images to satisfy boundary conditions. The images are given for planar or cylindrical boundaries between two

dielectrics and for those between a dielectric and a conductor. We introduce the use of three kinds of multipole re-expansions, which

enables the calculation of images in complicated arrangements. The method has a clear advantage over using only line charges or line

dipoles when the arrangement under consideration consists of more than two objects. Calculation examples are given to demonstrate the

application of the method. The calculation results show that in an arrangement where the field is highly non-uniform, high accuracy can

be attained by using the method.

r 2006 Elsevier B.V. All rights reserved.

Keywords: Electric field; Method of images; Multipole re-expansion; Complex potential

1. Introduction

Electric field analysis is important in electric insulation
studies and in other applications of dielectric materials. In
many cases, physical arrangements under consideration
may be reduced to two-dimensional (2D) approximations
to simplify the analysis. Two-dimensional arrangements
are also useful in the study of fundamental field behavior.
For example, they are used in the analysis of electric field
intensification at a contact point between a conductor
and a solid dielectric as described, for example, in [1,2].
Usually, for 2D arrangements, it is easy to calculate the
field by using numerical field-calculation techniques such as
the finite element or the boundary element methods.
However, it becomes difficult to attain high accuracy via
numerical methods for an arrangement in which the electric
field is highly non-uniform.

Analytical methods are an alternative for calculating the
electric field where the physical configuration is not very

complicated. It is well known that the analytical method of
images can be applied for arrangements consisting of
simple objects, e.g. planes and cylinders [3,4]. However, the
method is not practical if more than two objects are
involved, as the determination of image positions and
interactions becomes troublesome. Recently, Giordano has
presented an analysis of the electric field in fibrous
materials using multipoles in 2D arrangements [5]. In this
work, the electric potential is expanded as a series of
harmonics. To obtain the coefficients of expansion, the
multipole re-expansion is applied to form a linear system of
equations. This approach is similar to that used in [6,7] for
three-dimensional field analysis.
This paper presents an analytical method based on the

method of images for 2D field calculations. It is similar to
the method that we have proposed for axisymmetrical or
three-dimensional arrangements [8,9]. The multipole re-
expansion simplifies the image-placement scheme when
more than two objects are present in the calculation. In
addition to the principles described in [8,9], we propose the
use of three kinds of potential re-expansions which greatly
extend the application of the method of images. In contrast
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to [5], the method does not require the setting up of a linear
equation system. For a configuration comprising more
than one object, the potential can be solved by repetitively
placing appropriate multipole images until the solution
converges, thus significantly reducing the memory require-
ment when the method is implemented on a computer.

2. Method of multipole images

2.1. Expressing the potential

In our method, a complex plane of z is utilized to
represent a 2D physical space. That is, the real and
imaginary parts of a complex number z0 ¼ x0 þ iy0
(i ¼

ffiffiffiffiffiffiffi
�1

p
) represent geometrically the abscissa and ordi-

nate of a point ðx0; y0Þ in the real space. From the complex
function theory [10], we know that real and imaginary
parts of an analytic function F of z individually satisfy
Laplace’s equation in two dimensions. The function F is
analytic only if it satisfies the two Cauchy–Riemann
equations:

qRefFg
qx

¼ qImfFg
qy

and (1)

qRefFg
qy

¼ � qImfFg
qx

. (2)

In this paper, the solution for the potential f is taken as the
real part of an analytic function F, called the complex
potential. The complex potential F at a point z in the
complex plane may be expressed in the general form of two
infinite series expanded about a point z0 ¼ x0 þ iy0 as

F ¼ FB þ FL, (3)

where FB is the potential of multipoles,

FB ¼ B0 lnðz� z0Þ þ
X1
n¼1

Bn

ðz� z0Þn
, (4)

and FL is the potential of Taylor or local expansion,

FL ¼
X1
n¼0

Lnðz� z0Þn. (5)

Bn and Ln are the complex-number potential coefficients to
be determined so as to fulfill the boundary conditions
involved. In Eq. (3), FB, singular at z0, is the potential due
to all sources located inside a circle of radius jz� z0j with
center at z0 in the complex plane, whereas FL is due to all
sources located outside this circle. The coefficient Bn can
also be regarded as the magnitude of an nth-order
multipole located at z0 and having its potential singular
at z0. If a line charge with charge density q0 is located at
ðx0; y0Þ in a medium of permittivity e, for example, then
the charge is presented by a monopole or zero-order
multipole B0 ¼ �q0=2pe at z0 in the complex plane.

2.2. Re-expansion of the complex potential

This section describes three types of re-expansion of the
potentials in Eqs. (4) and (5). Here we use the term ‘‘re-
expansion’’ for processes that expand the function F about
a different center in the form of a multipole potential in
Eq. (4) or a local expansion in Eq. (5). The first two re-
expansions only translate the center of expansion (without
changing the form of expression), whereas the last one
rewrites the multipole potential into the form of local
expansion about a translated center of expansion. Combi-
nation of these types of re-expansion makes possible the
application of the method of multipole images for various
arrangements.

2.2.1. Translation of multipole expansion

Consider an nth-order multipole Bn located at z0 ¼
x0 þ iy0 in a complex plane, as shown in Fig. 1. The
complex potential FBn

due to this multipole is equal to
B0 lnðz� z0Þ for n ¼ 0 and Bn=ðz� z0Þn for nX1. With the
center of expansion moved to the origin O, we can re-
expand FBn

for jzj4jz0j, i.e., outside the circle of radius jz0j
and center O. The potential is expressed as

FBn
¼

X1
j¼n

FCj
, (6)

where Cj ðj ¼ n; nþ 1; . . .Þ are the multipoles located at O.
That is, FC0

¼ C0 ln z and FCj
¼ Cj=zj for jX1. The new

multipoles, Cj, are determined from Bn ðjXnÞ as follows
[11,12]:
For j ¼ 0,

C0 ¼ B0. (7)

For jX1,

Cj ¼ � z
j
0B0

j
if n ¼ 0, ð8Þ

¼ z
j�n
0

ðj � 1Þ!
ðj � nÞ!ðn� 1Þ! Bn if na0. ð9Þ
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2.2.2. Translation of local expansion

Let FLn
¼ Lnðz� z0Þn be an nth-order complex potential

expanded about z0 in the form of a local expansion. We can
translate the center of expansion to the origin O and
rewrite FLn

as

FLn
¼

Xn
j¼0

FMj
, (10)

FMj
¼ Mjz

j, (11)

where Mj ðj ¼ 0; 1; . . . ; nÞ are complex-number coefficients.
Using the polynomial expansion, we obtain the following
relation between the coefficients Mj and Ln ðnXjÞ:

Mj ¼
n!

j!ðn� jÞ! ð�z0Þn�jLn. (12)

2.2.3. Conversion from multipole expansion to local

expansion

Consider the same multipole in Fig. 1. We can express
the complex potential FBn

in the form of local expansion
with the center at the origin O for jzjojz0j, i.e., inside the
circle of radius jz0j and center O. The potential is re-
expressed as

FBn
¼

X1
j¼0

FMj
, (13)

where Mj ðj ¼ 0; 1; . . .Þ are the potential coefficients of the
re-expansion. The limit jzjojz0j of Eq. (13) is based on the
Taylor’s theorem [10]. We can determine Mj from Bn as
follows [11,12]:

For j ¼ 0,

M0 ¼ lnð�z0ÞB0 for n ¼ 0, (14)

M0 ¼
Bn

ð�z0Þn
for nX1. (15)

For jX1,

Mj ¼ �B0

jz
j
0

for n ¼ 0, (16)

Mj ¼ ð�1Þn Bn

z
nþj
0

ðj þ n� 1Þ!
j!ðn� 1Þ! for nX1. (17)

2.3. Multipole images for fundamental arrangements

This section describes multipole images for fundamental
arrangements that consist of only one object whose
boundary is a plane or a cylinder surface. The images, which
satisfy the boundary conditions on their corresponding
objects, are used in the repetitive procedure for arrangements
composed of two or more objects.

2.3.1. Image for a ground plane

Consider a multipole Bn located at z0 ¼ x0 þ iy0 above a
ground plane on the real axis of a z plane, as shown in
Fig. 2. The condition to be fulfilled is that of zero potential
on the ground plane. This can be done by placing an image
B0
n of the same order as Bn at z0 ¼ x0 � iy0. That is, on the

real axis ðy ¼ 0Þ of the z plane,

RefFBn
þ FB0

n
g ¼ 0. (18)

Because FBn
and FB0

n
are a logarithm function of z for

n ¼ 0 but a power function for nX1, we derive the relation
between B0

n and Bn separately for n ¼ 0 and for nX1.
If n ¼ 0,

FB0
þ FB0

0
¼ B0ðln r0 � iaÞ þ B0

0ðln r0 þ iaÞ, (19)

where ðr0;�aÞ are the polar coordinates of an arbitrary
point in x on the ground plane when z0 is treated as the
origin. That is, z� z0 ¼ r0 expð�iaÞ. Because Eq. (18) must
be true for any angle a, we get, from Eq. (19)

B0
0 ¼ �B0, (20)

where B0 is the complex conjugate of B0.
If nX1, the equation of the potential on the ground

plane becomes, for any n:

FBn
þ FB0

n
¼ Bn

rn0
expðinaÞ þ B0

n

rn0
expð�inaÞ. (21)

From the boundary condition in Eq. (18), we obtain

Bn;r cos na� Bn;i sin naþ B0
n;r cos naþ B0

n;i sin na ¼ 0. (22)

Here we denote the real and imaginary parts of any
potential coefficient An by An;r and An;i, respectively.
Obviously, Eq. (22) leads to the same relation between
B0
n and Bn as that in Eq. (20). Therefore, we conclude that

B0
n ¼ �Bn for nX0. (23)
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2.3.2. Images for a semi-infinite dielectric solid

Consider the arrangement of Fig. 2, but for the case
where the ground plane is replaced by a semi-infinite
dielectric solid. The permittivities of the dielectric solid and
the surrounding (external) medium are denoted by eI and
eE, respectively. Two multipole images, B0

n at z0 and B00
n at

z0, are used to satisfy the boundary conditions on the
planar dielectric interface at y ¼ 0. In the surrounding
medium, the complex potential FE resulting from the
multipoles Bn and B0

n can be expressed as

FE ¼ FBn
þ FB0

n
. (24)

Inside the dielectric solid, the complex potential FI is due
to B00

n:

FI ¼ FB00
n
. (25)

For this situation, the boundary conditions on the
dielectric interface are the continuities of the real potential
and normal electric flux density. To determine the multi-
pole images, B0

n and B00
n, we express the boundary

conditions in terms of the complex potentials as

RefFEg ¼ RefFIg (26)

and G
qRefFIg

qy
¼ qRefFEg

qy
, (27)

where G ¼ eI=eE defines the permittivity ratio. From the
Cauchy–Riemann equations, we obtain

qF
qz

¼ qImfFg
qy

� i
qRefFg

qy
¼ �i

qRefFg
qy

þ i
qImfFg

qy

� �
,

qF
qy

¼ i
qF
qz

. (28)

Using this relation, Eq. (27) may be rewritten as

G �Re i
qFI

qz

� �
¼ Re i

qFE

qz

� �
. (29)

As in Section 2.3.1, at any point z on the interface, z� z0 ¼
r0 expð�iaÞ and z� z0 ¼ r0 expðiaÞ ¼ z� z0. Using
Eqs. (26) and (29), we can evaluate B0

n and B00
n from Bn by

B0
n ¼ �G� 1

Gþ 1
Bn, (30)

B00
n ¼

2

Gþ 1
Bn. (31)

It should be noted here that the relations above describe
the most general case of a planar interface between two
dielectrics, where eI and eE are the permittivities of the
medium on the multipole side and that on the other side of
the interface, respectively.

2.3.3. Images for a grounded conducting cylinder

Consider next a grounded conducting cylinder of radius
R centered at the origin of a complex plane, as shown in
Fig. 3. Let Bn be a source multipole located at z0 outside
the cylinder ðjz0j4RÞ. Using the multipole re-expansion

method, the complex potential due to Bn can be rewritten
in the form of a local expansion for jzjojz0j:

FBn
¼

X1
j¼0

FMj
, (32)

where Mj are determined by using Eqs. (14)–(17).
To satisfy the zero-potential condition on the cylinder

surface, an infinite number of multipoles B0
j ðj ¼ 0; 1; . . .Þ

are inserted at the cylinder center as the images of Bn.
Matching the resultant potential to get

RefFB0
j
þ FMj

g ¼ 0 (33)

on the surface for each j, we can relate B0
j to Mj. As in the

previous section, we consider B0
j separately for j ¼ 0 and

for jX1.
For j ¼ 0,

B0
0;r lnR� B0

0;iyþM0;r ¼ 0, (34)

where Rðcos yþ i sin yÞ represents the cylinder surface. It
follows from Eq. (34) that

B0
0 ¼ �Re

M0

lnR

� �
. (35)

For jX1,

Re
B0
j expð�ijyÞ

Rj
þMjR

j expðijyÞ
� �

¼ 0. (36)

From Eq. (36), we can conclude that

B0
j ¼ �R2jMj for jX1. (37)

It is worth noting that the images described in this section
can apply to a conducting sphere on which the net charge is
given. In the most common case where the conductor
possesses no net charge, we obtain B0

0 ¼ 0, and also obtain
the same relation for the other B0

j as that for the grounded
cylinder in Eq. (37).
An inverse situation should be noted here for a multipole

Bn located at z0 inside a hollow conducting cylinder of
radius R centered at the origin, jz0joR, as shown in Fig. 4.
To satisfy the potential condition on the cylinder surface
ðjzj ¼ RÞ, we re-expand the potential of Bn about the

ARTICLE IN PRESS

Bn

z0

B ′j

iy

x
R

θ

Fig. 3. Multipole Bn and a grounded conducting cylinder. B0
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cylinder center ðz ¼ 0Þ using the translation of multipole
potential in Eqs. (7)–(9). Then, FBn

can be expressed for
jzj4jz0j as

FBn
¼

X1
j¼n

FCj
, (38)

where Cj are the multipoles at the cylinder center. Cj can
be determined from Bn using Eqs. (7)–(9). [Note that FBn

is
re-expanded in the form of a multipole potential in Eq. (38)
but in the form of a local expansion in Eq. (32).] The
resultant potential is the sum of FBn

and the potential due
to charges induced on the conducting cylinder surface. The
latter can be expressed by a local expression of Eq. (11)
about the cylinder center. Denoting this potential by FMj

,
we write the resultant potential inside the hollow cylinder
for this case as

F ¼ FBn
þ

X1
j¼n

FMj
¼

X1
j¼n

FCj
þ

X1
j¼n

FMj
, (39)

where FMj
¼ Mjz

j . To satisfy the zero-potential condition,
we get the following relations:

M0 ¼ � lnR � C0 (40)

and

Mj ¼ � Cj

R2j
for jX1. (41)

2.3.4. Images for a dielectric cylinder

Consider an arrangement shown in Fig. 5. A dielectric
cylinder having a radius R is centered at the origin of a
complex plane. The source is a multipole Bn located at z0
outside the cylinder. We denote the permittivities of the
cylinder and the surrounding medium by eI and eE,
respectively. For this arrangement, we separately express
the complex potentials FI in the interior and FE in the
exterior of the cylinder. The potentials are then determined
to satisfy the following boundary conditions on the
cylinder surface:

RefFIg ¼ RefFEg, (42)

G
qRefFIg

qr
¼ qRefFEg

qr
. (43)

The electric field of Bn induces polarization in the
dielectric cylinder, resulting in surface monopoles (i.e.,
surface charges in the real space) on the cylinder unless
G ¼ 1. Hence, the potential inside the cylinder is the sum of
the potential of Bn and that of the monopoles. The
resultant potential FI can be written in the form of a local
expansion about the cylinder center

FI ¼ FL ¼
X1
j¼0

FLj
, (44)

where Lj ðj ¼ 0; 1; . . .Þ are the potential coefficients to be
determined.
Similar to FI, the potential FE also results from the

source multipole Bn and the surface charges. We use
multipole images B0

j ðj ¼ 1; 2; . . .Þ at the cylinder center to
express the potential in the exterior due to the surface
charges. Therefore, FE is written for jzjXR in the form

FE ¼ FBn
þ FB0 ¼ FBn

þ
X1
j¼0

FB0
j
. (45)

Re-expanding the multipole potential FBn
into the form of

Eq. (32), we can rewrite FE for Rpjzjojz0j as

FE ¼
X1
j¼0

ðFMj
þ FB0

j
Þ. (46)

Note that the limit jzjojz0j arises from the re-expansion
of FBn

to FMj
. [The solution for jzj4jz0 is expressed in

Eq. (45).]
From the boundary conditions in Eqs. (42) and (43), it

follows that Lj in Eq. (44) and B0
j in Eq. (46) are related to

Mj as follows:

L0 ¼ RefM0g, (47)

B0
0 ¼ 0, (48)

and for jX1,

Lj ¼
2

Gþ 1
Mj, (49)

B0
j ¼ �G� 1

Gþ 1
R2jMj. (50)
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Note that classical books on electromagnetics (for example,
[3]) usually treat the problem of a line charge and a
dielectric cylinder by placing a line-charge image at the
center of the cylinder and another image at the inversion
point of the source. (If the source is at a distance r from the
cylinder center, the inversion point will be at a distance
R2=r on the straight line connecting the source and the
center.) In our approach, an infinite number of the
multipole images are inserted only at the center of
the cylinder. It can be shown by using the multipole re-
expansion that these two approaches give an equivalent
solution. Because the image position is restricted to the
center of the cylinder, the application of the method of
images to arrangements comprising more than two objects
becomes much simplified.

An inverse situation, where Bn is located inside the
cylinder, can also be treated in a manner similar to that of
the previous case. Consider the multipole Bn in Fig. 4, but
in this case let have a dielectric permittivity �I. After
applying the re-expansion, we obtain its potential in the
form of Eq. (38). The resultant potentials are

FI ¼ FBn
þ FM ¼

X1
j¼0

FCj
þ

X1
j¼0

FMj
(51)

inside the cylinder, where FMj
¼ Mjz

j; and

FE ¼
X1
j¼0

FC0
j

(52)

outside the cylinder, where C0
j are the multipole images.

The coefficients Mj and C0
j are determined from Cj to fit

the boundary conditions as follows:

C0
0 ¼ GC0, (53)

M0 ¼ ðG� 1Þ lnR � C0, (54)

and for jX1,

C0
j ¼

2G
Gþ 1

Cj, (55)

Mj ¼ G� 1

Gþ 1
R2jCj . (56)

2.4. Initial expression of complex potential for calculation

Solution by the method of images usually begins with an
initial complex potential that fulfills a boundary condition
on an object in the arrangement under consideration.
For example, the boundary condition may be a constant
potential on a conductor or may be a potential due to an
external uniform electric field. For cases that the arrange-
ment comprises more than one object, field calculation is
performed in an iterative manner after the initial potential
is obtained. This section explains the setting up of the
initial complex potential.

2.4.1. Stressed conducting cylinder

Suppose a conducting cylinder of potential f0 and radius
R0 is centered at ðx0; y0Þ. In the corresponding complex
plane, we can place a zero-order multipole B0 at z0 ¼
x0 þ iy0 to yield RefFB0

g ¼ f0 at any point z on the
cylinder surface ðjz� z0j ¼ R0Þ. From Eq. (4), it is obvious
that B0 can be determined by

B0 ¼
f0

lnR0
. (57)

The initial potential is then written as

F ¼ B0 lnðz� z0Þ. (58)

2.4.2. Stressed conducting cylinder and a ground plane

Suppose a conducting cylinder of potential f0 and radius
R0 is centered at ðx0; y0Þ above a ground plane located at
y ¼ 0, as shown in Fig. 6. In the corresponding complex
plane, we use images to obtain a complex potential F that
satisfies two conditions: (1) RefFg ¼ f0 at any point z that
jz� z0j ¼ R0 and (2) RefFg ¼ 0 on the real axis. Two
multipole images B0 and �B0 are inserted at zB ¼ x0 þ iyB
and zB, respectively, to fulfill both conditions. The height
yB can be calculated from y0 the radius R0 of the cylinder
by [13]

yB ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
y20 � R2

0

q
. (59)

The complex potential due to the two multipoles at a point
z is

F ¼ B0 ln
z� zB

z� zB
. (60)

From Eq. (60), the two multipoles can be determined from
f0 by

B0 ¼
f0

ln R0 y0 þ
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
y20 � R2

0

q� �� �	 . (61)
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2.4.3. External uniform field

Consider a physical configuration subjected to an
external uniform field. The potential due to the external
field is used as the initial complex potential. If an electric
field Ey exists in the downward vertical ð�yÞ direction, for
example, the real potential fEy

due to this external field at
any point ðx; yÞ is equal to
fEy

¼ f0 þ yEy, (62)

where f0 is the potential at the origin. The corresponding
complex potential FEy

at any point z ¼ xþ iy can be
expressed in the form of a local expansion as

FEy
¼ M0 þM1z, (63)

where M0 ¼ f0 and M1 ¼ �iEy.
If an external uniform field Ex is in the left-to-right,

horizontal ðþxÞ direction, the real potential fEx
at a point

ðx; yÞ is equal to
fEx

¼ f0 � xEx, (64)

and the complex potential FEx
is also in the form of

Eq. (63) with M0 ¼ f0 and M1 ¼ �Ex.
Note that the potentials fEy

in Eq. (62) and fEx
in

Eq. (64) are the well-known solution of Laplaces’s equation
for the uniform fields, whereas the complex potentials FEy

and FEx
are the analytic functions of z having their real

parts identical to fEy
and fEx

, respectively.

2.5. Calculation procedure

The method of images begins with the initial complex
potential that satisfies a boundary condition in the arrange-
ment of calculation, as described in Section 2.4. From the
initial potential, we place multipole images for each object in
the arrangement to fulfill the boundary conditions on the
object by using the images described in Section 2.3.
However, for an arrangement composed of more than one
object, each application of the images perturbs the potential
in the arrangement, making the boundary conditions on the
other objects unsatisfied. Thus, the images shall be applied
repetitively until the solution converges. (That is, the
magnitudes of multipole images to be inserted are so small
that their potential is lower than a required error level.)
More details on the repetitive procedure have been described
in [8,9,14]. A similar application of the potential re-
expansions has also been presented for three-dimensional
electric field calculation in [15].

It should be noted here that the presence of an energized
conducting cylinder may introduce a numerical problem in
calculation. This is because the potential due to a multipole
Bj ðjX1Þ vanishes as jzj ! 1 (infinitely far from the
multipole), but that due to a monopole B0 becomes
singular. This characteristic leads to numerical instability
when applying the multipole re-expansion and fundamen-
tal solutions during iteration, although the relations are
theoretically correct. Here, noting that jfB0

j consistently
decreases to zero as jzj increases from zero to unity, we

solve this problem by restricting the spatial dimensions of
the calculation arrangement to be smaller than unity. (An
arrangement with larger dimensions can be scaled so as to
conform to this restriction.) However, this approach has a
disadvantage, when it is implemented on a computer, that
the possible order of expansion to be used for the potential
is reduced, as dividing by zj [for example, in Eqs. (15) and
(16)] for a very small z may give a too large value
(numerical overflow).

3. Calculation examples

3.1. Conducting cylinder in a uniform field

A configuration of an electrically floating, conducting
cylinder of radius R and center z0 under a uniform electric
field E0 ¼ �iEy is taken as the first example. We begin with
the calculation with the external potential FEy

similar to
that in Eq. (63),

FM ¼ FEy
¼ M0 þM1ðz� z0Þ, (65)

where M0 is the potential at z0 and M1 ¼ �iEy. Note that
the potential is expanded about z0 in Eq. (65). Next,
multipole images B0

j, j ¼ 0 and 1, are placed at the cylinder
center to satisfy the boundary condition

RefFg ¼ constant (66)

on the cylinder surface, where

F ¼ FM þ FB0
j

¼
X1
j¼0

FMj
þ

X1
j¼0

FB0
j
. ð67Þ

Because the cylinder is a electrically floating conductor, the
net charge on it must be zero, that is,

B0
0 ¼ 0. (68)

Making use of Eq. (37), we get

B0
1 ¼ �iR2Ey. (69)

Therefore, the solution of the real potential f is expressed
as

f ¼ RefFg ¼ f0 þ r� R2

r

� �
Ey sin y, (70)

where f0 is the potential at ðx0; y0Þ, and ðr; yÞ are polar
coordinates when the cylinder center is taken as the origin.
Note that Eq. (70) gives the well known solution of this
arrangement [3].

3.2. Eccentric cylinders

The next example is a capacitor formed by two eccentric
conducting cylinders. The inner cylinder of radius Ri is
energized to a potential f0, whereas the outer cylinder of
radius Ro is grounded. Fig. 7 shows the configuration on
the complex plane, in which we take the origin, O, and the
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point z0, jz0j þ RioRo, as the centers of the outer and inner
cylinders, respectively. Although the solution of this
arrangement can be obtained using the bicylindrical
coordinate system [16], the method presented here is
applicable to general problems consisting of more than
one inner cylinder.

The repetitive procedure for the arrangement of Fig. 7
can be described as follows, in which the superscript ðiÞ

denotes the step of repetition.

(1) Place initial multipoles Bð1Þ at z0 to fit the potential f0

on the inner cylinder. From Eq. (4), we have

B
ð1Þ
0 ¼ f0

lnRi
, (71)

and B
ð1Þ
j ¼ 0 for jX1. The potential F between the

cylinders is then expressed by

F ¼ FBð1Þ ¼
X1
j¼0

F
B
ð1Þ
j

. (72)

(2) Translate all the multipoles Bð1Þ at z0 to multipoles C
ð1Þ
j

at O, the center of the outer cylinder. By using Eqs.
(6)–(9), we have

FBð1Þ ¼ FCð1Þ , (73)

where FCð1Þ is the total potential due to all C
ð1Þ
j .

(3) Apply the potential F
M

ð1Þ
j

in the form of local expan-
sion about O to match the potential due to each C

ð1Þ
j .

That is, on the outer cylinder,

F ¼ Fð1Þ ¼ FCð1Þ þ FMð1Þ ¼ 0, (74)

F
C

ð1Þ
j

þ F
M

ð1Þ
j

¼ 0. (75)

Here FM ð1Þ is the potential due to charges induced on
the outer cylinder. Its coefficients are calculated from
Cð1Þ by using Eqs. (40) and (41).

(4) Translate the center of expansion for FM ð1Þ to z0.
Denoting the re-expanded expression of FMð1Þ by F

M 0 ð1Þ ,
we have

FM ð1Þ ¼ F
M 0 ð1Þ , (76)

where M 0ð1Þ is calculated from M ð1Þ by using Eqs. (10)
and (12).

(5) Since F
M 0 ð1Þ influences the potential on the inner

cylinder, we place images Bð2Þ at z0 to cancel the
potential F

M 0 ð1Þ on the surface. The potential on the
inner cylinder becomes

F ¼ Fð1Þ þ FBð2Þ ¼ F0 (77)

or

F
M 0 ð1Þ

j

þ F
B
ð2Þ
j

¼ 0, (78)

where B
ð2Þ
j is related to M 0ð1Þ

j by Eqs. (35) and (37).
(6) Repeat Steps 2–5 until the potential F converges.

Fig. 8 shows the calculation results for Ri ¼ 0:5Ro and
z0 ¼ ð0:2Ro; 0:2RoÞ. The potential, normalized by f0, is
displayed on the gray scale at the bottom of the figure. The
calculation uses up to eighth-order ðj ¼ 0; 1; . . . ; 8Þ for the
expansion of potential and converges in about 20 steps to
an error level � ¼ 10�5% of the potential.

3.3. Multi-core dielectric cylinder under an external field

This example (Fig. 9) represents a simple model for
fibrous materials. In Fig. 9, a dielectric cylinder of radius
R0 is composed of a dielectric of permittivity eI and five
cores having radius Rc. Four of them are displaced from
the center of the dielectric cylinder by a distance d in both
horizontal and vertical directions, whereas the last core
is located at the center. The cylinder is placed in a
surrounding medium of permittivity eE under a vertical,
uniform external field E0. We have calculated this
arrangement for Rc ¼ 0:2R0, d ¼ 0:5R0, and eI=eE ¼ 4.
Two cases are treated here in which the cores are (a)
dielectrics having permittivity eC ¼ eE and (b) conductors.
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We omit the calculation procedure for this arrangement,
as it is principally the same as those for Section 3.2.
However, all the three types of multipole re-expansion
described in Section 2.2 must be used in the calculation.
The calculation results are shown in Fig. 10. The potential,

normalized to E0R0, is expressed on the gray scale at the
bottom. It can be seen from Fig. 10(a) that the electric field
inside the outer cylinder does not significantly deviate from
that of a homogeneous dielectric cylinder, in which the field
is uniform and equal to 0:5E0 for eI=eE ¼ 4. On the other
hand, the field in Fig. 10(b) is less intensified in the
dielectric cylinder than that in Fig. 10(a) as we can readily
notice from the potential scale. For both types of the cores,
we use up to 10th-order for the potential expansion and the
solutions converge within eight steps to an error level
� ¼ 10�5%.

3.4. Dielectric cylinder lying on a ground plane under an

electric field

The last example is an arrangement of a dielectric
cylinder of radius R lying on a ground plane under an
external uniform field E0 in the vertical direction (Fig. 11).
We denote the permittivities of the dielectric cylinder and
the surrounding medium by eI and eE, respectively. This
arrangement has been used to investigate the electric field
behavior at the contact point between a solid dielectric and
a conductor [17]. It is also equivalent, with respect to
electric field, to an arrangement of two dielectric cylinders
in contact under E0. The calculation procedure for this
arrangement begins with

F ¼ FE0
¼ M

ð1Þ
1 z, (79)

where M
ð1Þ
1 ¼ iE0, as explained in Section 2.4.3.

In the next step, multipoles Bð1Þ are inserted at the
center of the cylinder. For each j, B

ð1Þ
j is calculated from

M
ð1Þ
j with Eqs. (48) and (50). This step satisfies the

boundary condition on the dielectric interface. According
to Eq. (23), The ground plane also induces multipoles B0ð1Þ

j ,

at the distance R below the plane, as the images of B
ð1Þ
j .

Next, with Eqs. (14)–(17), the potential due to all B0ð1Þ is
re-expanded about the cylinder center in the form of local
expansion. The re-expansion gives Mð2Þ for the next
iteration. The application of images is repetitively done in
this manner. At the nth iteration, the potential outside the
dielectric cylinder is expressed by

F ¼ FE0
þ

Xn
k

XNj

j

F
B
ðkÞ
j

þ F
B0 ðkÞ

j

h i
, (80)

where Nj is the highest order of expansion used in the
calculation.
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Fig. 9. Dielectric cylinder under an external field E0.
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Fig. 10. Potential in the dielectric cylinder with (a) dielectric cores and

(b) conducting cores. The potential, normalized to E0R0, is expressed on

the gray scales in the figures.
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Fig. 11. Dielectric cylinder on a ground plane under an external field E0.
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