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1. บทคดัย่อภาษาไทยและภาษาองักฤษ 
 

บทคดัย่อภาษาไทย 

งานวจิยัน้ีศกึษาการประมาณสถานะฮารม์อนิกของระบบไฟฟ้ากําลงัทีต่ดิตัง้ระบบการ
ส่งไฟฟ้ากระแสสลบัแบบยดืหยุ่น (แฟกต์ส) สายส่งสามเฟสถูกแทนด้วยวงจรสมมูล π  บนพื้นฐาน
แบบจําลองทีข่ ึน้กบัความถี่ อุปกรณ์แฟกต์สถูกพจิารณาใหเ้ป็นแหล่งจ่ายฮารม์อนิกทีฉ่ีดกระแสฮารม์อ
นิกเขา้ไปในระบบไฟฟ้ากําลงั การแพร่ของรูปคลื่นกระแสฮาร์มอนิกจะขึ้นกบัพารามเิตอร์โครงข่าย 
งานวจิยัน้ีได้ศึกษาความไม่แน่นอนของทัง้พารามเิตอร์โครงข่ายและค่าการวดัด้วย พารามเิตอร์ของ
โครงข่ายจะอยู่ภายในขอบเขตความคลาดเคลื่อนยนิยอมค่าหน่ึง ฮาร์มอนิกของเฟสเซอร์กระแสและ
แรงดนั ณ ความถี่ฮาร์มอนิกที่สนใจจะถูกวดัโดยใช้หน่วยการวดัเฟสเซอร์ที่มจีํานวนเพียงพอ การ
ประมาณสถานะฮาร์มอนิกจะถูกสรา้งโดยองิเกณฑ์กําลงัสองน้อยสุดที่ถ่วงน้ําหนักเป็นรูปแบบระบบ
สมการเชงิเส้นแบบช่วงองิพารามเิตอร์ ผลเฉลยได้อยู่ในรูปของจํานวนช่วงซึ่งขอบเขตด้านนอกของ
ค่าตวัแปรสถานะ งานวจิยัน้ียงัไดเ้สนอวธิปีรบัค่าการถ่วงน้ําหนกัซึง่นําความไมแ่น่นอนของพารามเิตอร์
โครงข่ายมาพจิารณาดว้ย หลกัวธิกีารประมาณสถานะฮารม์อนิกที่นําเสนอไดถู้กประยุกต์ไปยงัระบบ
ไฟฟ้ากําลงัสามเฟส และผลลพัธ์เชิงตัวเลขที่ได้จากการทดสอบแสดงให้เห็นว่า หลกัวิธีที่นําเสนอ
สามารถหาขอบเขตดา้นนอกไดส้อดคลอ้งกบัผลการคาํนวณโดยการดําเนินการจําลองแบบมอนตคิารโ์ล 
แต่ใชเ้วลาการคาํนวณทีส่ ัน้กวา่มาก 
 
คาํสาํคญั: การประมาณสถานะ การประมาณสถานะฮาร์มอนิก กําลงัสองน้อยสุดที่ถ่วงน้ําหนัก 
คา่พารามเิตอรไ์มแ่น่นอน ระบบการสง่ไฟฟ้ากระแสสลบัแบบยดืหยุน่ 
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บทคดัย่อภาษาองักฤษ 

This research addresses the problem of harmonic state estimation of a power 
system containing flexible alternating current transmission system (FACTS). Three-phase 
transmission lines are represented by using a π equivalent circuit based on the frequency 
dependence model. FACTS devices are considered as harmonic sources which inject harmonic 
currents into power systems. Propagation of the harmonic current waveforms is dependent on 
the network parameters. Uncertainty of the network parameters and the measurements are also 
studied in this research. The network parameters are known to be within certain tolerance 
bounds. The harmonic voltage and current phasors at harmonics of interest are measured by 
using adequate numbers of phasor measurement units. The harmonic state estimation is 
formulated based on the weighted least squares (WLS) criterion as a parametric interval linear 
system of equations. The solutions are obtained as interval numbers representing the outer 
bound of state variables. A method for adjusting the weight used in WLS which takes uncertain 
network parameters into consideration is also proposed. The proposed harmonic state 
estimation algorithm is applied to the three-phase power systems and the results from 
numerical experiments show that the bounds of state variables obtained by the proposed 
method agree with those estimated by performing Monte Carlo simulations but with much 
shorter computation time. 
 
Keywords: state estimation, harmonic state estimation, weighted least squares method, 
parameter uncertainty, flexible alternating current transmission system 
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2. Executive Summary 

ระบบไฟฟ้ากาํลงัทีท่นัสมยัจะมรีะบบการสง่ไฟฟ้ากระแสสลบัแบบยดืหยุน่ (Flexible Alternating 
Current Transmission System หรอื FACTS) หรอื อุปกรณ์แฟกตส์ เน่ืองจากอุปกรณ์แฟกตส์สามารถ
ควบคุมกําลงัไฟฟ้าไดอ้ยา่งรวดเรว็โดยไมต่อ้งเปลีย่นแปลงโครงสรา้งเครอืขา่ย อุปกรณ์แฟกตส์สามารถ
ปรบัปรงุระบบในสภาวะอยูต่วัและชัว่ครู ่นอกจากน้ียงัช่วยลดการสญูเสยีพลงังานและเพิม่ความสามารถ
ในการควบคุมการถ่ายโอนกําลงัไฟฟ้า เน่ืองจากอุปกรณ์แฟกต์สประกอบดว้ยอุปกรณ์อเิล็กทรอนิกส์
กําลังที่มีลักษณะเป็นการสวิตซ์ที่มีการปิด-เปิดวงจรที่ความถี่สูง ดังนัน้ อุปกรณ์แฟกต์สจึงเป็น
แหล่งกําเนิดฮารม์อนิกของกระแสและแรงดนัทีส่ําคญัในระบบไฟฟ้ากําลงั [1]-[2] ระดบัของฮารม์อนิกที่
กําเนิดขึน้จะมคีวามสมัพนัธก์บัปจัจยัหลายอย่าง เช่น จุดทํางาน โครงสรา้ง พกิดั และชนิดของอุปกรณ์
แฟกต์ เป็นตน้ ระดบัของฮารม์อนิกทีเ่กดิขึน้ในแต่ละเฟสอาจแตกต่างกนัอนัเน่ืองมาจากความไม่สมดุล
ของระบบไฟฟ้ากําลงั การตดิตัง้วงจรกรองฮารม์อนิกและวธิกีารต่อขดลวดหมอ้แปลงอาจช่วยลดระดบั
ของฮารม์อนิก หรอื ขจดัฮารม์อนิกในบางอนัดบัออกไปได ้ [1]  อย่างไรกต็าม การออกแบบทีเ่หมาะสม
จาํเป็นตอ้งใชข้อ้มลูระดบัของฮารม์อนิกของกระแสและแรงดนัในชว่งความถีท่ีส่นใจ 

แนวคิดพื้นฐานของการประมาณสถานะของระบบไฟฟ้ากําลังจะขึ้นกับความสมัพนัธ์ทาง
คณิตศาสตร์ระหว่างตัวแปรสถานะของระบบและข้อมูลการวดัที่เกิดขึ้นจริง วตัถุประสงค์ คือ เพื่อ
ประมาณสถานะที่สําคญัของระบบไฟฟ้ากําลงั ผู้ปฏิบตัิงานจะต้องมีความมัน่ใจในผลที่ได้จากการ
ประมาณสถานะก่อนทีจ่ะทําการตดัสนิใจทีส่าํคญั ปกตแิลว้โครงขา่ยบางสว่นของระบบไฟฟ้าและขอ้มลู
การวดัทีเ่กดิขึน้จรงิจะใชใ้นการกําหนดปญัหาการประมาณสถานะ โดยสมมตใิหข้อ้มูลพารามเิตอรข์อง
ระบบไฟฟ้ามคีวามถูกตอ้ง และมกัใชว้ธิกีําลงัสองน้อยสุดทีถ่่วงน้ําหนัก (Weighted least squares 
method) ในการแกป้ญัหา ในทางปฏบิตันิัน้พารามเิตอรข์องระบบจะมกีารเปลี่ยนแปลงอนัเน่ืองจาก
เงื่อนไขการทํางานของระบบไฟฟ้าโดยเฉพาะอย่างยิง่อุปกรณ์ควบคุมการไหลกําลงั นอกจากน้ีความ
ต้านทานและความเหน่ียวนําของสายส่งอาจจะเปลี่ยนแปลงอย่างมีนัยสําคญักบัอุณหภูมิ ดงันัน้ไม่
เพยีงแต่รูปแบบที่เปลี่ยนแปลงของปจัจยัความคลาดเคลื่อนของขอ้มูลการวดัที่ไดจ้ากเครื่องวดัเท่านัน้ 
แต่ยงัมปีจัจยัความแปรปรวนของพารามเิตอรโ์ครงขา่ยดว้ยทีเ่ป็นทีม่าของความไม่แน่นอนทีพ่บในการ
ประมาณสถานะ 

โครงงานวิจยัน้ีได้พฒันาตวัประมาณสถานะของระบบไฟฟ้ากําลงัที่ติดตัง้อุปกรณ์แฟกต์สที่
พจิารณาความไมแ่น่นอนของพารามเิตอร ์ฮารม์อนิกของกระแสและแรงดนับสัจะไดม้าจากหน่วยการวดั
เฟสเซอร ์(Phasor Measurement Units) และถูกใชเ้ป็นขอ้มลูการวดั ฮารม์อนิกของแรงดนับสัจะเป็นตวั
แปรสถานะที่ต้องประมาณค่า ขอ้มูลพารามเิตอร์โครงข่ายที่ฮาร์มอนิกอนัดบัต่างๆ ได้มกีารพจิารณา
ความแปรปรวนของพารามเิตอรโ์ครงขา่ยใหม้คี่าอยู่ในขอบเขตทีแ่น่นอน ตวัประมาณสถานะทีนํ่าเสนอ
สามารถประมาณสถานะฮารม์อนิกอนัดบัต่างๆ ทีเ่กดิจากอุปกรณ์แฟกต์ในระบบไฟฟ้ากําลงัได ้และยงั
สามารถนํามาใชศ้กึษาผลกระทบของความไม่แน่นอนของพารามเิตอรโ์ครงข่ายและค่าการวดัในระบบ
ไฟฟ้ากาํลงัไมส่มดุลไดอ้กีดว้ย 
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3. วตัถปุระสงค ์ 

3.1  เพือ่ศกึษาผลกระทบของความไมแ่น่นอนของพารามเิตอรใ์นระบบไฟฟ้ากาํลงั 
3.2  เพื่อพฒันาตวัประมาณสถานะของระบบไฟฟ้ากําลงัทีม่อุีปกรณ์แฟกต์สทีพ่จิารณาความไม่

แน่นอนของพารามเิตอร ์
 
4. วิธีทดลอง  

ในการวจิยัไดจ้าํลองระบบไฟฟ้ากําลงัขึน้บนโปรแกรม PSCAD/EMTDC [3] และใชโ้ปรแกรม
คาํนวณพารามเิตอรส์ายสง่ทีพ่ฒันาขึน้โดย Prof. Neville R. Watson ภาควชิาวศิวกรรมไฟฟ้าและ
คอมพวิเตอร ์มหาวทิยาลยัแคนเทอรเ์บอรี ่(University of Canterbury) ประเทศนิวซแีลนด ์การศกึษา
กาํหนดใหอุ้ปกรณ์แฟกตส์เป็นแหล่งกาํเนิดฮารม์อนิกในระบบไฟฟ้ากาํลงั [1] [4] อุณหภมูเิฉลีย่และระยะ
หย่อน (Sag) ของตวันําสายส่งแต่ละเสน้จะเปลีย่นแปลงอยู่ในช่วงทีก่ําหนด และความเหน่ียวนํารัว่ของ
หมอ้แปลงกเ็ปลี่ยนแปลงอยู่ในช่วงทีก่ําหนด ดงันัน้ ความไม่แน่นอนของพารามเิตอรโ์ครงข่ายในระบบ
ไฟฟ้ากําลงัจงึเกดิจากการเปลี่ยนแปลงของพารามเิตอรส์ายส่งและพารามเิตอรห์มอ้แปลง พารามเิตอร์
สายส่งแต่ละเฟสและพารามเิตอร์ของหม้อแปลงจะคํานวณที่ความถี่ฮาร์มอนิกอนัดบัต่างๆ ในช่วงที่
พจิารณา ซึง่ขอ้มลูเฟสเซอรก์ระแสและแรงดนั ณ ฮารม์อนิกอนัดบัต่างๆ จะถูกวดัโดยหน่วยการวดัเฟส
เซอรเ์พื่อใชเ้ป็นค่าการวดั แอดมติแตนซ์ของสายส่งและหมอ้แปลง ณ ฮารม์อนิกอนัดบัต่างๆ จะถูกใช้
เพือ่สรา้งสมการการวดั เน่ืองจากในการวจิยัน้ีค่าอุณหภูมขิองสายสง่มกีารเปลีย่นแปลงดว้ย ดงันัน้แต่ละ
อนัดบัฮารม์อนิกกจ็ะมคี่าแอดมติแตนซข์องสายสง่ทีห่ลายค่าอุณหภูม ิการประมาณสถานะฮารม์อนิกใน
ระบบไฟฟ้ากําลงัจะดําเนินการในทํานองเดยีวกบัการประมาณสถานะทีค่วามถี่มูลฐาน โดยจะใชข้อ้มูล
ของพารามเิตอรโ์ครงขา่ยและคา่ทีว่ดัไดจ้ากฮารม์อนิกนัน้ๆ เพือ่ประมาณสถานะเฟสเซอรแ์รงดนับสัของ
ฮาร์มอนิกนัน้ๆ สถานะเฟสเซอรก์ระแสในระบบสามารถคํานวณได้จากขอ้มูลพารามเิตอร์สายส่งและ
สถานะเฟสเซอรแ์รงดนับสัทีป่ระมาณได ้

โดยการใชห้น่วยการวดัเฟสเซอร ์หรอื เครื่องวดัเฟสเซอร ์ในการวดัปรมิาณฮารม์อนิกของเฟส
เซอร์กระแสและเฟสเซอร์แรงดนั และใช้ตัวแปรสถานะในพิกัดฉาก สมการการวดัของปญัหาการ
ประมาณสถานะฮารม์อนิก ณ ฮารม์อนิกใดๆ สามารถเขยีนไดเ้ป็น 

 
= +z Hx e   (1) 

 
โดยที ่

 
N∈\x  คอื เวกเตอรข์องตวัแปรสถานะ ซึง่เป็นสว่นจรงิและสว่นจนิตภาพของแรงดนับสั 

 
M N×∈\H  คอื เมทรกิซก์ารวดั (Measurement matrix) 

 
M∈\z       คอื เวกเตอรข์องคา่ทีไ่ดจ้ากเครือ่งวดัเฟสเซอร ์

 
M∈\e      คอื คา่สว่นตกคา้งการวดั (Measurement residue) 
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 M   คอื จาํนวนของเครือ่งวดั 
 N   คอื จาํนวนของตวัแปรสถานะ 
 
สถานะที่ประมาณได้จะได้มาโดยการหาค่าตํ่าสุดของฟงัก์ชนัเป้าหมายแบบกําลงัสองน้อยสุดที่ถ่วง
น้ําหนกั ต่อไปน้ี 

 ( ) ( ) ( )1−= − −T
zJ x z Hx R z Hx    (2) 

ตวัยก T  แทนการสลบัเปลีย่น (Transposition) และเมทรกิซ ์ zR  เรยีกวา่ เมทรกิซค์วามแปรปรวนรว่ม
เกีย่ว (Covariance matrix) 
 

,1

,2

,

2

2

2

0 0 0

0 0 0

0 0 0
0 0 0

σ

σ

σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

%

M

z

z

z

zR  

 

โดยที ่
,

2σ
iz
 คอื ความแปรปรวนรว่มเกีย่วของเครือ่งวดั เครือ่งที ่ i  

 
ผลเฉลยของวธิกีาํลงัสองน้อยสดุทีถ่่วงน้ําหนกั คอื 
 

1 1ˆ T− −= zx G H R z    (3) 

เมทรกิซ ์ 1−= T
zG H R H เรยีกวา่ เมทรกิซข์ยาย (Gain matrix) สงัเกตวา่ x̂  สามารถคาํนวณไดจ้าก 

1

ˆ
α −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

T 00

z

xH
y zH R

   (4) 

 
โดยที ่ 

0  คอื เมทรกิซศ์นูย ์ 

y  คอื เมทรกิซห์ุน่ (Dummy matrix) 
α  คอื ตวัประกอบการปรบัมาตรา (Scaling factor) เพื่อช่วยปรบัปรุงเลขเงือ่นไข (Condition 

number) 
สงัเกตวา่ ผลเฉลยของสมการที ่(4) สามารถไดม้าโดยไมต่อ้งทาํซํ้า 
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 เครื่องวดับางเครื่องก็อาจจะให้ข้อมูลไม่ดีและส่งผลให้ค่าที่ประมาณได้มคีวามคลาดเคลื่อน
ออกไปจากค่าที่ถูกต้อง ตวัแปรสถานะทีป่ระมาณไดจ้ะไม่มคีวามน่าเชื่อถอื ผลเฉลยของการประมาณ
สถานะจงึควรตอ้งไดร้บัการตรวจสอบการมอียูข่องขอ้มลูไม่ด ีซึง่ถา้มขีอ้มลูไมด่อียูใ่นระบบการวดักค็วร
มีวิธีการบ่งชี้ไปยงัเครื่องวดัที่เกี่ยวข้อง เพื่อขจดัเครื่องวดัที่ให้ข้อมูลไม่ดีออกไปจากระบบการวดั 
ประสทิธภิาพในการตรวจสอบและบ่งชีข้อ้มลูไมด่จีะขึน้กบัปจัจยัหลายอยา่ง เช่น จาํนวนของเครื่องวดัที่
มอีย่างเหลือเฟือ ตําแหน่งติดตัง้ และชนิดของเครื่องวดั เป็นต้น ในการประมาณสถานะนิยมใช้วิธี
ทดสอบสว่นตกคา้งปกตสิงูสุด (Largest normalized residual) [5] เพื่อการตรวจสอบและบ่งชีข้อ้มลูไมด่ ี
คา่สว่นตกคา้งคาํนวณไดจ้าก 
 

ˆ= −r z Hx    (5) 
 
เมทรกิซค์วามแปรปรวนรว่มเกีย่วของคา่สว่นตกคา้งคาํนวณไดจ้าก 
 

1−= − T
r zR R HG H    (6) 

 
สว่นตกคา้งปกตคิาํนวณไดจ้าก 
 

{ }( ) 1

,1 ,, , ,
−

= …n MDiag R Rr rr r    (7) 

 
โดยที ่ ,kRr  คอื สมาชกิแนวทแยง ตวัที ่k

 
ของเมทรกิซ ์ rR  

   

 ถา้ส่วนตกคา้งปกตสิงูสุดมคี่าน้อยกว่าค่าทีก่ําหนดไวแ้สดงว่าไม่มขีอ้มลูไม่ดแีละผลเฉลยทีไ่ดม้ี
ความน่าเชื่อถอื แต่ถา้สว่นตกคา้งปกตสิงูสุดมคี่าสงูกว่าค่าทีก่ําหนดไวแ้สดงว่ามขีอ้มลูไมด่ปีรากฏอยูใ่น
การประมาณสถานะ การขจดัขอ้มลูไม่ดสีามารถกระทําไดโ้ดยการขจดัเครื่องวดัทีน่่าสงสยัออกไป แลว้
ประมาณสถานะใหมจ่นกระทัง้สว่นตกคา้งปกตสิงูสุดมคี่าน้อยกว่าค่าทีก่ําหนดไว ้ปกตคิ่าทีก่ําหนดไวม้กั
เป็น 3.0 ซึง่ครอบคลุม 99 เปอรเ์ซน็ต ์ของระดบัความเชื่อถอืไดข้องการกระจายปกต ิ[5] 
 โดยทัว่ไปหลกัวธิกีารประมาณสถานะมกัสมมตใิหค้่าตวัแปรของโครงขา่ยเป็นทีท่ราบกนัอย่าง
แน่นอน ในทางปฏบิตันิัน้สมมตฐิานน้ีเป็นไปไดย้ากโดยเฉพาะอย่างยิง่เมื่อพจิารณาทีฮ่ารม์อนิกอนัดบั
สูงๆ เน่ืองจากเป็นเรื่องยากมากที่จะทราบค่าที่แน่นอนของพารามิเตอร์โครงข่าย อย่างไรก็ตาม 
พารามเิตอรโ์ครงข่ายอาจจะพจิารณาใหม้คี่าอยู่ในขอบเขตทีแ่น่นอนได ้พารามเิตอรส์ายส่งจงึสามารถ
แทนไดด้ว้ยเลขคณติสมัพรรค (Affine arithmetic) [6] ดงัน้ี 
 

1

εΔ
=

= +∑
P

m k k
k

p p p    (8) 
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โดยที ่
[ 1,1]ε ∈ −k  

  mp   คอื คา่ปกตขิองพารามเิตอร ์ p  

 

Δkp   คอื คา่เปลีย่นแปลงสงูสดุของพารามเิตอร ์ p  อนัเน่ืองจาก ε k  

 

P   คอื จาํนวนของพจน์ไมแ่น่นอน  
 
เมือ่ใชเ้ลขคณติสมัพรรคพจิารณาความไมแ่น่นอนของโครงขา่ย เมทรกิซก์ารวดัสามารถเขยีนไดเ้ป็น 
 

( ) 0
1

εΔ
=

= +∑
P

m k k
k

H p H H    (9) 

 
โดยที ่ 

1 2[ ]np p p= …p  คอื เวกเตอรข์องพารามเิตอรท์ีไ่มแ่น่นอนของโครงขา่ย 

0mH   คอื เมทรกิซก์ารวดัทีไ่ดม้าจากคา่ปกตขิองพารามเิตอรโ์ครงขา่ยทัง้หมด  

ΔkH   คอื เมทรกิซบ์รรจุพจน์ไมแ่น่นอนทัง้หมด อนัเน่ืองจาก ε k   
 
สมการที ่(4) อาจเขยีนแยกระหวา่งเมทรกิซก์ารวดัและพารามเิตอรโ์ครงขา่ย ไดเ้ป็น 
 

0
1

ˆ
ε

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞
+ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑

P

m k k
k

0x
A A

y z
   (10) 

 
โดยที ่
 

0 α
Δ

Δ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦

T T
m k

m k
m k

0 0
0z

H H
A A

H R H

 

 

    
 

กําหนดให ้[ ]a  แทนจํานวนช่วงที่มเีซตเป็นเลขจรงิและมคี่าอยู่ในช่วงขอบเขตตํ่าสุด a

 

และขอบเขต

สงูสดุ a  หรอื เขยีนไดเ้ป็น { }a a a a≤ ≤  ดงันัน้ โดยการใชจ้าํนวนชว่งกบัสมการที ่(10) จะได ้

 

[ ] [ ]0
1

ε
=

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
P

m k k
k

A A u b    (11) 
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โดยที ่

    [ ] [ ] [ ]ˆ⎡ ⎤= ⎣ ⎦
T T Tu x y   

และ  

         ⎡ ⎤= ⎣ ⎦
TT0b z   

 
สงัเกตวา่ ε k  ถูกแทนทีด่ว้ย [ ] [ ]1,1ε ∈ −k  
 
กรณคีา่การวดัอยูใ่นขอบเขตดว้ยหรอื ≤ ≤z z z  เวกเตอร ์ b  ในสมการที ่ (11) สามารถเขยีนเป็น

เวกเตอรช์ว่ง [ ] [ ]⎡ ⎤= ⎣ ⎦
TT0b z  ในทีน้ี่ [ ] [ ],=z z z  

 
ผลลพัธข์องการประมาณสถานะจะไดม้าจากการหาผลเฉลยของสมการที ่(11) ในการแกส้มการที ่(11) 
อาจเลอืกใชว้ธิทีีม่กีารนําเสนอในบทความ [7]-[13] ในงานวจิยัน้ีไดห้าผลเฉลยโดยวธิบีนพืน้ฐานของ
บทความ [14] 
 โดยทัว่ไปแล้ว เมทรกิซ์น้ําหนัก 1−

zR  จะได้มาจากส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานของเครื่องวดั ใน
บทความ [15] ไดนํ้าเสนอหลกัวธิกีารปรบัเมทรกิซ์น้ําหนักน้ี แต่ไม่ไดพ้จิารณาความไม่แน่นอนของ
พารามเิตอรโ์ครงขา่ย ในงานวจิยัน้ีจะนําเสนอวธิกีารปรบัเมทรกิซน้ํ์าหนกัโดยพจิารณาความไมแ่น่นอน
ของพารามเิตอรโ์ครงขา่ยใหเ้สมอืนเป็นความผดิพลาดการวดัสมมลู พจิารณารปูที ่1 ความสมัพนัธข์อง
กระแสสามารถเขยีนไดเ้ป็น 
 

, ,+ Δ = + Δ + + Δm ft m ft ff m ffz z i i i i    (12) 

 
โดยที ่  ตวัหอ้ย m  แทน คา่ปกต ิ
 Δ   แทน การเบีย่งเบน  
 Δz   คอื คา่ผดิพลาดทีเ่กดิจากเครือ่งวดั z  
 Δ fti   คอื การเบีย่งเบนของกระแสทีไ่หลผา่น fty  

 Δ ffi   คอื การเบีย่งเบนของกระแสทีไ่หลผา่น ffy  

สงัเกตวา่ fty  และ ffy  เป็นแหล่งกาํเนิดความไมแ่น่นอนของพารามเิตอรโ์ครงขา่ย 

ต่อมา สมการการวดัสามารถเขยีนใหมไ่ดเ้ป็น 
 

+ Δ = + Δm m mz z H x d    (13) 
 
โดยที ่Δd  คอื การเบีย่งเบนทัง้หมดของ m mH x   
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รปูท่ี 1 ความผดิพลาดการวดัสมมลูอนัเน่ืองจากความไมแ่น่นอนของพารามเิตอรส์ายสง่ 

 
สงัเกตว่า พจน์ Δ − Δz d  อาจถูกพจิารณาใหเ้ป็นความผดิพลาดการวดัสมมูล และเน่ืองจาก Δz

 
มี

ความสมัพนัธ์กบัความผิดพลาดของเครื่องวดั ขณะที่ Δd  ก็แทนความไม่แน่นอนที่เกิดจากความ
แปรปรวนของพารามเิตอรส์ายสง่ ดงันัน้ Δz  และ Δd  จะถูกสมมตใิหม้คีวามเป็นอสิระจากกนั 
 
เมทรกิซค์วามแปรปรวนรว่มเกีย่วสมมลู (Equivalent covariance matrix) จงึประมาณไดจ้าก 
 

{ }, ,1 ,, ,= + + …eq MDiag R Rz z d z d dR R R = R    (14) 

 
โดยที ่ ,iRd  คอื ความแปรปรวนของ Δ id  

สมมติว่า ทราบ [ ]x  ซึ่งก็คือค่าที่เป็นไปได้ทัง้หมดของตัวแปรสถานะ x  ต่อมา ค่า dR  สามารถ
คาํนวณไดจ้าก 
 

[ ] [ ][ ]=d H x   (15) 
 
สงัเกตว่า เวกเตอรช์่วง [ ]d  จะใหค้่าทีเ่ป็นไปไดท้ัง้หมดของ [ ][ ]H x  และโดยการสมมตใิหค้วาม
แปรปรวนของ d  กระจายแบบสมํ่าเสมอ เมทรกิซค์วามแปรปรวนรว่มเกีย่ว dR  จะคาํนวณไดจ้าก 
 

[ ]( ) [ ]( )2 2
1

1 rad rad
3

⎧ ⎫⎡ ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭
… MDiag d ddR =    (16) 

 
เน่ืองจากในขัน้ตอนแรกเริม่จะไม่ทราบค่า [ ]x  ดงันัน้ การคํานวณอาจจะใช ้ mx  เป็นค่าเดาแรกเริม่ 
ต่อมาคอ่ยทาํซํ้าโดยปรบัคา่น้ําหนกัและประมาณขอบเขต x  จนกระทัง่ลู่เขา้หาผลเฉลย  
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กระบวนการปรบัน้ําหนกัในการประมาณสถานะอาจสรปุเป็นขัน้ตอนอยา่งงา่ยไดด้งัน้ี 
 

 

 คาํนวณคา่ปกตขิอง mx  โดยใช ้ 1−
zR  เป็นน้ําหนกั 

 กาํหนด [ ]( )0
,, ,← ←m eqz zx x R R  และ 0←k  

ทาํซํา้ 

− เพิม่คา่ตวันบัรอบ 1← +k k   

− คาํนวณ [ ] [ ][ ]( )1−= kd H x   

− คาํนวณ dR  โดยใชส้มการที ่(16)  

− ปรบัคา่ของเมทรกิซค์วามแปรปรวนรว่มเกีย่ว , = +eqz z dR R R   

− แกส้มการที ่(11) เพือ่หา[ ]( )kx  โดยใช ้ 1−
,eqzR  เป็นน้ําหนกั 

จนกระทัง่ ขอบเขตของ [ ]( )kx  ลู่เขา้ 
  

 
ในงานวจิยัน้ี กําหนดใหก้ารลู่เขา้เกดิเมื่อการเปลีย่นแปลงของทัง้ขอบเขตบนและขอบเขตล่างของ [ ]x  
มคีา่น้อยกวา่ 10-4 
 
5. ผลการทดลอง  

 ตวัประมาณสถานะทีนํ่าเสนอไดร้บัการพฒันาขึน้บนโปรแกรม MATLAB [16] และใช ้INTLAB 
[17] ในการคาํนวณจาํนวนช่วง การทดสอบดาํเนินการบนคอมพวิเตอรท์ีใ่ช ้Intel Core i3–2120, 3.30 
GHz และหน่วยความจาํ 4 GB ในการทดสอบใชข้อ้มลูของระบบไฟฟ้ากําลงั ขนาด 220 kV ความถีม่ลู
ฐาน 50 เฮริตซ์ ซึ่งเป็นระบบไฟฟ้ากําลงัทางตอนใต้ของเกาะใต้ ประเทศนิวซีแลนด์ [18] โดยใช้ฐาน
กาํลงั 100 MVA 
 รปูที ่2 แสดงระบบไฟฟ้ากําลงัทีไ่ดป้รบัแต่งโดยการเพิม่แหล่งจ่ายกระแสฮารม์อนิก โครงขา่ย
ของระบบไฟฟ้ากําลงัประกอบดว้ยสายส่งวงจรเดีย่ว จํานวน 2 วงจร เชื่อมโยงระหว่างบสั Roxburgh 
และบสั Invercargill สายสง่วงจรคู่ จาํนวน 3 วงจร เชื่อมโยงระหว่างบสั Manapouri บสั Invercargill 
และบสั Tiwai โดยมแีหล่งจ่ายกระแสฮารม์อนิกเป็นตวัแปลงผนั 6 พลัส ์(Six-pulse converter) ต่ออยูท่ี่
บสั Tiwai ตวัแปลงผนัมขีนาดพกิดั 600 MVA และบสั Tiwai ไมไ่ดต้ดิตัง้วงจรกรองฮารม์อนิก ขอ้มลู
กระแสฮารม์อนิกทีเ่กดิจากตวัแปลงผนั 6 พลัส ์แสดงดงัตารางที ่1 ซึง่ฮารม์อนิกอนัดบั 1 จะไม่ถูก
พจิารณาในงานน้ีเพราะเป็นความถีม่ลูฐานของระบบ  
 ในการทดสอบ สมมตใิหอุ้ณหภูมเิฉลีย่ของตวันําสายสง่เป็น 20 องศาเซลเซยีส และระยะหยอ่น
ของตวันําสายสง่เป็น 2 เมตร ระบบการวดัใชเ้ครือ่งวดัสามเฟสทีป่ระกอบดว้ย เครื่องวดัเฟสเซอรแ์รงดนั 
4 เครื่อง และเครื่องวดัเฟสเซอรก์ระแส 6 เครื่อง เน่ืองจากสถานะทีป่ระมาณเป็นเฟสเซอรแ์รงดนัทีทุ่ก
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บสั ดงันัน้ จะได ้M = 72 และ N = 54 สว่นเบีย่งเบนมาตรฐานของเครื่องวดัเฟสเซอรแ์รงดนัและกระแส 
มคีา่เทา่กบั 1 เปอรเ์ซน็ต ์และ 3 เปอรเ์ซน็ต ์ของคา่ทีอ่า่นได ้
 แบบจําลองที่ใช้เป็นแบบจําลองฮาร์มอนิกสามเฟสซึ่งพิจารณาความไม่สมดุลและคัปปลิ้ง 
(Coupling) ระหว่างเฟส วงจรสมมลูแบบ π  ของสายส่งคํานวณโดยใชร้ายละเอยีดทางกายภาพของ
สายส่ง ขอ้มูลตวันํา และความต้านทานดนิ สําหรบัความต้านทานของตวันําจะแปรตามอุณหภูมขิอง
ตวันําและสามารถคํานวณไดจ้ากสตูรในบทความ [20] สมัประสทิธิอุ์ณหภูมขิองตวันําทีเ่ป็นอลูมเินียม
และสายดนิทีเ่ป็นเหลก็มคี่าเป็น 0.00403 และ 0.003 ต่อองศาเซลเซยีส ตามลําดบั เน่ืองจากอุณหภูมิ
เฉลีย่ของตวันําและระยะหยอ่นของสายสง่มคีวามสมัพนัธใ์นลกัษณะเป็นเชงิเสน้ [21] [22] งานวจิยัน้ี 
สมมตใิหร้ะยะหยอ่นเพิม่ขึน้ 0.04 เมตร ถา้อุณหภูมเิฉลีย่ของตวันําเพิม่ขึน้ 1 องศาเซลเซยีส อยา่งไรก็
ตาม ในทางปฏบิตั ิอุณหภูมขิองสายส่งอาจไดม้าโดยการเฝ้ามองระบบในเวลาจรงิ ในงานวจิยัพจิารณา
อุณหภูมเิฉลี่ยของสายส่งเป็นพารามเิตอรไ์ม่แน่นอน โดยสมมตใิหอุ้ณหภูมแิปรปรวนอยู่ในช่วง 0-40 
องศาเซลเซยีส และแอดมติแตนซร์ัว่ของหมอ้แปลงแปรปรวนอยูใ่นชว่งไมเ่กนิ 5 เปอรเ์ซน็ต ์
 
 
 

   
รปูท่ี 2 แผนภาพเสน้เดยีวของระบบทดสอบประเทศนิวซแีลนด ์
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ตารางท่ี 1 ระดบัของกระแสฮารม์อนิก [19] 
 

ความถี ่
(เฮริตซ)์ 

ฮารม์อนิก
อนัดบั 

ตวัแปลงผนั 6 พลัส ์
รแีอกเตอรค์วบคุมดว้ย 

ไทรสิเตอร ์
ขนาด 

(ต่อหน่วย) 
มมุ 

(องศา) 
ขนาด 

(ต่อหน่วย) 
มมุ 

(องศา) 
50 1 1.0000 -49.56 1.0000 46.92 
250 5 0.1941 -67.77 0.0702 -124.40 
350 7 0.1309 11.90 0.0250 -29.87 
550 11 0.0758 -7.13 0.0136 -23.75 
650 13 0.0586 68.57 0.0075 71.50 
850 17 0.0379 46.53 0.0062 77.12 
950 19 0.0329 116.46 0.0032 173.43 

1,150 23 0.0226 87.47 0.0043 178.02 
1,250 25 0.0241 159.32 0.0013 -83.45 
1,450 29 0.0193 126.79 0.0040 -80.45 

 
  
 

 5.1 ผลกระทบจากความไม่แน่นอนของพารามิเตอรโ์ครงข่าย 
  หวัขอ้น้ีนําเสนอผลลพัธข์องการประมาณสถานะฮารม์อนิกภายใตก้ารเปลีย่นแปลงของ
พารามเิตอรโ์ครงขา่ยโดยใชเ้มทรกิซค์วามแปรปรวนรว่มเกีย่วของเครือ่งวดัเป็นคา่น้ําหนกั เน่ืองจากสาย
สง่ระหว่างบสั Invercargill และบสั Manapouri มคีวามถีเ่รโซแนนซใ์กลค้วามถีข่องฮารม์อนิกอนัดบั 19 
ในรูปที่ 3 แสดงการเปลี่ยนแปลงของเมทรกิซ์แอดมติแตนซ์ของสายส่งระหว่าง Manapouri และ 
Invercargill ณ ฮารม์อนิกอนัดบั 19 (แกน x คอื อุณหภูมเิฉลีย่ของตวันํา และแกน y คอื ค่าต่อหน่วย) 
สงัเกตวา่ เมทรกิซแ์อดมติแตนซข์นานจะมคี่าแอดมติแตนซแ์ละการเปลีย่นแปลงค่อนขา้งสงู ดงันัน้ การ
ทดสอบจงึแสดงผลการประมาณสถานะทีฮ่ารม์อนิกอนัดบั 19 ในรปูที ่4 แสดงตวัแปรสถานะทีป่ระมาณ
ไดแ้ละสว่นตกคา้งปกตจิากการทดสอบใชก้ารจาํลองมอนตคิารโ์ล จาํนวน 10,000 รอบ และพารามเิตอร์
โครงข่ายปรบัค่าแบบสุ่ม โดยเครื่องวดัอนัดบัที่ 1-12 และ 13-36 จะสมัพนัธ์กบัส่วนจรงิของเฟสเซอร์
แรงดนัและเฟสเซอรก์ระแส ตามลําดบั เครื่องวดัอนัดบัอื่นทีเ่หลอืจะสมัพนัธ์กบัส่วนจนิตภาพของเฟส
เซอรแ์รงดนัและเฟสเซอรก์ระแส ในรปูที ่4 จะเหน็ไดว้่า แมว้่าเครื่องวดัจะไม่มขีอ้มลูเสยีเลย แต่ส่วน
ตกคา้งปกตจิํานวนมากกลบัมคี่าเกนิ 3.0 ซึง่บ่งชีว้่ามขีอ้มลูไมด่ ีดงันัน้การใชค้่าถ่วงน้ําหนกัแบบน้ีอาจ
ทาํใหต้อ้งตดัขอ้มลูวดัทีถู่กตอ้งออกไป 
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(ก) แอดมติแตนซอ์นุกรม 

 

 
(ข) แอดมติแตนซข์นาน 

 
รปูท่ี 3 การเปลีย่นแปลงของเมทรกิซแ์อดมติแตนซ ์ณ ฮารม์อนิกอนัดบั 19 

                            (สายสง่ระหวา่ง Manapouri และ Invercargill) 
                            เสน้ทบึ คอื สว่นจรงิ (แกน y ดา้นซา้ยมอื) 
                            เสน้ประ คอื สว่นจนิตภาพ (แกน y ดา้นขวามอื) 
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(ก) 
 

 
(ข) 
 

รปูท่ี 4 ความแปรปรวนของตวัแปรสถานะทีป่ระมาณไดแ้ละสว่นตกคา้งปกต ิกรณไีมป่รบัคา่น้ําหนกั 
(ก) ตวัแปรสถานะทีป่ระมาณได ้
(ข) สว่นตกคา้งปกต ิ

 
 5.2 การปรบัค่าน้ําหนัก 

  หวัขอ้น้ีนําเสนอผลลพัธข์องการปรบัค่าน้ําหนกั รปูที ่5 แสดงค่าน้ําหนักดัง้เดมิและค่า
น้ําหนกัทีไ่ดม้าจากหลกัวธิกีารปรบัค่าน้ําหนกั ซึง่ค่าน้ําหนกัถูกคาํนวณในเพยีง 3 รอบการทาํซํ้า สงัเกต
ว่าค่าน้ําหนกัของเครื่องวดัอนัดบัที ่34-36 และ 70–72 จะมคี่าน้อยกว่าค่าน้ําหนกัของเครื่องวดัอื่นๆ ซึง่
เครือ่งวดัในอนัดบัเหล่าน้ีจะเกีย่วขอ้งกบัสว่นจรงิและสว่นจนิตภาพของเฟสเซอรก์ระแส เฟส A ของ สาย
ส่ง 4-7 ทีเ่ชื่อมโยงระหว่างบสั Invercargill และบสั Manapouri ค่าปกตแิละการเบี่ยงเบนของแอดมติ
แตนซข์องสายสง่เสน้น้ีมคีา่สงูกวา่สายสง่เสน้อื่นๆ ในรปูที ่4 จะเหน็ไดว้่า เครื่องวดัในอนัดบัเหล่าน้ีจะให้
สว่นตกคา้งปกตคิา่สงู ขณะทีค่่าน้ําหนกัของเครื่องวดัแรงดนัจะไมเ่ปลีย่นเพราะเครื่องวดัแรงดนัไมไ่ดท้าํ
ใหแ้บบจําลองการวดัเปลีย่นแปลง การปรบัค่าน้ําหนักชว่ยลดอทิธพิลของเครื่องวดัทีม่คีวามสมัพนัธก์บั
การเบี่ยงเบนของพารามเิตอรโ์ครงข่าย รูปที่ 6 แสดงผลลพัธ์จาการประมาณสถานะที่มกีารปรบัค่า
น้ําหนกัและใชก้ารจาํลองมอนตคิารโ์ล 10,000 รอบ สงัเกตวา่ การเบีย่งเบนของตวัแปรสถานะจะแคบลง
และสว่นตกคา้งปกตสิงูสดุมคีา่น้อยกวา่ 1.0 



 15

 
 

รปูท่ี 5 คา่น้ําหนกัดัง้เดมิและคา่น้ําหนกัทีไ่ดม้าจากหลกัวธิกีารปรบัคา่น้ําหนกั 
 
 

 
(ก) 
 

 
(ข) 
 

รปูท่ี 6 ความแปรปรวนของตวัแปรสถานะทีป่ระมาณไดแ้ละสว่นตกคา้งปกต ิกรณปีรบัคา่น้ําหนกั 
(ก) ตวัแปรสถานะทีป่ระมาณได ้
(ข) สว่นตกคา้งปกต ิ
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 5.3 การตรวจสอบข้อมลูไม่ดี 
  หวัขอ้น้ีทดสอบการตรวจสอบขอ้มูลไม่ดเีมื่อการประมาณสถานะมกีารปรบัค่าน้ําหนัก
ดว้ย โดยการเพิม่สญัญาณรบกวนทีเ่ครื่องวดัอนัดบัที ่34 และ 65 ใหเ้ป็น 4.2 เท่าของสว่นเบีย่งเบน
มาตรฐานของเครื่องวดันัน้ ขณะทีเ่ครื่องวดัอื่นๆ มกีารปนเป้ือนของสญัญาณรบกวนตามส่วนเบี่ยงเบน
มาตรฐานของเครื่องวดัอื่นๆ เครื่องวดัอนัดบัที ่34 จะเกีย่วขอ้งกบัสว่นจรงิของเฟสเซอรก์ระแสในเฟส A 
ของสายส่ง 4-7 ทีเ่ชื่อมต่อระหว่าง Invercargill และ Manapouri ขณะที่เครื่องวดัอนัดบัที ่65 จะ
เกีย่วขอ้งกบัสว่นจนิตภาพของเฟสเซอรก์ระแสในเฟส B ของหมอ้แปลงทีต่่อระหวา่งบสั 1 และบสั 2   
  รปูที ่7 แสดงผลการจําลองมอนตคิารโ์ล 10,000 รอบ ในรปูที ่7 (ก) แสดงใหเ้หน็ว่า 
ขอ้มลูไมด่ไีดถู้กบ่งชี ้และในรปูที ่7 (ข) แสดงผลลพัธเ์มือ่มกีารขจดัขอ้มลูไมด่อีอกไปแลว้ 
 
 
 

 
(ก) 
 

 
(ข) 
 

รปูท่ี 7 สว่นตกคา้งปกต ิกรณปีรบัคา่น้ําหนกั และมขีอ้มลูไมด่ ี
(ก) ก่อนขจดัขอ้มลูไมด่ ี
(ข) ภายหลงัขจดัขอ้มลูไมด่ ี

 



 17

 5.4 ผลกระทบจากความไม่แน่นอนของพารามิเตอรโ์ครงข่ายและค่าการวดั 
  หวัขอ้น้ีจะแสดงผลลพัธข์องการประมาณสถานะในกรณีทีม่กีารเบีย่งเบนทัง้พารามเิตอร์
โครงข่ายและค่าการวดั โดยการหาผลเฉลยของสมการที ่(11) จะทําใหไ้ดข้อบเขตของตวัแปรสถานะที่
ต้องการประมาณ ผลลพัธ์ที่ประมาณได้ถูกเปรยีบเทียบกบัขอบเขตของตวัแปรสถานะที่ได้จากการ
จําลองมอนตคิารโ์ล 20,000 รอบ รูปที ่8 แสดงผลการเปรยีบเทยีบผลลพัธ์ของฮารม์อนิกอนัดบั 19 
(เส้นทึบ แทน ผลลพัธ์จากวธิทีี่นําเสนอ และ เส้นประ แทน ผลลพัธ์จากวธิกีารจําลองมอนติคาร์โล) 
สงัเกตวา่ วธิกีารทัง้สองใหผ้ลลพัธท์ีใ่กลเ้คยีงกนัมาก วธิทีีนํ่าเสนอสามารถใหข้อบเขตของตวัแปรสถานะ
ทีค่รอบคลุมขอบเขตของตวัแปรสถานะทีไ่ดม้าจากวธิกีารจําลองมอนตคิารโ์ล สําหรบัเวลาทีใ่ชใ้นการ
คาํนวณของวธิกีารจําลองมอนตคิารโ์ล ประมาณ 111 วนิาท ีขณะทีว่ธิทีีนํ่าเสนอใชเ้วลาในการคํานวณ 
0.03 วนิาท ีดงันัน้ วธิทีีนํ่าเสนอจงึใชเ้วลาในการคาํนวณน้อยกวา่มากแต่ยงัคงใหผ้ลลพัธท์ีด่ ี
  รปูที ่9 แสดงผลลพัธท์ีไ่ดจ้ากการประมาณสถานะทีฮ่ารม์อนิกอื่นๆ และเพื่อความงา่ย
ในการสงัเกตจงึแสดงผลลพัธเ์ฉพาะค่าปกตแิละการเบีย่งเบนสงูสุดของขนาดแรงดนับสัเท่านัน้ ผลลพัธ์
แสดงใหเ้หน็ว่า ขนาดแรงดนัฮารม์อนิกของเฟส A มคี่าสงูกว่าเฟสอื่นและยงัมคีวามไวต่อการเบีย่งเบน
ของพารามเิตอรโ์ครงขา่ยและค่าการวดัมากกว่าเฟสอื่น การเบีย่งเบนสงูสุดเกดิขึน้ทีฮ่ารม์อนิกอนัดบั 5 
และมคี่าน้อยกว่า 0.01 ต่อหน่วย การเบีย่งเบนสงูสุดของบสั 1 บสั 4 บสั 8 และบสั 9 มคี่าตํ่ากว่าบสั
อื่นๆ ทีทุ่กฮารม์อนิก ทัง้น้ีเพราะการวางเครื่องวดัเฟสเซอรแ์รงดนัทีบ่สัทัง้ 4 จะทําใหบ้สัเหล่าน้ีมคีวาม
ไวน้อยต่อความไมแ่น่นอนของพารามเิตอรโ์ครงขา่ยและคา่การวดั 
 
 
 5.5 ผลการทดสอบบนระบบขนาดใหญ่ 
  ระบบมาตรฐาน IEEE ขนาด 57 บสั [23] มกีารปรบัแต่งใหเ้ป็นระบบทดสอบแบบสาม
เฟส ความถี่มูลฐาน 50 เฮริตซ์ ระบบประกอบดว้ยเครื่องกําเนิดไฟฟ้า จํานวน 7 เครื่อง หมอ้แปลง 
จาํนวน 12 ตวั และโหลด จาํนวน 42 ตําแหน่ง แหล่งกําเนิดฮารม์อนิกขนาดใหญ่สมมตใิหเ้ป็นตวัแปลง
ผนั 6 พลัส ์ขนาด 500 MVA ต่ออยูท่ีบ่สั 8 และบสั 12 แหล่งกําเนิดฮารม์อนิกขนาดเลก็สมมตใิหเ้ป็นรี
แอกเตอรท์ีค่วบคุมดว้ยไทรสิเตอร ์ขนาด 60 MVAR ต่ออยูท่ีบ่สั 3 บสั 9 บสั 18 บสั 25 และบสั 53 ใน
การทดสอบใช้ฐานกําลงั 100 MVA และจําลองสายส่งทุกเส้นด้วยแบบจําลองสายส่งสามเฟส แต่
เน่ืองจากระบบมาตรฐาน IEEE ไมม่ขีอ้มลูทางกายภาพของสายสง่ การจาํลองจงึสมมตใิหส้ายสง่ทุกเสน้
มรีายละเอยีดทางกายภาพและขอ้มลูตวันําเป็นเหมอืนกบัขอ้มลูของสายส่ง 2-4 วงจรทีห่น่ึง ของระบบ
ไฟฟ้ากําลงัประเทศนิวซแีลนด ์สาํหรบัความยาวสายส่งแต่ละเสน้ถูกเลอืกขึน้มาบนพืน้ฐานของค่ารแีอก
แตนซล์าํดบับวก หมอ้แปลงสามเฟสมโีครงสรา้งแบบวาย-เดลตา ขอ้มลูการวดัจะไดม้าจากการวเิคราะห์
การไหลกาํลงัไฟฟ้าฮารม์อนิก รปูที ่10 แสดงโครงขา่ยและตําแหน่งตดิตัง้เครื่องวดั จาํนวนของเครื่องวดั
และจาํนวนของตวัแปรสถานะเป็น M = 384 และ N = 342 ตามลําดบั สว่นเบีย่งเบนมาตรฐานของ
เครือ่งวดัเฟสเซอรแ์รงดนัและกระแส เทา่กบั 1 เปอรเ์ซน็ต ์และ 3 เปอรเ์ซน็ต ์ของคา่ทีอ่า่นได ้ 
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(ก) เฟส A 

 
(ข) เฟส B 

 
(ค) เฟส C 

รปูท่ี 8 ขอบเขตของเฟสเซอรแ์รงดนับสัทีฮ่ารม์อนิกอนัดบั 19 ของระบบทดสอบประเทศนิวซแีลนด ์
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(ก)                                           (ข)                                            (ค) 

 

 
(ง)                                           (จ)                                            (ฉ) 

 

รปูท่ี 9 ขนาดแรงดนับสัทีป่ระมาณสถานะได ้ณ ฮารม์อนิกต่างๆ ของระบบทดสอบประเทศนิวซแีลนด ์
           (ก) - (ค) คอื คา่ปกต ิและ (ง) - (ฉ) คอื การแปรปรวนสงูสดุ 
 
 

 
 

รปูท่ี 10 แผนภาพของระบบ IEEE ขนาด 57 บสั 
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การทดสอบสมมตใิหอุ้ณหภูมมิคีวามไม่แน่นอนอยู่ในช่วง 0-40 องศาเซลเซยีส และสมมตใิหแ้อดมติ
แตนซ์ร ัว่ของหมอ้แปลงเปลีย่นแปลงอยู่ในช่วงไม่เกนิ 5 เปอรเ์ซน็ต์ ของค่าปกต ิการทดสอบจะแสดง
ผลลพัธเ์ฉพาะฮารม์อนิกอนัดบัที ่5 เทา่นัน้ 
  รปูที ่11 แสดงค่าน้ําหนักดัง้เดมิและค่าน้ําหนักทีไ่ดม้าจากหลกัวธิกีารปรบัค่าน้ําหนัก 
ซึง่ค่าน้ําหนกัถูกคาํนวณใน 4 รอบการทาํซํ้า สงัเกตว่า เครื่องวดัอนัดบัที ่1-63 และ 64-192 จะสมัพนัธ์
กบัสว่นจรงิของเฟสเซอรแ์รงดนัและเฟสเซอรก์ระแส ตามลําดบั เครื่องวดัอนัดบัอื่นทีเ่หลอืจะสมัพนัธก์บั
สว่นจนิตภาพของเฟสเซอรแ์รงดนัและเฟสเซอรก์ระแส และจากรปูที ่11 จะเหน็ไดว้า่ คา่น้ําหนกัของเฟส
เซอร์กระแสมกีารปรบัอนัเน่ืองจากความไม่แน่นอนของพารามเิตอร์สายส่ง ค่าน้ําหนักของเครื่องวดั
อนัดบั 143 และ 335 ถูกปรบัใหม้คี่าน้ําหนักตํ่าค่าเดมิมาก เครื่องวดัทัง้สองเป็นเครื่องวดัเฟสเซอรก์ระ
แส เฟส B ทีไ่หลจากบสั 32 ไปยงับสั 31 ค่าแอดมติแตนซข์องสายสง่น้ีมคี่าสงูกว่าสายสง่อื่นๆ ซึง่แสดง
วา่สายสง่น้ีทาํงานทีใ่กลค้า่ความถีเ่รโซแนนซ ์
  รปูที ่12 แสดงขอบเขตของค่าสถานะทีป่ระมาณไดด้ว้ยวธิทีีนํ่าเสนอเปรยีบเทยีบกบั
การจาํลองมอนตคิารโ์ล 40,000 รอบ สาํหรบัเวลาทีใ่ชใ้นการคาํนวณของวธิกีารจาํลองมอนตคิารโ์ลและ
วธิทีีนํ่าเสนอประมาณ 2 ชัว่โมง และ 0.44 วนิาท ีตามลาํดบั 
  รปูที ่13 และ รปูที ่14 แสดงคา่ปกตแิละการเบีย่งเบนสงูสุดของขนาดแรงดนั ณ ฮารม์อ
นิกต่างๆ เน่ืองจากระบบ IEEE ขนาด 57 บสั ทีใ่ชท้ดสอบค่อนขา้งจะสมดุล ดัง้นัน้ ขนาดของตวัแปร
สถานะในแต่ละเฟสจงึมคี่าใกลเ้คยีงกนั การเบีย่งเบนสงูสุดของขนาดแรงดนัเป็น 0.01 ต่อหน่วย เกดิขึน้
ทีบ่สั 18 ในฮารม์อนิกอนัดบั 17 ทัง้น้ีเพราะสายสง่ระหว่างบสั 18 และ19 จะมคีวามถีเ่รโซแนนซใ์กลก้บั
ความถีข่องฮารม์อนิกอนัดบั 17 ดงันัน้ คา่แอดมติแตนซข์องสายสง่จะมคี่าสงูกว่าสายสง่อื่นๆ นอกจากน้ี
จะเหน็ไดว้่า การเบีย่งเบนสงูสุดของขนาดแรงดนัทีบ่สัซึง่ตดิตัง้เครื่องวดัเฟสเซอรแ์รงดนัจะมคี่าตํ่ากว่า
บสัอื่นๆ ในทุกอนัดบัฮารม์อนิก 
 
 

 
 

รปูท่ี 11 คา่น้ําหนกัดัง้เดมิและคา่น้ําหนกัจากหลกัวธิกีารปรบัคา่น้ําหนกั (ระบบ IEEE ขนาด 57 บสั) 
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(ก) เฟส A 

 
(ข) เฟส B 

 
(ค) เฟส C 

รปูท่ี 12 ขอบเขตของเฟสเซอรแ์รงดนับสัทีฮ่ารม์อนิกอนัดบั 5 (ระบบ IEEE ขนาด 57 บสั) 
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(ก) เฟส A 

 
(ข) เฟส B 

 
(ค) เฟส C 

รปูท่ี 13 คา่ปกตขิองขนาดแรงดนับสั ณ ฮารม์อนิกต่างๆ (ระบบ IEEE ขนาด 57 บสั) 
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(ก) เฟส A 

 
(ข) เฟส B 

 
(ค) เฟส C 

รปูท่ี 14 การเบีย่งเบนสงูสดุของขนาดแรงดนับสั ณ ฮารม์อนิกต่างๆ (ระบบ IEEE ขนาด 57 บสั) 
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6. สรปุผลการทดลองและข้อเสนอแนะสาํหรบังานวิจยัในอนาคต 

ในงานวจิยัน้ีไดนํ้าเสนอตวัประมาณสถานะที่มกีารพจิารณาความไม่แน่นอนของพารามเิตอร์
โครงข่ายในระบบไฟฟ้ากําลงัที่มีระบบการส่งไฟฟ้ากระแสสลบัแบบยืดหยุ่น ตัวประมาณสถานะที่
นําเสนออยู่บนพื้นฐานของค่ากําลงัสองน้อยสุดที่ถ่วงน้ําหนักและใช้หลกัการระบบเชงิเสน้แบบช่วงองิ
พารามิเตอร์ในการหาผลเฉลย และเทคนิคการปรับค่าน้ําหนักที่พิจารณาความไม่แน่นอนของ
พารามเิตอร์โครงข่ายได้มกีารนําเสนอด้วย การศึกษากําหนดให้ระบบการส่งไฟฟ้ากระแสสลบัแบบ
ยดืหยุน่เป็นแหล่งกาํเนิดฮารม์อนิกในระบบไฟฟ้ากําลงั กระแสฮารม์อนิกจะแพรก่ระจายในโครงขา่ยของ
ระบบไฟฟ้ากําลัง ขนาดของกระแสฮาร์มอนิกจะขึ้นกับพิกัดและจุดทํางานของระบบการส่งไฟฟ้า
กระแสสลบัแบบยืดหยุ่น ทิศทางและขนาดของกระแสฮาร์มอนิกที่แพร่กระจายจะขึ้นกบัปจัจยัของ
พารามเิตอรแ์ละโครงสรา้งของโครงขา่ย ความไม่แน่นอนของพารามเิตอรโ์ครงขา่ยในระบบไฟฟ้ากําลงั
เกิดจากการเปลี่ยนแปลงของพารามิเตอร์สายส่งและพารามิเตอร์หม้อแปลง การจําลองระบบใช้
แบบจาํลองสามเฟสไมส่มดุลทีพ่จิารณาความเหน่ียวนํารว่มระหวา่งเฟสของสายสง่ ตวัประมาณสถานะที่
นําเสนอจะประมาณสถานะฮารม์อนิกของแรงดนัแต่ละฮารม์อนิกแยกอสิระจากกนั ซึ่งพารามเิตอร์
โครงขา่ยจะมคีวามแปรปรวนมากภายใตเ้งือ่นไขทีศ่กึษา ถา้แอดมติแตนซข์องสายสง่บางเสน้มคีวามถีเ่ร
โซแนนซข์องสายสง่เสน้นัน้ใกลก้บัความถีข่องฮารม์อนิกทีป่ระมาณคา่สถานะ 

การทดสอบไดศ้กึษาผลกระทบของความไม่แน่นอนของทัง้พารามเิตอรโ์ครงข่ายและค่าการวดั
ต่อค่าสถานะฮาร์มอนิกแรงดนัที่ประมาณได้ ณ ความถี่ต่างๆ ผลการทดสอบได้แสดงให้เห็นว่า ตวั
ประมาณสถานะทีนํ่าเสนอมสีมรรถนะในการหาผลเฉลยไดร้วดเรว็กว่าวธิมีอนตคิารโ์ล และเทคนิคปรบั
ค่าน้ําหนักทีนํ่าเสนอช่วยเพิม่ความเชื่อถอืไดข้องสถานะทีป่ระมาณไดท้ัง้ในกรณีทีม่แีละไม่มขีอ้มูลไม่ด ี
นอกจากน้ียงัพบวา่ การตดิตัง้เครือ่งวดัเฟสเซอรแ์รงดนัสามารถชว่ยปรบัปรงุการประมาณสถานะภายใต้
ความไมแ่น่นอนของทัง้พารามเิตอรโ์ครงขา่ยและคา่การวดัไดท้ีทุ่กอนัดบัฮารม์อนิก 

แนวทางในการวจิยัในอนาคตควรศกึษาเกีย่วกบัการประมาณสถานะระบบไฟฟ้ากําลงัทีม่รีะบบ
การส่งไฟฟ้ากระแสสลบัแบบยดืหยุ่น โดยควรพจิารณาขอ้มูลสภาพภูมอิากาศและขอ้มูลกายภาพของ
ระบบไฟฟ้ากาํลงัรว่มดว้ย และอาจศกึษาในประเดน็ต่อไปน้ี 

(1) ความมัน่คงของสายส่งภายใต้การเพิ่มความสามารถในการควบคุมการถ่ายโอน
กาํลงัไฟฟ้าผา่นสายสง่บางเสน้ 

(2) ผลกระทบของกระแสฮารม์อนิกทีไ่หลในสายสง่ต่อพกิดัความรอ้นพลวตัของสายสง่ 
(3) ผลกระทบจากความไมอ่สิระในการวดัและความไมแ่น่นอนของตวัแปรโครงขา่ย 
(4) วธิกีารประมาณสถานะทีท่นทาน 
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Abstract—This paper addresses the problem of harmonic state
estimation (HSE) of a power system whose network parameters are
known to be within certain tolerance bounds. The harmonic voltage
and current phasors at harmonics of interest are measured by using
adequate numbers of phasor measurement units. The HSE is for-
mulated based on the weighted least squares (WLS) criterion as a
parametric interval linear system of equations. The solutions are
obtained as interval numbers representing the outer bound of state
variables. A method for adjusting the weight used in WLS which
takes uncertain network parameters into consideration is also pro-
posed. The proposed HSE algorithm is applied to the three-phase
power systems and the results from numerical experiments show
that the bounds of state variables obtained by the proposed method
agree with those estimated by performing Monte Carlo simulations
but with much shorter computation time.

Index Terms—Harmonic state estimation, network parameter
uncertainty, parametric interval linear system of equations, weight
adjustment, weighted least squares.

I. INTRODUCTION

N OWADAYS power electronic devices and nonlinear loads
are widely used in modern power systems. These devices

cause power quality problems by generating harmonic current
injection into the power systems [1]. The harmonic components
propagating through a transmission system cause distortion in
the fundamental sinusoidal waveform of voltages and currents
which could damage equipment of utilities and customers. In
addition, the interference in communication devices may reduce
reliability of protection and control systems. Thus, the harmonic
state estimation (HSE) of power systems becomes an essential
tool to estimate harmonic currents and voltages propagating into
the power systems. HSE provides the information needed for
monitoring and analyzing the harmonic distortion due to the op-
eration of various power system devices and loads. The levels
of harmonic current and voltage are important parameters for
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harmonic filter designs [1]. Several HSE algorithms have been
developed [2]–[4]. Phasor measurement units (PMUs) synchro-
nizing with a global positioning system clock can provide mea-
surements of harmonic voltage and current phasors with high
precision for HSE [5], [6]. Optimal PMUs placement methods
for the HSE problem of power networks have also been studied
[7]–[9].

In many previous works on HSE, it is assumed that the
three-phase models and parameters of power system compo-
nents, which compose the measurement matrix, are accurately
known. Unfortunately, these network parameters can deviate
from the assumed values due to many factors. For example,
in [10], effects of line transpositions at harmonic frequencies
have been reported. Transmission system unbalance is signifi-
cantly affected by line geometry and the use of transpositions.
Three-phase transmission lines are usually represented by using
an equivalent pi circuit based on the frequency dependence
model [1], [11]. Physical geometries of lines, conductor data,
earth resistivities, the sag at mid-span and the conductors’
height at the tower are required for calculating their series and
shunt admittance matrices [11], [12]. In [13]–[15], it is reported
that the variation of line sag and conductor resistance depend
on conductor temperature. Therefore, the transmission line
parameters may significantly differ from their assumed values
due to conductor temperature variations. The impact of trans-
mission line conductor temperature on the state estimation (SE)
has also been presented [16]. The line resistance is corrected
using weather conditions during the estimation process. The
algorithms for SE considering uncertainty of network parame-
ters and measurements for a power system at the fundamental
frequency have been studied [17]–[20]. The power system in
these works is represented by using a single-phase network
model ignoring effects of coupling between phases due to
unbalance environment.

In this paper, we apply the technique in [20] to the problem of
HSE of three-phase power systems with uncertain but bounded
network parameters. By using the measurements obtained from
PMUs and the state variables in rectangular coordinates [8], the
HSE problem can be formulated based on the weighted least
squares (WLS) criterion as a parametric interval linear system
of equations. The obtained solutions give the outer bounds, or
the enclosures, of state variables under consideration. Knowing
these bounds provides additional information which is useful
for the operation and assessment of power systems when only
imprecise network parameters are known [21]. We also propose
a technique for adjusting the weights used in WLS criterion by
taking both measurement and network parameter variations into
consideration.

0885-8950 © 2013 IEEE
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The paper is organized as follows. Brief reviews of WLS
based HSE for power systems using measurements obtained
from PMUs is presented in the next section. Then, the proposed
HSE formulation based on parametric interval linear system of
equations is developed. The weight adjustment method is de-
scribed next. Then some numerical experiment results on the
three-phase power systems are reported. Conclusions are given
in the last section.

II. WLS BASED HSE USING PMUS

With the use of PMUs, where the measured quantities are
harmonics of current and voltage phasors, and the state variables
expressed in rectangular forms, the measurement equation of
HSE problem at the harmonic of interest can be expressed as [8]

(1)

where contains PMU measurement data, is the
vector containing the real part and the imaginary part of state
variables, is the measurement matrix, and

represents the error of the measurements which is usually
assumed to be zero mean white Gaussian noise [22]. In addition,
the number of measurements, , is greater than the number of
state variables, .

A. WLS Solutions

The estimated states are obtained by minimizing the fol-
lowing WLS objective function:

(2)

where is a diagonal matrix
whose th element is , the variance of the th measure-
ment. The superscript denotes transposition of .

The solution of this unconstrained optimization problem is
given by [22]

(3)

where is known as the gain matrix. Note that
can also be obtained by solving

(4)

where denotes a zero matrix of appropriate dimension, is a
dummy vector and is a scaling factor to improve the condition
number [22]. Since the problem becomes linear, the estimated
state vector of HSE can be obtained without iteration.

B. Bad Data Detection

The estimated state variables may differ from the true values
due to some bad measurements. The detection and identification
of bad measurements depends on many factors, for example,
the redundancy of the number of measurements. In SE, one of
the methods for bad data processing is the largest normalized
residual test [23]. The residuals of the estimation is given by

(5)

and the covariance matrix of is provided by

(6)

We define the normalized measurement residual as

(7)

where is the th diagonal element of . If the largest
magnitude of a normalized residual is less than a predefined
threshold, then the HSE process is finished. Otherwise the mea-
surement corresponding to the largest magnitude of is as-
sumed to be bad data. This bad measurement is removed from
the measurement set and the estimation is repeated until no bad
measurement is left. Note that the threshold value is usually
chosen as 3.0, approximately corresponding to 99% confidence
level for normal distribution.

C. Measurement Model With Uncertain Network Parameters

In general, the HSE algorithm assumes that the values of net-
work parameters are known precisely. This assumption is rather
difficult to fulfill especially when dealing with high order har-
monics. Although the precise value of network parameters is
rarely known, in many situations, one could consider the net-
work parameters to be within some certain bounds, i.e., the net-
work parameter can be represented in affine arithmetic [24]
form as

(8)

where is the nominal value of , , also known
as noise symbol, denotes the uncertainty term and indicates
the maximum deviations of due to . is the total number
of uncertain terms. With this affine approximation, the mea-
surement matrix when considering network parameter un-
certainty can be expressed as

(9)

where is the measurement matrix computed at the nominal
values of all network parameters, and consists of all uncer-
tain terms due to . We write to emphasis the dependency
between the measurement matrix and network parameters. Thus
(4) can be rewritten as

(10)

where

(11)

To solve (10), the technique of interval analysis [25] is ap-
plied to estimate the outer solution of , i.e., one finds and
such that . The smaller the difference between and

, the better the outer solution will be achieved. Let denote
an interval number, i.e., a set of real numbers
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where and stand for the lower and the upper bounds of , re-
spectively. The radius of is given by .

Using interval numbers, (10) can then be expressed as

(12)

where and . Notice that
the uncertain term has been replaced by the interval number

. In case the mea-
surement vector is known to lie within some bounds, i.e.,

, we can replace in (12) with the interval vector
where . Many methods to esti-

mate the solution’s outer bounds, in (12), have been studied
[26]–[32]. The Bauer-Skeel method is used to solve (12) in this
work.

III. WLS WEIGHT ADJUSTMENT

Usually the weight matrix in (2) is obtained from the
measurements’ standard deviation. In [33], the algorithm for
tuning this weight has been addressed, however, the network
parameter uncertainty is not considered. In this section, we pro-
pose a method to adjust these WLS weights by also considering
the effect of network parameter uncertainty as equivalent mea-
surement errors. Considering Fig. 1, then

(13)

here the subscript indicates the nominal value of and
represents deviation of . Hence, is the error due to the mea-
surement of , and represent the deviation of cur-
rents following through and caused by the uncertainty
of network parameters, respectively. The measurement model
can be represented as

(14)

where includes all deviations of . Following this rela-
tion, we may consider as the equivalent measurement
errors. Since is corresponding to the error of the measure-
ment devices and represents the uncertainty due to transmis-
sion line parameters’ variations, we assume that and are
independent. The equivalent covariance matrix can be approx-
imated as

(15)

where denotes the variance of . To estimate , sup-
pose we know , i.e., all possible values of the state variables

, then one has

(16)

This interval vector encloses all possible values of .
Assuming that the variation of is uniformly distributed, its
covariance matrix is given by

(17)

Fig. 1. Equivalent measurement error due to network parameter uncertainty.

Since is not known at first, the nominal value is used
as an initial guess. Then we iteratively adjust the weights and the
estimated bounds until they converge. The simplified pseudo
code of the proposed weight adjustment can be summarized as
follows, note that the superscript denotes the value of
during the th iteration:

1: Compute the nominal values of using as weight.

2: Let , and .

3: repeat

4: .

5: Compute

6: Compute using (17).

7: Adjust covariance matrix .

8: Solving (12) for using as weight.

9: until Bounds of converge.

In this work, the algorithm stops if the changes of both lower
and upper bounds of are less than . Numerical exper-
iments presented in the next sections show that the algorithm
converges within a few iterations.

IV. CASE STUDIES

The proposed HSE method and weight adjustment have been
developed in MATLAB1 environment. INTLAB2[34] toolbox is
used for all interval computations. All numerical experiments
presented in this section have been performed on a personal
computer with Intel Core i3–2120, 3.30 GHz and 4 GB of main
memory.

The 220-kV interconnected transmission network in the
Lower South Island of New Zealand [35] shown in Fig. 2
is modified to be used as the test system. The transmission
network of the system contains two single transmission lines
between Roxburgh and Invercargill, and three double trans-
mission lines between Manapouri, Invercargill and Tiwai. The
harmonic source is a six-pulse converter connected to the Tiwai
bus. The average temperature and the sag at the mid-span of
all transmission lines under system operation are and 2

1http://www.mathworks.com
2http://www.ti3.tu-harburg.de/ rump/intlab/ (August 2010)
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Fig. 2. Single line diagram of New Zealand test system.

m, respectively. Symmetric three-phase measurements used
consist of 4 voltage and 8 current phasor measurements and the
estimated states are voltage phasors of all buses, thus
and . The standard deviations of voltage and current
phasor measurements are respectively set to 1% and 3% of their
nominal measured values. Three-phase modeling is applied
in order to consider unbalance and coupling between phases
at harmonic frequencies. Details of the physical geometry of
the line, conductor data, and earth resistivities are used to
calculate the equivalent pi circuits of three-phase transmission
lines. The conductor resistance depends on the temperature and
can be calculated by using the formulas in [15]. Temperature
coefficients of all aluminum conductors and steel earth wires
are 0.00403 and 0.003 per , respectively. Since relationship
between the average temperature of the transmission line and
the sag at mid-span can be approximated by linear relation [13],
[14], in this paper, it is assumed that the sag at the mid-span
increases 0.04 m for increase of the transmission line
temperature. In practice, the temperature and the sag of the
transmission line may be obtained through a real-time mon-
itoring system. In this work, the average transmission lines’
temperature is considered as uncertain parameters and it is
assumed to be between . In addition, the three-phase
transformer leakage admittances are assumed to vary within

of their nominal values.

A. Effects of Network Parameter Uncertainty

This subsection investigates the results of HSE based on WLS
criteria under network parameter variations using measurement
covariances as weights. We use the 19th harmonic as the test
case. It should be noted that the transmission line between In-
vercargill and Manapouri has its resonance frequency near the
19th harmonic. There have been 100 Monte Carlo simulations of

Fig. 3. Variations of (a) the estimated state variables and (b) the normalized
residuals under uncertain network parameters.

Fig. 4. Comparison of the original and the adjusted weights.

the state estimation computing at the 19th harmonic performed
by randomly adjusting the values of network parameters while
no noise is added to the measurement vector . The state vari-
ables and the normalized residuals are shown in Fig. 3. It can
be noticed that many normalized residuals are larger than 3.0
indicating the presence of bad data measurements although the
measurement data contains no errors.

B. WLS Weight Adjustment

This subsection shows results of the weight adjustment. After
applying the weight adjusting algorithm, the adjusted weight
and the original weight are shown in Fig. 4. The weight is com-
puted within 3 iterations. It can be noticed that the weight of
the 34–36th and 70–72nd measurements become very small
compared to the others. These measurements correspond to the
real part and the imaginary part of the current phasor flowing
through phase A of the line 4–7 between Invercargill and Man-
apouri. The nominal values and also deviations of admittance
matrices of this line are larger than other lines. We can also no-
tice that these measurements have large normalized residuals as
shown in Fig. 3. The weights of voltage measurements are not
changed since there is no variation in the measurement model.
The adjusted weight tends to give measurements with large net-
work parameter variations less emphasis. Using the adjusted
weight, we have performed another 100 Monte Carlo simula-
tions of HSE. The results are shown in Fig. 5. It can be noticed
that the variations of state variables become narrower and the
magnitude of the normalized residual is less than 1.0.
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Fig. 5. Variations of (a) the estimated state variables and (b) the normalized
residuals using the adjusted weights.

Fig. 6. Normalized residuals using the adjusted weights with bad data presence.
In (a) the bad data at the 34th and 65th measurement are noticed. After applying
bad data removal, the normalized residuals are less than 3.0 as shown in (b).

C. Bad Data Detections

The numerical experiments in this subsection are performed
to investigate bad data detection when using the adjusted
weight. We add to measurements no. 34 and 65 large deviations
of 4.2 times their equivalent standard deviation while also
adding Gaussian noise varying within corresponding standard
deviations to other measurements. The measurement no. 34
corresponds to the real part of current phasor flowing in phase
A of line 4–7 between Invercargill and Manapouri. While the
65th measurement is the imaginary part of current phasor in
phase B of the transformer connecting buses no. 1 and 2. Using
the adjusted weight, 100 Monte-Carlo simulations of HSE
without a bad data removal stage are performed, the normalized
residual is shown in Fig. 6 (a). It is noticed that the bad data at
both measurements can be detected. Then, we perform another
100 Monte Carlo simulations of HSE with the bad data removal
stage. The normalized residual of this test shown in Fig. 6(b)
indicates that no bad data in the measurement set are used
in the estimation. Note that the -axis is 70 since two bad
measurements have been removed.

Fig. 7. Bounds of bus voltage phasors at the 19th harmonic. The solid lines and
dashed lines show bounds obtained by using interval method and Monte Carlo
simulations respectively. (a) Phase A; (b) Phase B; (c) Phase C.

D. Enclosure of State Variables

This subsection shows the results of HSE with measure-
ments and network variations. We solve (12) to obtain the outer
bounds, i.e., the enclosures, of all state variables. Monte Carlo
analysis was performed using 20 000 HSE simulations and
collect the minimum and maximum of all state variables. The
results computed at the 19th harmonic are shown in Fig. 7. It
can be noticed that both bounds agree well. The bounds ob-
tained by Monte Carlo simulations, which sample only a finite
number of parameter combinations, always underestimate the
worst case bounds. The computation time used by the Monte
Carlo simulations is about 111 s, while it takes only about 0.03
s for the interval method.
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Fig. 8. Bus voltage magnitudes at various harmonics in each phase for the New Zealand test system, (a)-(c) show their nominal values and (d)-(f) show maximum
deviations.

Fig. 9. Modified IEEE 57-bus system.

Results of HSE at other harmonics are shown in Fig. 8. For
ease of illustration, only the nominal values of bus voltage mag-
nitudes and their maximum deviations are presented. The results
show that harmonic voltage magnitudes of phase A are higher

and more sensitive to the network parameter variations than the
other phases. The maximum deviation occurring at the 5th har-
monic is less than 0.01 p.u. The maximum deviations of bus
voltage of buses no. 1, 4, 8, and 9 are lower than the other for
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Fig. 10. Comparison of weights for the modified IEEE 57-bus system.

every harmonic order. The voltage phasor measurements placed
at these buses makes them less sensitive to the network param-
eter uncertainty.

E. Test on Large Network

In this subsection, we test the proposed algorithm with a
larger power system. The standard IEEE 57-bus system has
been modified as a three-phase test system. The system consists
of 7 generators, 14 transformers, and 42 loads. Large harmonic
sources are represented by two six-pulse converters connected
at buses no. 8 and 12. Five thyristor-controlled reactors con-
nected at buses no. 3, 9, 18, 25, and 53 act as small harmonic
sources. Every transmission line is represented by using the
three-phase transmission line model. Since the physical ge-
ometry of the line is not available, the physical geometry and
conductor data is assumed to be the same as the line 2–4,
circuit 1 of the New Zealand system used in previous tests. The
line length is chosen based on the positive sequence reactance
at fundamental frequency. The transformers are simulated
with star-delta winding configurations. Results computed by
harmonic power flow analysis are used as measurement data.
The network and measurement positions are given in Fig. 9.
The number of measurements and state variables in this test are

and . The standard deviations of voltage
and current phasor measurements are set to 1% and 3% of their
nominal measured values, respectively. The line’s temperature
is assumed to vary between 0- while the transformer’s
parameters vary within 5% of their nominal values. We show
only the HSE results for the 5th harmonic.

The original and the adjusted weights are shown in Fig. 10. It
takes just 4 iterations to adjust the WLS weights. The measure-
ments no. 1–63 and 64–192 are corresponding to the real parts
of the voltage and current phasors respectively. The rest are the
imaginary parts of the corresponding measurements. One can
notice that the weights of the current phasor measurements are
adjusted due to uncertainty of transmission line parameters. The
measurement no. 143 and 335, whose weights become much
lower than their original weights, are the measurements of cur-
rent phasor in phase B flowing from bus no. 32 to 31. The trans-
mission line admittance of these lines are larger than others, in-
dicating the lines are operating near their resonance frequency.

The bounds of all state variables obtained by solving the para-
metric interval linear system are shown in Fig. 11. Also shown in
the figure are the bounds obtained by performing 40 000 Monte
Carlo simulations. It should be reminded that the bounds com-
puted by the Monte Carlo method tend to lie within the true

Fig. 11. Bounds of bus voltage phasors at the 5th harmonic for the modified
IEEE 57-bus system. The solid lines and dashed lines show bounds obtained by
the parametric interval method and Monte Carlo simulations, respectively. (a)
Phase A; (b) Phase B; (c) Phase C.

worst case bounds. The computation time by the interval method
is 0.44 s while the Monte Carlo method takes about 2 h.

Results of HSE at other harmonics are shown in Fig. 12.
Again only the nominal values of bus voltage magnitudes and
their maximum deviations are presented. Since the modified
IEEE 57-bus is rather balanced, the magnitudes of state vari-
ables in each phase look similar. The maximum deviation of
about 0.01 p.u. occurred on bus no. 18 at the 17th harmonic. At
this harmonic, the lines connecting bus no. 18 and 19 are oper-
ating near their resonance frequency and the bus admittance’s
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Fig. 12. Bus voltage magnitudes at various harmonics in each phase for the modified IEEE 57-bus system, (a)-(c) show their nominal values and (d)-(f) show
maximum deviations.

Fig. 13. Variations of admittance matrices of Manapouri-Invercargill line at the 19th harmonic for the New Zealand test system. -axis indicates temperature in
. The solid line shows real parts (left axis) and the dashed line shows imaginary parts (right axis). (a) Series admittance. (b) Shunt admittance.

Fig. 14. Affine approximation of line admittance parameter.

magnitudes are larger than in other lines. As before, the max-
imum deviations of bus voltage, of buses where voltage phasor
measurements are placed, are lower than the others for every
harmonic order. One voltage phasor measurement may be added
at bus no. 18 to reduce the maximum deviation of the bus voltage
magnitude.

V. CONCLUSIONS

In this paper, a method for HSE of a power system whose
network parameters varied within known bounds has been pro-
posed. With the use of phasor measurements and rectangular
form of state variables, the HSE problem can be formulated as
the parametric interval linear system of equations. The outer so-
lutions can then be computed by using the interval arithmetic
based methods. Although, only transmission line’s temperature
variation is presented, the technique can be applied to other pa-
rameter uncertainties by using affine approximation [24]. The
algorithm for adjusting weights of WLS which takes network
parameter variations into consideration to tune the covariance
matrix is also presented. Numerical experiments show that the
computed bounds of the estimated state variables, both real and
imaginary parts, enclose the estimated bounds obtained by the
Monte Carlo simulations. This information on bounds of the
state variables indicates the harmonic voltage level occurring
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in power system under parameter uncertainty conditions. It pro-
vides useful data when dealing with harmonic related devices,
such as harmonic filters, and also gives the system operators the
confidence whether the true value does not exceed the system
limits.

APPENDIX

NETWORK PARAMETER UNDER TEMPERATURE VARIATIONS

Temperature variations of the three-phase transmission line
parameters, i.e., the series and shunt admittance matrices, com-
puted at the 19th harmonic for the Manapouri-Invercargill trans-
mission line of the New Zealand test system are presented in
Fig. 13. The -axis represents temperature variations from to

. These matrices are unsymmetrical due to mutual coupling
between the conductors within the double transmission lines.
The 19-th harmonic is near the line resonance frequency so the
magnitude of the admittance is rather high compared with other
harmonic orders.

For each we may describe the uncertainty of admittance,
as shown in Fig. 14, by using the following affine approximation
[36], [37]

(18)

where and are parameters controlling the shape of
the lower and upper bound lines, is an interval
number representing temperature variation,
and represent the approximation error bounds.
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Optimal Worst Case Solutions for State Estimation
of Power System with Uncertain Network Parameters

Chawasak Rakpenthai, Member, IEEE, Sermsak Uatrongjit, Member, IEEE,

Abstract—This paper addresses a problem of power system
state estimation under the condition that transmission line net-
work parameters are unknown but bounded. A robust estimation
in a sense of the optimal worst case solution is determined. Data
collected via remote terminal units, i.e. voltage magnitude, in-
jected and flow real and reactive power, are used as measurement
quantities. The state variables are bus voltage phasors expressed
in rectangular coordinates. This enables the relations between
measured data and state variables be expressed as quadratic
functions. The proposed formulation based on the structured
robust least squares optimization yields a minimization problem
with bilinear matrix inequality constraint. A solution method
based on a semidefinite programming is also presented. Some
testing results on the standard IEEE test systems are given.

Keywords—Power system state estimation, network parameter
uncertainty, structured robust least squares.

I. INTRODUCTION

NOWADAYS, a power system has to be efficiently op-
erated in order to cope with the increasing demand of

energy consumption. One of important functions in supervisory
control and planning of electric power systems is the state
estimation (SE). Estimation results can be applied to moni-
toring the state of the grid and help the energy management
systems (EMS) in operations of the power system [1]. By
using the data, such as voltage magnitude, injection power,
flow power, collected by the remote terminal units (RTUs) and
the information about power system network topology, one
can establish a mathematical relation between the measured
data and state variables, usually the voltage phasors of all
buses. These conventional monitoring technologies can only
take non-synchronized measurements once every 2-4 seconds
[2], the SE methods based on these datasets are considered as
(quasi) static SE. With the emerging of synchronized phasor
measurement technology [3], other types of SEs, for examples
the transient SE [4], the harmonic SE [5], have also been
extensively studied. Hybrid SE methods which utilizes both
types of measurements have also been reported [6]–[8]. In this
paper, only the static SE using conventional RTU based mea-
surements is focused, even though the proposed methodology
can be applied to the case of mixed types of measurements as
well.
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This work was supported in part by the Thailand Research Fund (TRF) under
grant XXXXXXXXX.

C. Rakpenthai is with the Department of Electrical Engineering, School of
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S. Uatrongjit is with the Department of Electrical Engineering, Faculty of
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Given a set of appropriate measured data and the mea-
surement function, the state variables can be estimated by
optimizing an objective function with suitable constraints. One
of the most common criteria used with SE is the weighted
least squares (WLS). The WLS based SE leads to the iterative
solution of the so-called normal equation. The method can
be performed efficiently and provides good estimation results
when the measurements contaminated with Gaussian noise.
There are also SE methods which use other objective functions,
for examples a weighted least absolute value (WLAV) [9]–
[11] which gives good estimation results when measurement
data contains outlier, a quadratic-linear [12], or a maximum
exponential absolute value [13] which are proposed to suppress
the effect of bad data.

In many SE algorithms, the transmission line parameters
which constitute the measurement function are assumed to
be known exactly. This assumption, however, can be violated
easily since those parameters are affected by environmental
changes [14]. For example, it has been reported that the line
sag and conductor resistance depend on conductor temperature.
Therefore, the transmission line parameters may significantly
differ from their assumed values due to the sag and conductor
variations [15]–[17]. In some circumstances, the characteristic
of the line parameters distribution is hard to determined, and
one can only specify these parameters as the nominal values
with tolerances, i.e. the parameter is unknown but bounded.
The SE methods which also consider network parameter
variations have been investigated. In [18], a two-step method
has been proposed to find the point or nominal estimation and
also the bounds of the state variables. The SE method which
considers the network uncertain parameters as additional state
variable has been discussed in [19], this approach requires a
large number of measured data since the number of state vari-
ables increased considerably. An efficient method for obtaining
a guaranteed and small envelop of the state and measurement
based on interval constraint propagation has been proposed
[20]. In [21], the parametric form of the measurement function
which explicitly shows its dependency on line parameters is
employed. With the state variables in rectangular coordinate,
the WLS based SE is expressed as a parametric interval linear
system. The enclosure or the outer solutions representing the
bounds of state variables can be efficiently computed. The
application of this parametric interval linear system technique
to harmonic state estimation of power systems is also described
in [22]. A technique based on Tanaka’s fuzzy linear regression
model has been applied to estimate uncertainty level of the
power system states [23].

In this paper, the SE problem which takes transmission line
network parameters uncertainty into consideration is discussed.
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These network parameters are assumed to be unknown but
bounded within some tolerances. No statistically information
about their distribution is assumed. In stead of finding the
uncertain bounds of estimated states, i.e bus voltage phasors,
the proposed method seeks a robust solution of power system
SE under network parameter variations which minimizes the
maximum WLS objective function, i.e. the optimal worst case
solution.

This paper is organized as follows. The formulation of
robust SE problem is explained in section II. A method to
approximate the solution based on and semi-definite program-
ming (SDP) [24] is presented next. The test results with some
IEEE test systems are given in section IV. Some conclusions
and research directions are summarized in the final section.

II. PARAMETRIC FORM OF MEASUREMENT FUNCTION
AND CONVENTIONAL SE

Following notations are used in this paper. ~X = Xr + jXi

denotes a phasor representation of a sinusoidal signal x(t),
its real part and imaginary part are Xr and Xi respectively.
~X∗ represents the complex conjugation of ~X . Bold-face letters
refer to either vectors or matrices. xT is the transpose of x. The
Moore-Penrose inverse of X is written as X†. IN is an N×N
identity matrix. e(N)

i is the i-th column vector of IN . 0 and
1 denote the zero matrix and a vector of ones of appropriate
dimension. x ≥ 0 means each member of x is non-negative
number. X � 0 means X is symmetric, positive semidefinite.
Diag{a} stands for a square diagonal matrix with the elements
of vector a on the main diagonal. We write α ∈ [a, b] for
a ≤ α ≤ b. ‖x‖∞ represents the infinity norm of x.

A. Parametric Form of Measurement Function
In this subsection, the formulation of measurement function

h describing the relation between measured data z, and state
variables x, in parametric form is briefly explained. We only
show an example where measured quantities are power flowing
between two buses and voltage magnitude measurement. The
case of injection power measurement can be derived similarly.

Consider the equivalent circuit of the transmission line
connected between bus no. 1 and 2 shown in Fig. 1, it can
be seen that the current phasor ~I12 flowing through the line
can be computed from,

~I12 = I12r + jI12i = y1(~V1 − ~V2) + y2
~V1, (1)

where ~Vk = Vkr+jVki denotes the voltage phasor of bus no. k.
The shunt and series admittance of the line are represented by
y1 = g1 + jb1 and y2 = g2 + jb2 respectively. This relation
can be given in matrix form as,

[
I12r

I12i

]
=

[
g1 + g2 −(b1 + b2) −g1 b1
b1 + b2 g1 + g2 −b1 −g1

]V1r

V1i

V2r

V2i

 ,
= Ypx, (2)

where xT = [V1r V1i V2r V2i] denotes the vector of state
variables which are the real parts and the imaginary parts of
bus voltage phasors.

Then the complex power ~S12 = P12 + jQ12 flowing from
bus no. 1 to 2 is given by

P12 + jQ12 = ~V1
~I∗12

= (V1rI12r + V1iI12i) + j(V1iI12r − V1rI12i), (3)

where P12 and Q12 are the real power and the reactive power
flowing from bus no. 1 to 2 respectively.

The relation between the voltage magnitude of bus no. 1,
V1, and its voltage phasor can be given by

V 2
1 = ~V1

~V ∗1 = [V1r V1i]

[
V1r

V1i

]
. (4)

If the measurement data consists of V 2
1 , P12 and Q12 then

from Eq.(3) and Eq.(4) we can combine them as V 2
1

P12

Q12

 =

[
V1r V1i 0 0
0 0 V1r V1i

0 0 V1i −V1r

]V1r

V1i

I12r

I12i

 ,

= Gx

 1 0 0 0
0 1 0 0

Yp


V1r

V1i

V2r

V2i


= Gx

(
H0 +

4∑
k=1

pkHk

)
x, (5)

where

Gx =

[
V1r V1i 0 0
0 0 V1r V1i

0 0 V1i −V1r

]
,H0 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,
(6)

also define p = [p1 p2 p3 p4] = [g1 b1 g2 b2] as the parameter
vector, and

4∑
k=1

pkHk = g1

0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 −1 0
0 1 0 −1

+ b1

0 0 0 0
0 0 0 0
0 −1 0 1
1 0 −1 0


+ g2

0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0

+ b2

0 0 0 0
0 0 0 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

. (7)
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In general, for the measurement dataset consisting of
squared voltage magnitude, power injection, and power flow,
one can express the measurement function as,

hp(x) = Gx

(
H0 +

P∑
k=1

pkHk

)
x, (8)

where x ∈ RN is the state variable vector whose elements
are the real parts and the imaginary parts of bus voltage
phasors. Gx ∈ RM×M is a matrix which depends on x.
Hk ∈ RM×N can be obtained from the network topology. We
write the measurement function as hp(x) to emphasize that it
depends not only on x but also transmission line parameters
p = [p1 · · · pP ]. M,N and P stand for the number of
measurements, state variables and line parameters respectively,
usually M ≥ N . For the measured data obtained from phasor
measurement unit, the rows of Gx corresponding to that data
is constant.

B. WLS State Estimation

The problem of SE under WLS criteria is to find x which
minimizes the objective function

φ(x) = rTR−1r = (z − hp(x))TR−1(z − hp(x)), (9)

where r = z − hp(x) is the residue vector, and zT =
[z1 · · · zM ] is the measurement vector. Every measurement is
usually assumed to be independent of each other, thus the
measurement covariance matrix R = Diag

{
σ2
}

, (σ2 =[
σ2

1 · · ·σ2
M

]T
), and σi refers to the standard deviation of the

i-th measurement. In some situations, appropriate constraints
can be added. Note that if the standard deviation of voltage
magnitude measurement V is given by σV then, based on un-
certainty propagation, the standard deviation of squared voltage
magnitude measurement can be approximated by 2V σV [25].

For a fixed value of p, the smaller value of φ(x) implies
the better estimation. The optimal value of the state variable
vectors x can be obtained by using the Newton based it-
erative method [1]. The process can be briefly described as
follows.

1: Guess the initial solution x(0). Let ε be a stop tolerance,
and set iteration index k = 0.

2: repeat
3: Computing the update vector ∆x by solving,(

HTR−1H
)

∆x = HTR−1z, (10)

where H = ∂hp(x
(k))/∂x(k) is the Jacobian matrix of

hp.
4: Update x(k+1) ← x(k) + ∆x.
5: k ← k + 1.
6: until ‖∆x‖∞ ≤ ε.
The flat-start, i.e all bus voltage phasors are 1∠0, is usually

selected as the initial solution x(0).

C. SE with Uncertain Parameters
As previously mentioned, sometimes the value of pk can

be specified with some tolerance, for example pk = pkm +
p∆kuk, here pkm is the nominal value of pk, its maximum
deviation is denoted by p∆k > 0, and uk ∈ [−1, 1] represents
the uncertainty of pk. Hence pkm − p∆k ≤ pk ≤ pkm + p∆k.
Hence, hp can be rewritten as

hp(x) ≡ hu(x) =

(
A0 +

P∑
k=1

ukAk

)
x, (11)

where, for notational convenience, define Ak = p∆kGxHk;
(k = 1, . . . , P ), and A0 = Gx

(
H0 +

∑P
k=1 pkmHk

)
. We

also let uT = [u1 · · ·uP ] be a vector contains uncertain
parameters and ‖u‖∞ ≤ 1. Please remind that Ai depends
linearly on x.

The case that the value of each measurement is unknown
but bounded can be included in the formulation. Let the
uncertainty of the i-th measurement be represented by zi =
zim + zi∆wi, where zim stands for the nominal value of zi
and zi∆ is its maximum deviation wi ∈ [−1, 1] represents
uncertain factor. Hence we can express z as

z = zm +Z∆w, (12)

where zTm = [z1m · · · zMm], Z∆ = Diag{z1∆ · · · zM∆},
and wT = [w1 · · ·wM ] represents the uncertain vector with
‖w‖∞ ≤ 1.

Combining the uncertainty vectors together as tT =[
wT uT

]
, the residue vector r can be rewritten as

r = [qx Zd −Ax]

[
1
w
u

]
= [qx Mx]

[
1
t

]
, (13)

where qx = zm −A0x, Mx = [Zd −Ax], and

Ax = [A1x A2x · · · APx] . (14)

Notice that ‖t‖∞ ≤ 1. Thus the objective function φ(x) can
be expressed as

φ(x) =

[
1
t

]T [
qTx
MT
x

]
R−1 [qx Mx]

[
1
t

]
. (15)

As an example, consider a case of one state variable with one
uncertain parameter. By stepping p from its lower bound to the
upper bound and computing φ(x), a set of parametric curves
of φ(x) is obtained as shown in Fig. 2. The dashed line shows
φ(x) computed by using the nominal value of p. On this line,
the minimum value of the objective function occurs at xm,
which can be computed by performing SE using the nominal
parameters. One can notice that, for this nominal solution xm,
there exists a set of parameters, say pu, which produces the
largest objective function, i.e. φu(xm). This implies that if
the actual values of parameters equal pu then the estimation
results are probably far from the correct one.

Conservatively, in this work, we try to find an estimation of
x such that for all parameter variation constraints, it gives the
minimum value of φu(x). Such a solution is called the robust
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Fig. 2. Example of variation of φ(x) under parameter p variation.

estimation xr. From the figure, one can notice that at xr,
for any values of p, the objective function cannot be worse
than φu(xr). Finding xr can be expressed as the following
optimization problem,

xr = arg min
x

max
‖t‖∞≤1

φ(x). (16)

III. APPROXIMATED SOLUTION METHOD

Solving Eq.(16) is generally NP hard [26], hence the approx-
imation of its solution, the least upper bound of φ(x) under
the constraint ‖t‖∞ ≤ 1 is considered instead. In other words,
we solve

min
x

min
‖t‖∞≤1

λ

subject to λ− φ(x) ≥ 0, λ ≥ 0.

}
(17)

Using S-procedure and Schur complement [26], the opti-
mization problem defined in Eq.(17) can be transformed into

min
x,λ,τ

λ

subject to λ ≥ 0, τ ≥ 0,λ− 1T τ 0 qTx
0 T MT

x
qx Mx R

 � 0,

 (18)

where τT = [τ1 · · · τM+P ], T = Diag{τ}, (see appendix A.)
Since qx and Mx depend bilinearly on x, this prob-

lem involves the bilinear matrix inequality (BMI) constraint
which has been found in many engineering applications [27].
This type of optimization can be solved by a solver called
PENBMI [28] which is available from TOMLAB [29](1),
or PENLAB [30], a free open source software package
for nonlinear optimization, linear and nonlinear SDP. Both
solvers can be employed under the YALMIP toolbox [31],
a modeling language for advanced modeling and solution
of convex and non-convex optimization problems. If such
solvers are not available, a method based on linearization of
qx and Mx can be applied to find the solution of Eq.(18).

(1)http://tomopt.com/
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Fig. 3. IEEE 14-bus test system with measurements.

The algorithm is outlined as the following simplified pseudo
code:

1: Guess the initial solution x(0), let ε be a stop tolerance,
and set the iteration counter k = 0.

2: Compute Qi = ∂Aix
(k)/∂x(k), and form a matrix

F̃ =

λ− 1T τ 0 q̃T

0 T M̃T

q̃ M̃ R

 , (19)

where q̃ = zm − A0x
(k) − Q0∆x, M̃ =

[
Zd −Ã

]
,

with Ã = Ax(k) + [Q1∆x · · ·QP∆x].
3: Compute ∆x by solving

∆x = argmin
∆x,λ,τ

λ

subject to λ ≥ 0, τ ≥ 0, F̃ � 0.

}
(20)

4: if ‖∆x‖ < ε then Stop.
5: x(k+1) ← x(k) + ∆x, k ← k + 1. Goto 2.
In this work, we use ε = 10−5. The solution of the SDP

problem defined in Eq.(20) is computed by the freely available
SDPT3-4 solver [32].

IV. NUMERICAL EXPERIMENTS

The proposed SE method has been implemented in MAT-
LAB environment, and applied to some IEEE test systems.
In the following tests, the measurement positions are assigned
such that the system can be fully observable. The standard
deviation of voltage magnitude, power injection and power
flow measurements are set to 0.004, 0.010 and 0.008 respec-
tively. Bus no. 1 is chosen as the reference bus and its phase
angle is 0. Measured values are assumed to be within ±σ,
their standard deviations. The solutions obtained by power flow
analysis are used as the exact measurement values. We use
flat start as the initial values of state variables in all tests.
All numerical simulations have been conducted on a personal
computer with intel Core i3-2120 CPU@3.30 GHz and 8 GB
of main memory.
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TABLE I. MEASUREMENT PLACEMENTS FOR IEEE 30-BUS.

Voltage magnitude 1, 27
Power injection 2, 3, 5, 6, 9, 10, 12, 16, 20, 22, 25, 30
Power flow 2-4, 4-3, 5-7, 8-28, 11-9, 12-14, 12-15, 15-18, 16-17,

19-18, 19-20, 21-22, 24-23, 25-26, 27-30, 28-6, 29-27

TABLE II. MEASUREMENT PLACEMENTS FOR IEEE 118-BUS.

Voltage magnitude 1, 10, 13, 16, 25, 38, 105, 116
Power injection 2, 5, 7, 8, 12, 20, 23, 25, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 41,

42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 52, 53, 54, 57, 58, 59, 60,
61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 69, 72, 74, 75, 76, 77, 78,
85, 86, 87, 88, 89, 90, 92, 93, 94, 95, 102, 103, 106,
107, 108, 109, 110, 111, 112, 113, 117

Power flow 1-3, 4-11, 5-4, 5-8, 7-6, 9-10, 11-13, 12-14, 12-117,
14-15, 15-33, 16-17, 17-18, 18-19, 19-34, 20-21,
21-22, 22-23, 24-72, 26-30, 27-28, 27-115, 28-29,
31-17, 32-27, 38-65, 40-39, 48-49, 49-50, 51-52, 52-53,
54-49, 58-56, 59-55, 62-60, 68-116, 69-70,69-77,71-70,
71-73, 75-118, 77-80, 79-78, 80-97, 81-80, 83-82,
84-85, 85-88, 89-88, 90-91, 92-93, 94-93, 94-96, 96-95,
100-98, 100-99, 100-101, 102-101, 103-104, 107-105,
110-103, 110-109, 110-111, 114-115

A. Nominal and Robust Estimations
The proposed method has been applied to the IEEE 14-

bus, 30-bus and 118-bus. All transmission line parameters are
assumed to be within ±10% of their nominal values. For
IEEE 14-bus, the measurement types and positions are shown
in Fig. 3. There are one voltage magnitude measurement at
bus no. 1, six real and reactive power injection measurements,
and nine real and reactive power flow measurements. Thus
the number of measurements is M = 31, the number of
uncertain parameters is P = 32, while the number of state
variables is N = 2 × 14 − 1 = 27. To save space, only the
measurement placements for IEEE 30-bus and 118-bus are
summarized in Table I and Table II, respectively. From the
tables, M = 60 and P = 79 for the case of IEEE 30-bus, and
M = 264 and P = 485 for IEEE 118-bus.

The Newton based conventional WLS SE [1] has been
performed with all line parameters to their nominal values.
And the proposed method has been applied to find the optimal
worst case solutions. The nominal solutions, xm and the robust
estimated states, xr are illustrated in Fig. 4(a)-(c) for the IEEE
14-bus, 30-bus and 118-bus, respectively.

To investigate the effect of parameter uncertainty on the
nominal solutions and the robust solutions, we compute the
upper and lower bounds of the objective function from,

φl(x) = min
‖t‖∞≤1

φ(x), and, φu(x) = max
‖t‖∞≤1

φ(x), (21)

and hence φ(x) ∈ [φl(x), φu(x)].
Finding φl(x) can be done efficiently since the problem

is convex. However, φu(x) is not convex, here we apply the
genetic algorithm based method [33] to estimate the upper
bounds. Table III shows the bounds for all tests. It can be
noticed that for the nominal solutions, the upper bounds are
greater than the upper bounds of the robust estimations. This
implies that there exists a set of line parameters for which
using the nominal solution at the estimated states may result
in larger value of objective function.

The BMI constraint optimization in Eq.(18) has been solved
by using PENBMI, PENLAB and the linearized technique. All
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Fig. 4. Results of nominal and robust estimations for (a) IEEE 14-bus,
(b) 30-bus, and (c) 118-bus.

solvers give almost the same estimations. The computation
time of the nominal SE and the robust SE by these three
methods are presented in Table IV. In these tests, the PENBMI
solver performs better than the other two. We would like to
remind that these methods are local solvers, thus the obtained
estimations may not be the global solutions.
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TABLE III. BOUNDS OF OBJECTIVE FUNCTIONS.

Case Nominal Robust
14-bus [0.00, 1.42×103] [ 24.56, 1.16×103]
30-bus [0.00, 6.37×102] [ 2.04, 4.37×102]
118-bus [0.75, 5.51×104] [461.37, 4.64×104]

TABLE IV. COMPARISON OF COMPUTATION TIME IN SECONDS.

Case Nominal PENBMI PENLAB Linearized
14-bus 0.15 0.75 29.18 4.80
30-bus 0.31 2.87 127.98 8.61

118-bus 9.70 134.98 4, 522.37 241.27
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Fig. 5. IEEE 14-bus test system with measurement placement no. 2.
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Fig. 6. Variations of state variables under various uncertainty for placement
set (a) no. 1 and (b) no. 2

B. Tests on Measurement Placements

In this test, the proposed robust estimation has been applied
to investigate the effect of measurement placements. The IEEE
14-bus has been selected as the test system. The line parameter
variations are set to 0.05, 0.10, 0.15 and 0.20 of the nominal
values. The first measurement placement set is the one used in
previous subsection. The other placement is shown in Fig. 5.
The voltage magnitude measurement is at bus no. 1, six power
injection measurements and nine power flow measurements are
employed which makes M = 31 and P = 37. Note that the
number of measurements of both sets are the same but the
number of uncertain parameters of set no. 2 is larger. The
results for both placement sets are shown in Fig. 6(a) and (b)
respectively. It can be seen that the placement set no. 2 gives
less variations of the estimated states. Hence, it is more robust
to network uncertainty.

V. CONCLUSIONS AND FUTURE WORKS

In this paper, the algorithm for finding the optimal worst
case solution of the WLS based state estimation of power sys-
tem with unknown but bounded network parameters has been
proposed. The robust estimation has been formulated as the
optimization problem with BMI constraint. From the numerical
results, the robust solution tends to give narrower variations
of the objective function under parameter variations. Without
the information on distribution characteristic of parameter
uncertainty, the proposed estimation computes the best value
of the worst WLS objective function. The computation time
for finding the robust solution is still larger than just finding
the nominal SE. The application of the proposed algorithm for
real time estimation requires more investigation. Nevertheless,
it may be applied to the planing of the placement position that
is robust to network parameter variations.

APPENDIX A

To show that Eq.(18) is equivalent to Eq.(17), we need some
results related to linear matrix inequalities (LMI) manipulation.
More details can be found in [24], [26], [34]. They are included
here for reader’s convenience.

Lemma A.1. (S-Procedure)
Define quadratic functions in the variable t ∈ RN , Fk(t),

as

Fk(t) =

[
1
t

]T [
vk uTk
uk Tk

] [
1
t

]
= tTTkt+ 2uTk t+ vk, (22)

for k = 0, 1, 2, . . . , P with Tk = T Tk . Then, the implication

F1(t) ≥ 0, . . . , FP (t) ≥ 0⇒ F0(t) ≥ 0 (23)

holds if there exist τT = [τ1 · · · τP ] ≥ 0 such that[
v0 uT0
u0 T0

]
−

P∑
k=1

τk

[
vk uTk
uk Tk

]
� 0. (24)

Lemma A.2. (Schur complements)
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Let X be a symmetric matrix given by

X =

[
A B
BT D

]
. (25)

The condition X � 0 is equivalent to

D � 0, A−BD†BT � 0, (I −D†D)BT = 0, (26)

and also to

A � 0, D −BTA†B � 0, (I −A†A)B = 0. (27)

Notice that the constraint λ − φ(x) ≥ 0 can be expressed
as[

1
t

]T ([
λ 0
0 0

]
−
[
qTx
MT
x

]
R−1 [qx Mx]

)[
1
t

]
≥ 0. (28)

And ‖t‖∞ ≤ 1 implies t2i ≤ 1 ;(i = 1, 2, . . . ,M + P ), which
can be expressed as,[

1
t

]T [
1 0
0 −Ci

] [
1
t

]
≥ 0, (29)

for i = 1, 2, . . . ,M + P , where Ci = Diag
{
e

(M+P )
i

}
.

Using S-procedure, we have, for τi ≥ 0,[
λ 0
0 0

]
−
[
qTx
MT
x

]
R−1 [qx Mx]−

M+P∑
i=1

τi

[
1 0
0 −Ci

]
� 0.

(30)
Since

∑M+P
i=1 τiCi = T and

∑M+P
i=1 τi = 1T τ , then the

relation can be rewritten as[
λ− 1T τ 0

0 T

]
−
[
qTx
MT
x

]
R−1 [qx Mx] � 0. (31)

Apply Schur complement to the above relation, Eq.(18) is
obtained.
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Optimal Worst Case Solutions for State Estimation
of Power System with Uncertain Network Parameters

Chawasak Rakpenthai, Member, IEEE, Sermsak Uatrongjit, Member, IEEE,

Abstract—This paper addresses a problem of power system
state estimation under the condition that transmission line net-
work parameters are unknown but bounded. A robust estimation
in a sense of the optimal worst case solution is determined. Data
collected via remote terminal units, i.e. voltage magnitude, in-
jected and flow real and reactive power, are used as measurement
quantities. The state variables are bus voltage phasors expressed
in rectangular coordinates. This enables the relations between
measured data and state variables be expressed as quadratic
functions. The proposed formulation based on the structured
robust least squares optimization yields a minimization problem
with bilinear matrix inequality constraint. A solution method
based on a semidefinite programming is also presented. Some
testing results on the standard IEEE test systems are given.

Keywords—Power system state estimation, network parameter
uncertainty, structured robust least squares.

I. INTRODUCTION

NOWADAYS, a power system has to be efficiently op-
erated in order to cope with the increasing demand of

energy consumption. One of important functions in supervisory
control and planning of electric power systems is the state
estimation (SE). Estimation results can be applied to moni-
toring the state of the grid and help the energy management
systems (EMS) in operations of the power system [1]. By
using the data, such as voltage magnitude, injection power,
flow power, collected by the remote terminal units (RTUs) and
the information about power system network topology, one
can establish a mathematical relation between the measured
data and state variables, usually the voltage phasors of all
buses. These conventional monitoring technologies can only
take non-synchronized measurements once every 2-4 seconds
[2], the SE methods based on these datasets are considered as
(quasi) static SE. With the emerging of synchronized phasor
measurement technology [3], other types of SEs, for examples
the transient SE [4], the harmonic SE [5], have also been
extensively studied. Hybrid SE methods which utilizes both
types of measurements have also been reported [6]–[8]. In this
paper, only the static SE using conventional RTU based mea-
surements is focused, even though the proposed methodology
can be applied to the case of mixed types of measurements as
well.

Manuscript received MONTH XX, 20XX; revised MONTH XX, 20XX.
This work was supported in part by the Thailand Research Fund (TRF) under
grant XXXXXXXXX.

C. Rakpenthai is with the Department of Electrical Engineering, School of
Engineering, University of Phayao, Thailand.

S. Uatrongjit is with the Department of Electrical Engineering, Faculty of
Engineering, Chiang Mai University, Thailand.

Given a set of appropriate measured data and the mea-
surement function, the state variables can be estimated by
optimizing an objective function with suitable constraints. One
of the most common criteria used with SE is the weighted
least squares (WLS). The WLS based SE leads to the iterative
solution of the so-called normal equation. The method can
be performed efficiently and provides good estimation results
when the measurements contaminated with Gaussian noise.
There are also SE methods which use other objective functions,
for examples a weighted least absolute value (WLAV) [9]–
[11] which gives good estimation results when measurement
data contains outlier, a quadratic-linear [12], or a maximum
exponential absolute value [13] which are proposed to suppress
the effect of bad data.

In many SE algorithms, the transmission line parameters
which constitute the measurement function are assumed to
be known exactly. This assumption, however, can be violated
easily since those parameters are affected by environmental
changes [14]. For example, it has been reported that the line
sag and conductor resistance depend on conductor temperature.
Therefore, the transmission line parameters may significantly
differ from their assumed values due to the sag and conductor
variations [15]–[17]. In some circumstances, the characteristic
of the line parameters distribution is hard to determined, and
one can only specify these parameters as the nominal values
with tolerances, i.e. the parameter is unknown but bounded.
The SE methods which also consider network parameter
variations have been investigated. In [18], a two-step method
has been proposed to find the point or nominal estimation and
also the bounds of the state variables. The SE method which
considers the network uncertain parameters as additional state
variable has been discussed in [19], this approach requires a
large number of measured data since the number of state vari-
ables increased considerably. An efficient method for obtaining
a guaranteed and small envelop of the state and measurement
based on interval constraint propagation has been proposed
[20]. In [21], the parametric form of the measurement function
which explicitly shows its dependency on line parameters is
employed. With the state variables in rectangular coordinate,
the WLS based SE is expressed as a parametric interval linear
system. The enclosure or the outer solutions representing the
bounds of state variables can be efficiently computed. The
application of this parametric interval linear system technique
to harmonic state estimation of power systems is also described
in [22]. A technique based on Tanaka’s fuzzy linear regression
model has been applied to estimate uncertainty level of the
power system states [23].

In this paper, the SE problem which takes transmission line
network parameters uncertainty into consideration is discussed.
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Fig. 1. Transmission line’s π equivalent circuit.

These network parameters are assumed to be unknown but
bounded within some tolerances. No statistically information
about their distribution is assumed. In stead of finding the
uncertain bounds of estimated states, i.e bus voltage phasors,
the proposed method seeks a robust solution of power system
SE under network parameter variations which minimizes the
maximum WLS objective function, i.e. the optimal worst case
solution.

This paper is organized as follows. The formulation of
robust SE problem is explained in section II. A method to
approximate the solution based on and semi-definite program-
ming (SDP) [24] is presented next. The test results with some
IEEE test systems are given in section IV. Some conclusions
and research directions are summarized in the final section.

II. PARAMETRIC FORM OF MEASUREMENT FUNCTION
AND CONVENTIONAL SE

Following notations are used in this paper. ~X = Xr + jXi

denotes a phasor representation of a sinusoidal signal x(t),
its real part and imaginary part are Xr and Xi respectively.
~X∗ represents the complex conjugation of ~X . Bold-face letters
refer to either vectors or matrices. xT is the transpose of x. The
Moore-Penrose inverse of X is written as X†. IN is an N×N
identity matrix. e(N)

i is the i-th column vector of IN . 0 and
1 denote the zero matrix and a vector of ones of appropriate
dimension. x ≥ 0 means each member of x is non-negative
number. X � 0 means X is symmetric, positive semidefinite.
Diag{a} stands for a square diagonal matrix with the elements
of vector a on the main diagonal. We write α ∈ [a, b] for
a ≤ α ≤ b. ‖x‖∞ represents the infinity norm of x.

A. Parametric Form of Measurement Function
In this subsection, the formulation of measurement function

h describing the relation between measured data z, and state
variables x, in parametric form is briefly explained. We only
show an example where measured quantities are power flowing
between two buses and voltage magnitude measurement. The
case of injection power measurement can be derived similarly.

Consider the equivalent circuit of the transmission line
connected between bus no. 1 and 2 shown in Fig. 1, it can
be seen that the current phasor ~I12 flowing through the line
can be computed from,

~I12 = I12r + jI12i = y1(~V1 − ~V2) + y2
~V1, (1)

where ~Vk = Vkr+jVki denotes the voltage phasor of bus no. k.
The shunt and series admittance of the line are represented by
y1 = g1 + jb1 and y2 = g2 + jb2 respectively. This relation
can be given in matrix form as,

[
I12r

I12i

]
=

[
g1 + g2 −(b1 + b2) −g1 b1
b1 + b2 g1 + g2 −b1 −g1

]V1r

V1i

V2r

V2i

 ,
= Ypx, (2)

where xT = [V1r V1i V2r V2i] denotes the vector of state
variables which are the real parts and the imaginary parts of
bus voltage phasors.

Then the complex power ~S12 = P12 + jQ12 flowing from
bus no. 1 to 2 is given by

P12 + jQ12 = ~V1
~I∗12

= (V1rI12r + V1iI12i) + j(V1iI12r − V1rI12i), (3)

where P12 and Q12 are the real power and the reactive power
flowing from bus no. 1 to 2 respectively.

The relation between the voltage magnitude of bus no. 1,
V1, and its voltage phasor can be given by

V 2
1 = ~V1

~V ∗1 = [V1r V1i]

[
V1r

V1i

]
. (4)

If the measurement data consists of V 2
1 , P12 and Q12 then

from Eq.(3) and Eq.(4) we can combine them as V 2
1

P12

Q12

 =

[
V1r V1i 0 0
0 0 V1r V1i

0 0 V1i −V1r

]V1r

V1i

I12r

I12i

 ,

= Gx

 1 0 0 0
0 1 0 0

Yp


V1r

V1i

V2r

V2i


= Gx

(
H0 +

4∑
k=1

pkHk

)
x, (5)

where

Gx =

[
V1r V1i 0 0
0 0 V1r V1i

0 0 V1i −V1r

]
,H0 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,
(6)

also define p = [p1 p2 p3 p4] = [g1 b1 g2 b2] as the parameter
vector, and

4∑
k=1

pkHk = g1

0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 −1 0
0 1 0 −1

+ b1

0 0 0 0
0 0 0 0
0 −1 0 1
1 0 −1 0


+ g2

0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0

+ b2

0 0 0 0
0 0 0 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

. (7)
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In general, for the measurement dataset consisting of
squared voltage magnitude, power injection, and power flow,
one can express the measurement function as,

hp(x) = Gx

(
H0 +

P∑
k=1

pkHk

)
x, (8)

where x ∈ RN is the state variable vector whose elements
are the real parts and the imaginary parts of bus voltage
phasors. Gx ∈ RM×M is a matrix which depends on x.
Hk ∈ RM×N can be obtained from the network topology. We
write the measurement function as hp(x) to emphasize that it
depends not only on x but also transmission line parameters
p = [p1 · · · pP ]. M,N and P stand for the number of
measurements, state variables and line parameters respectively,
usually M ≥ N . For the measured data obtained from phasor
measurement unit, the rows of Gx corresponding to that data
is constant.

B. WLS State Estimation

The problem of SE under WLS criteria is to find x which
minimizes the objective function

φ(x) = rTR−1r = (z − hp(x))TR−1(z − hp(x)), (9)

where r = z − hp(x) is the residue vector, and zT =
[z1 · · · zM ] is the measurement vector. Every measurement is
usually assumed to be independent of each other, thus the
measurement covariance matrix R = Diag

{
σ2
}

, (σ2 =[
σ2

1 · · ·σ2
M

]T
), and σi refers to the standard deviation of the

i-th measurement. In some situations, appropriate constraints
can be added. Note that if the standard deviation of voltage
magnitude measurement V is given by σV then, based on un-
certainty propagation, the standard deviation of squared voltage
magnitude measurement can be approximated by 2V σV [25].

For a fixed value of p, the smaller value of φ(x) implies
the better estimation. The optimal value of the state variable
vectors x can be obtained by using the Newton based it-
erative method [1]. The process can be briefly described as
follows.

1: Guess the initial solution x(0). Let ε be a stop tolerance,
and set iteration index k = 0.

2: repeat
3: Computing the update vector ∆x by solving,(

HTR−1H
)

∆x = HTR−1z, (10)

where H = ∂hp(x
(k))/∂x(k) is the Jacobian matrix of

hp.
4: Update x(k+1) ← x(k) + ∆x.
5: k ← k + 1.
6: until ‖∆x‖∞ ≤ ε.
The flat-start, i.e all bus voltage phasors are 1∠0, is usually

selected as the initial solution x(0).

C. SE with Uncertain Parameters
As previously mentioned, sometimes the value of pk can

be specified with some tolerance, for example pk = pkm +
p∆kuk, here pkm is the nominal value of pk, its maximum
deviation is denoted by p∆k > 0, and uk ∈ [−1, 1] represents
the uncertainty of pk. Hence pkm − p∆k ≤ pk ≤ pkm + p∆k.
Hence, hp can be rewritten as

hp(x) ≡ hu(x) =

(
A0 +

P∑
k=1

ukAk

)
x, (11)

where, for notational convenience, define Ak = p∆kGxHk;
(k = 1, . . . , P ), and A0 = Gx

(
H0 +

∑P
k=1 pkmHk

)
. We

also let uT = [u1 · · ·uP ] be a vector contains uncertain
parameters and ‖u‖∞ ≤ 1. Please remind that Ai depends
linearly on x.

The case that the value of each measurement is unknown
but bounded can be included in the formulation. Let the
uncertainty of the i-th measurement be represented by zi =
zim + zi∆wi, where zim stands for the nominal value of zi
and zi∆ is its maximum deviation wi ∈ [−1, 1] represents
uncertain factor. Hence we can express z as

z = zm +Z∆w, (12)

where zTm = [z1m · · · zMm], Z∆ = Diag{z1∆ · · · zM∆},
and wT = [w1 · · ·wM ] represents the uncertain vector with
‖w‖∞ ≤ 1.

Combining the uncertainty vectors together as tT =[
wT uT

]
, the residue vector r can be rewritten as

r = [qx Zd −Ax]

[
1
w
u

]
= [qx Mx]

[
1
t

]
, (13)

where qx = zm −A0x, Mx = [Zd −Ax], and

Ax = [A1x A2x · · · APx] . (14)

Notice that ‖t‖∞ ≤ 1. Thus the objective function φ(x) can
be expressed as

φ(x) =

[
1
t

]T [
qTx
MT
x

]
R−1 [qx Mx]

[
1
t

]
. (15)

As an example, consider a case of one state variable with one
uncertain parameter. By stepping p from its lower bound to the
upper bound and computing φ(x), a set of parametric curves
of φ(x) is obtained as shown in Fig. 2. The dashed line shows
φ(x) computed by using the nominal value of p. On this line,
the minimum value of the objective function occurs at xm,
which can be computed by performing SE using the nominal
parameters. One can notice that, for this nominal solution xm,
there exists a set of parameters, say pu, which produces the
largest objective function, i.e. φu(xm). This implies that if
the actual values of parameters equal pu then the estimation
results are probably far from the correct one.

Conservatively, in this work, we try to find an estimation of
x such that for all parameter variation constraints, it gives the
minimum value of φu(x). Such a solution is called the robust
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nomial

worst

φu(xr)

φl(xr)φ(xm)

φu(xm)

φl(xm)

φ
(x

)

xm xr

Fig. 2. Example of variation of φ(x) under parameter p variation.

estimation xr. From the figure, one can notice that at xr,
for any values of p, the objective function cannot be worse
than φu(xr). Finding xr can be expressed as the following
optimization problem,

xr = arg min
x

max
‖t‖∞≤1

φ(x). (16)

III. APPROXIMATED SOLUTION METHOD

Solving Eq.(16) is generally NP hard [26], hence the approx-
imation of its solution, the least upper bound of φ(x) under
the constraint ‖t‖∞ ≤ 1 is considered instead. In other words,
we solve

min
x

min
‖t‖∞≤1

λ

subject to λ− φ(x) ≥ 0, λ ≥ 0.

}
(17)

Using S-procedure and Schur complement [26], the opti-
mization problem defined in Eq.(17) can be transformed into

min
x,λ,τ

λ

subject to λ ≥ 0, τ ≥ 0,λ− 1T τ 0 qTx
0 T MT

x
qx Mx R

 � 0,

 (18)

where τT = [τ1 · · · τM+P ], T = Diag{τ}, (see appendix A.)
Since qx and Mx depend bilinearly on x, this prob-

lem involves the bilinear matrix inequality (BMI) constraint
which has been found in many engineering applications [27].
This type of optimization can be solved by a solver called
PENBMI [28] which is available from TOMLAB [29](1),
or PENLAB [30], a free open source software package
for nonlinear optimization, linear and nonlinear SDP. Both
solvers can be employed under the YALMIP toolbox [31],
a modeling language for advanced modeling and solution
of convex and non-convex optimization problems. If such
solvers are not available, a method based on linearization of
qx and Mx can be applied to find the solution of Eq.(18).

(1)http://tomopt.com/
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Fig. 3. IEEE 14-bus test system with measurements.

The algorithm is outlined as the following simplified pseudo
code:

1: Guess the initial solution x(0), let ε be a stop tolerance,
and set the iteration counter k = 0.

2: Compute Qi = ∂Aix
(k)/∂x(k), and form a matrix

F̃ =

λ− 1T τ 0 q̃T

0 T M̃T

q̃ M̃ R

 , (19)

where q̃ = zm − A0x
(k) − Q0∆x, M̃ =

[
Zd −Ã

]
,

with Ã = Ax(k) + [Q1∆x · · ·QP∆x].
3: Compute ∆x by solving

∆x = argmin
∆x,λ,τ

λ

subject to λ ≥ 0, τ ≥ 0, F̃ � 0.

}
(20)

4: if ‖∆x‖ < ε then Stop.
5: x(k+1) ← x(k) + ∆x, k ← k + 1. Goto 2.
In this work, we use ε = 10−5. The solution of the SDP

problem defined in Eq.(20) is computed by the freely available
SDPT3-4 solver [32].

IV. NUMERICAL EXPERIMENTS

The proposed SE method has been implemented in MAT-
LAB environment, and applied to some IEEE test systems.
In the following tests, the measurement positions are assigned
such that the system can be fully observable. The standard
deviation of voltage magnitude, power injection and power
flow measurements are set to 0.004, 0.010 and 0.008 respec-
tively. Bus no. 1 is chosen as the reference bus and its phase
angle is 0. Measured values are assumed to be within ±σ,
their standard deviations. The solutions obtained by power flow
analysis are used as the exact measurement values. We use
flat start as the initial values of state variables in all tests.
All numerical simulations have been conducted on a personal
computer with intel Core i3-2120 CPU@3.30 GHz and 8 GB
of main memory.
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TABLE I. MEASUREMENT PLACEMENTS FOR IEEE 30-BUS.

Voltage magnitude 1, 27
Power injection 2, 3, 5, 6, 9, 10, 12, 16, 20, 22, 25, 30
Power flow 2-4, 4-3, 5-7, 8-28, 11-9, 12-14, 12-15, 15-18, 16-17,

19-18, 19-20, 21-22, 24-23, 25-26, 27-30, 28-6, 29-27

TABLE II. MEASUREMENT PLACEMENTS FOR IEEE 118-BUS.

Voltage magnitude 1, 10, 13, 16, 25, 38, 105, 116
Power injection 2, 5, 7, 8, 12, 20, 23, 25, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 41,

42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 52, 53, 54, 57, 58, 59, 60,
61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 69, 72, 74, 75, 76, 77, 78,
85, 86, 87, 88, 89, 90, 92, 93, 94, 95, 102, 103, 106,
107, 108, 109, 110, 111, 112, 113, 117

Power flow 1-3, 4-11, 5-4, 5-8, 7-6, 9-10, 11-13, 12-14, 12-117,
14-15, 15-33, 16-17, 17-18, 18-19, 19-34, 20-21,
21-22, 22-23, 24-72, 26-30, 27-28, 27-115, 28-29,
31-17, 32-27, 38-65, 40-39, 48-49, 49-50, 51-52, 52-53,
54-49, 58-56, 59-55, 62-60, 68-116, 69-70,69-77,71-70,
71-73, 75-118, 77-80, 79-78, 80-97, 81-80, 83-82,
84-85, 85-88, 89-88, 90-91, 92-93, 94-93, 94-96, 96-95,
100-98, 100-99, 100-101, 102-101, 103-104, 107-105,
110-103, 110-109, 110-111, 114-115

A. Nominal and Robust Estimations
The proposed method has been applied to the IEEE 14-

bus, 30-bus and 118-bus. All transmission line parameters are
assumed to be within ±10% of their nominal values. For
IEEE 14-bus, the measurement types and positions are shown
in Fig. 3. There are one voltage magnitude measurement at
bus no. 1, six real and reactive power injection measurements,
and nine real and reactive power flow measurements. Thus
the number of measurements is M = 31, the number of
uncertain parameters is P = 32, while the number of state
variables is N = 2 × 14 − 1 = 27. To save space, only the
measurement placements for IEEE 30-bus and 118-bus are
summarized in Table I and Table II, respectively. From the
tables, M = 60 and P = 79 for the case of IEEE 30-bus, and
M = 264 and P = 485 for IEEE 118-bus.

The Newton based conventional WLS SE [1] has been
performed with all line parameters to their nominal values.
And the proposed method has been applied to find the optimal
worst case solutions. The nominal solutions, xm and the robust
estimated states, xr are illustrated in Fig. 4(a)-(c) for the IEEE
14-bus, 30-bus and 118-bus, respectively.

To investigate the effect of parameter uncertainty on the
nominal solutions and the robust solutions, we compute the
upper and lower bounds of the objective function from,

φl(x) = min
‖t‖∞≤1

φ(x), and, φu(x) = max
‖t‖∞≤1

φ(x), (21)

and hence φ(x) ∈ [φl(x), φu(x)].
Finding φl(x) can be done efficiently since the problem

is convex. However, φu(x) is not convex, here we apply the
genetic algorithm based method [33] to estimate the upper
bounds. Table III shows the bounds for all tests. It can be
noticed that for the nominal solutions, the upper bounds are
greater than the upper bounds of the robust estimations. This
implies that there exists a set of line parameters for which
using the nominal solution at the estimated states may result
in larger value of objective function.

The BMI constraint optimization in Eq.(18) has been solved
by using PENBMI, PENLAB and the linearized technique. All
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Fig. 4. Results of nominal and robust estimations for (a) IEEE 14-bus,
(b) 30-bus, and (c) 118-bus.

solvers give almost the same estimations. The computation
time of the nominal SE and the robust SE by these three
methods are presented in Table IV. In these tests, the PENBMI
solver performs better than the other two. We would like to
remind that these methods are local solvers, thus the obtained
estimations may not be the global solutions.
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TABLE III. BOUNDS OF OBJECTIVE FUNCTIONS.

Case Nominal Robust
14-bus [0.00, 1.42×103] [ 24.56, 1.16×103]
30-bus [0.00, 6.37×102] [ 2.04, 4.37×102]
118-bus [0.75, 5.51×104] [461.37, 4.64×104]

TABLE IV. COMPARISON OF COMPUTATION TIME IN SECONDS.

Case Nominal PENBMI PENLAB Linearized
14-bus 0.15 0.75 29.18 4.80
30-bus 0.31 2.87 127.98 8.61

118-bus 9.70 134.98 4, 522.37 241.27
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Fig. 5. IEEE 14-bus test system with measurement placement no. 2.

0.95

1

1.05

1.1

1.15

R
ea

l
pa

rt
[p

u]

2 4 6 8 10 12 14
−0.3

−0.2

−0.1

0

Bus no.

Im
ag

in
ar

y
pa

rt
[p

u]

nominal
robust

(a)

0.95

1

1.05

1.1

1.15

R
ea

l
pa

rt
[p

u]

2 4 6 8 10 12 14
−0.3

−0.2

−0.1

0

Bus no.

Im
ag

in
ar

y
pa

rt
[p

u]

nominal
robust

(b)

Fig. 6. Variations of state variables under various uncertainty for placement
set (a) no. 1 and (b) no. 2

B. Tests on Measurement Placements

In this test, the proposed robust estimation has been applied
to investigate the effect of measurement placements. The IEEE
14-bus has been selected as the test system. The line parameter
variations are set to 0.05, 0.10, 0.15 and 0.20 of the nominal
values. The first measurement placement set is the one used in
previous subsection. The other placement is shown in Fig. 5.
The voltage magnitude measurement is at bus no. 1, six power
injection measurements and nine power flow measurements are
employed which makes M = 31 and P = 37. Note that the
number of measurements of both sets are the same but the
number of uncertain parameters of set no. 2 is larger. The
results for both placement sets are shown in Fig. 6(a) and (b)
respectively. It can be seen that the placement set no. 2 gives
less variations of the estimated states. Hence, it is more robust
to network uncertainty.

V. CONCLUSIONS AND FUTURE WORKS

In this paper, the algorithm for finding the optimal worst
case solution of the WLS based state estimation of power sys-
tem with unknown but bounded network parameters has been
proposed. The robust estimation has been formulated as the
optimization problem with BMI constraint. From the numerical
results, the robust solution tends to give narrower variations
of the objective function under parameter variations. Without
the information on distribution characteristic of parameter
uncertainty, the proposed estimation computes the best value
of the worst WLS objective function. The computation time
for finding the robust solution is still larger than just finding
the nominal SE. The application of the proposed algorithm for
real time estimation requires more investigation. Nevertheless,
it may be applied to the planing of the placement position that
is robust to network parameter variations.

APPENDIX A

To show that Eq.(18) is equivalent to Eq.(17), we need some
results related to linear matrix inequalities (LMI) manipulation.
More details can be found in [24], [26], [34]. They are included
here for reader’s convenience.

Lemma A.1. (S-Procedure)
Define quadratic functions in the variable t ∈ RN , Fk(t),

as

Fk(t) =

[
1
t

]T [
vk uTk
uk Tk

] [
1
t

]
= tTTkt+ 2uTk t+ vk, (22)

for k = 0, 1, 2, . . . , P with Tk = T Tk . Then, the implication

F1(t) ≥ 0, . . . , FP (t) ≥ 0⇒ F0(t) ≥ 0 (23)

holds if there exist τT = [τ1 · · · τP ] ≥ 0 such that[
v0 uT0
u0 T0

]
−

P∑
k=1

τk

[
vk uTk
uk Tk

]
� 0. (24)

Lemma A.2. (Schur complements)
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Let X be a symmetric matrix given by

X =

[
A B
BT D

]
. (25)

The condition X � 0 is equivalent to

D � 0, A−BD†BT � 0, (I −D†D)BT = 0, (26)

and also to

A � 0, D −BTA†B � 0, (I −A†A)B = 0. (27)

Notice that the constraint λ − φ(x) ≥ 0 can be expressed
as[

1
t

]T ([
λ 0
0 0

]
−
[
qTx
MT
x

]
R−1 [qx Mx]

)[
1
t

]
≥ 0. (28)

And ‖t‖∞ ≤ 1 implies t2i ≤ 1 ;(i = 1, 2, . . . ,M + P ), which
can be expressed as,[

1
t

]T [
1 0
0 −Ci

] [
1
t

]
≥ 0, (29)

for i = 1, 2, . . . ,M + P , where Ci = Diag
{
e

(M+P )
i

}
.

Using S-procedure, we have, for τi ≥ 0,[
λ 0
0 0

]
−
[
qTx
MT
x

]
R−1 [qx Mx]−

M+P∑
i=1

τi

[
1 0
0 −Ci

]
� 0.

(30)
Since

∑M+P
i=1 τiCi = T and

∑M+P
i=1 τi = 1T τ , then the

relation can be rewritten as[
λ− 1T τ 0

0 T

]
−
[
qTx
MT
x

]
R−1 [qx Mx] � 0. (31)

Apply Schur complement to the above relation, Eq.(18) is
obtained.
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Paper

A New Hybrid State Estimation Based on Pseudo-Voltage Measurements

Chawasak Rakpenthai∗ Non-member

Sermsak Uatrongjit∗∗ Non-member

This paper presents a new hybrid state estimation method based on the concept of pseudo-voltage mea-
surements for a power system containing both conventional and synchronizing phasor measurements. Actual
measurement data is employed to calculate the magnitude and phase of pseudo-voltage measurements. In
the proposed formulation, the measurement matrix describing relations between the measured data and the
state variables contains only 0 or 1. Then the state estimation problem is formulated based on the weighted
least square criteria and its solution can be obtained without using iterative procedures. Comparisons with
the conventional hybrid state estimation method have been performed on IEEE 14-bus and 57-bus systems.
Numerical experiment results indicate that the proposed approach can yield accurate solutions with shorter
computation time. Moreover, the proposed method also provides superior results in the presence of bad data.

Keywords: Hybrid state estimation, pseudo-voltage measurement, synchronizing phasor measurement, weighted
least square.

1. Introduction

State estimation (SE) plays an important role in en-
ergy management systems, power system security and
reliability. The state estimation is based on a mathe-
matical relation between the actual measurements and
the network topology of the power system under con-
sideration (1). Using transducer transformers, bus volt-
age magnitudes, branch current magnitudes, and branch
real and reactive powers are usually recorded by the in-
stalled remote terminal units (RTUs). The data is sent
to a supervisory control and data acquisition (SCADA)
system and used to determine the best estimation of
power system states, i.e. voltage magnitudes and phase
angles of the system buses. Since each RTU collects
data at different snapshot times, recently usage of de-
vices called phasor measurement units (PMUs), which
measure voltage and current phasors at the synchroniz-
ing time via the global positioning system, became more
popular (2)∼(4). Each PMU can provide measurement
data at a high sampling rate of up to 50 or 60 samples
per second (5) (6). In practice, PMU data is available from
a phasor data concentrator at a rate of 20-30 samples per
second while RTU data is usually obtained from SCADA
at a rate of 2-5 samples per second (6). Therefore, the
synchronized measurements obtained from PMUs are
very accurate and could be used to replace the conven-
tional measurements. However, due to their high capi-
tal and communication costs, PMUs are only installed
at some specific buses. For that reason, methods utiliz-
ing data from both RTUs and PMUs to estimate power

∗ Department of Electrical Engineering, School of Engineer-
ing, University of Phayao, Phayao, 56000, Thailand.

∗∗ Department of Electrical Engineering, Faculty of Engi-
neering, Chiang Mai University, Chiang Mai, 50200 Thai-
land.

system states have gained much attention. Such meth-
ods are also referred to as the hybrid state estimations
(HSE).

Several HSE algorithms based on the weighted least
square (WLS) criterion have been proposed. In Ref. (7),
a two-stage SE formulation has been presented. In the
first stage, the measurements collected via PMUs are
used to formulate a linear SE and the bus voltage pha-
sors to be estimated are expressed in rectangular co-
ordinates. Next, these estimated voltage phasors are
converted into polar coordinates and employed either as
high accuracy measurements or additional equality con-
straints while the SCADA measurements are formulated
as a nonlinear estimation to determine the whole system
states. In Ref. (8), a multi-stage SE based on multi-
sensor data fusion theory to optimally combine the re-
sults independently obtained from SCADA and PMU
based estimation modules has been proposed. This
method is able to preserve the optimality of the HSE
solution under certain conditions. In Ref. (9), three dif-
ferent approaches for inclusion of the current phasors
data measured by PMUs have been studied. They are
compared in terms of convergence properties and esti-
mation performance. Reference (10) presents the HSE
algorithm where both conventional and synchronized
measurements are used directly, thus avoiding the prop-
agation of uncertainties. Three different SE methods,
i.e. (a) the SE that uses current phasors measurements
in rectangular forms (11), (b) the SE that uses pseudo-
voltage measurement approach, and (c) the SE where
the state vector includes the magnitudes and phase an-
gles of PMU current phasors, are investigated in terms
of accuracy and convergences. The methodology to es-
timate the mean and uncertainties of pseudo measure-
ments based on the unscented transformation is also pro-
posed. In Ref. (12), the constrained formulation of the
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HSE that incorporates pseudo power flow measurements
obtained by combining the voltage and the current pha-
sors provided by PMUs has been presented. Comparison
results with the methods in Ref. (11) are also provided.
Nevertheless, in these literatures, the measurement func-
tions are nonlinear when RTU data are included. There-
fore, a solution method based on Newton iterations is
needed to find the estimated state variables of power
systems. Reference (13) presents a non-iterative state
estimation based on a new AC power flow formulation
designated as the line flow based model. The method
adopts the line flows and square of voltage magnitudes
as the problem state variables and incorporates both
active and reactive power quantities. Since the method
solves the SE problem using a direct matrix inversion
technique, the computational burden is improved.

This paper presents a novel approach for HSE where
measurement set contains data collected by both RTUs
and PMUs. The proposed method is based on the con-
cept of pseudo-measurement and it uses complex num-
bers expressed in polar coordinate to represent both
state variables and measured values. Actual current
phasor and power flow measurements at one end of
the transmission line are converted into the correspond-
ing pseudo-voltage measurements at the other end of
the line. Using the voltage phasors directly obtained
from PMUs and the pseudo-voltage as the measurements
while magnitudes and phases of all bus voltage phasors
are the estimated states, the measurement function can
be expressed as a linear relation between the measured
quantities and the states to be estimated. Furthermore,
the elements of the measurement matrix become either
0 or 1. This formulation also allows the information col-
lected at different sampling rates from both RTUs and
PMUs to be used in the estimation. The solution algo-
rithm based on WLS criteria and bad data analysis are
applied to solve the formulated problem.

This paper is organized as follows. Calculations of
pseudo-voltage measurements are described in Sec. 2.
The proposed HSE formulation and a solution technique
are explained next. Numerical results of the proposed
algorithm are illustrated and compared with the conven-
tional HSE method in Sec. 4. And conclusions are given
in the last section.

2. Pseudo-Voltage Measurements

−→a : 1

−→
Vf

−→
Vt

−→
Ift

−→
Itf

−→
Ysh

−→
Ysh

−→
Yse

Fig. 1. Equivalent circuit of transformer.

In this section, the techniques used for converting the
actual measurements into the pseudo-voltage measure-
ments and their standard uncertainties are explained.

Each type of measurement requires different approach.
Fig. 1 shows a steady-state equivalent circuit of a trans-
former, the relation between its branch current phasors
and bus voltage phasors can be written as[−→

Ift−→
Itf

]
=

[
(
−→
Yse +

−→
Ysh)/a2 −−→Yse/

−→
a∗

−−→Yse/−→a
−→
Yse +

−→
Ysh

] [−→
Vf−→
Vt

]
, (1)

where,
−→
Ift = Ift 6 ξft denotes the phasor of branch cur-

rent flowing from bus f to bus t,
−→
Vf = Vf 6 θf represents

bus f voltage phasor,
−→
Yse = Yse 6 ψse and

−→
Ysh = Ysh 6 ψsh

are the series and shunt admittance of transformer,
−→a = a6 φ is the complex turn ratio of the transformer.
Note that this model can be used to represent transmis-
sion line π model if −→a = 16 0.
2.1 Current Phasor Measurement Assume

that PMU is installed at bus f , i.e. the sending bus,
thus

−→
Vf and

−→
Ift are measured. Then the receiving bus

voltage phasor,
−→
Vt, can be given by

−→
Vt =

−→
a∗

−→
Yse
·
−→
Yse +

−→
Ysh

a2

−→
Vf −

−→
a∗

−→
Yse

−→
Ift = A+ jB, · · (2)

where

A =
1

a
Vf cosβ +

Ysh
aYse

Vf cosα1 −
a

Yse
Ift cosα2,

B =
1

a
Vf sinβ +

Ysh
aYse

Vf sinα1 −
a

Yse
Ift sinα2,

here β = θf−φ, α1 = β+ψsh−ψse and α2 = ξft+ψse−φ.
The magnitude and phase angle of the receiving bus

voltage phasor can be obtained by

Vt =
√
A2 +B2 = fVt(x), · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (3)

θt = tan−1 B

A
= fθt(x), · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (4)

where x = [Vf θf Ift ξft ]
T

= [x1 x2 x3 x4 ]
T

indicates
the state vector. If the transformer’s parameters, the
sending bus voltage phasor, and the branch current pha-
sor are known, the receiving bus voltage phasor can be
calculated as pseudo-voltage measurement.

The partial derivatives of Vt and θt with respect to
xm(m = 1, 2, 3, 4) can be expressed as follows

∂Vt
∂xm

=
1

Vt

(
A
∂A

∂xm
+B

∂B

∂xm

)
, · · · · · · · · · · · · · (5)

∂θt
∂xm

=
1

V 2
t

(
A
∂B

∂xm
−B ∂A

∂xm

)
. · · · · · · · · · · · · (6)

The partial derivative of A with respect to each xm
can be expressed as follows

∂A

∂x1
=

∂A

∂Vf
=

1

a

(
cosβ +

Ysh
Yse

cosα1

)
, · · · · · (7)

∂A

∂x2
=
∂A

∂θf
= −1

a

(
sinβ +

Ysh
Yse

sinα1

)
Vf , · (8)

∂A

∂x3
=

∂A

∂Ift
= − a

Yse
cosα2, · · · · · · · · · · · · · · · · · (9)

∂A

∂x4
=

∂A

∂ξft
=

a

Yse
Ift sinα2. · · · · · · · · · · · · · · · (10)
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Similarly for B,

∂B

∂x1
=

∂B

∂Vf
=

1

a

(
sinβ +

Ysh
Yse

sinα1

)
, · · · · · (11)

∂B

∂x2
=
∂B

∂θf
=

1

a

(
cosβ +

Ysh
Yse

cosα1

)
Vf , · · (12)

∂B

∂x3
=

∂B

∂Ift
= − a

Yse
sinα2, · · · · · · · · · · · · · · · · (13)

∂B

∂x4
=

∂B

∂ξft
= − a

Yse
Ift cosα2. · · · · · · · · · · · · · (14)

By using uncertainty propagation theory (14), the stan-
dard uncertainty of Vt and θt can be expressed as follows

u(Vt) =

√√√√ 4∑
m=1

(
∂Vt
∂xm

u(xm)

)2

, · · · · · · · · · · · · · (15)

u(θt) =

√√√√ 4∑
m=1

(
∂θt
∂xm

u(xm)

)2

, · · · · · · · · · · · · · (16)

where u(xm) indicates the standard uncertainty of the
measurement xm. If the distribution of the measurement
is uniform, the uncertainty of the measurement can be
given by (15)

u(xm) =
∆xm√

3
, · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (17)

where ∆xm denotes the maximum uncertainty of the
measurement which is usually obtained from the manu-
facturer (16). In addition, one may use the standard de-
viation of the measurement as the standard uncertainty.

2.2 Power flow measurements From Fig. 1, if
the power flowing from bus f to bus t,

−→
Sft = Pft +

jQft = Sft 6 δft, is obtained from the RTU reading and
−→
Vf is available then we can compute the magnitude and
phase angle of an equivalent current phasor, i.e. pseudo-
current measurement, as follows,

Ift =
1

Vf

√
P 2
ft +Q2

ft = fIft
(y), · · · · · · · · · · · · (18)

ξft = − tan−1 Qft
Pft

+ θf = fξft
(y), · · · · · · · · · · (19)

where y = [Vf θf Pft Qft ]
T
. The partial derivatives of

Ift and ξft with respect to y are obtained by

∂Ift
∂y

=
[
−Sft

V 2
f

0
Pft

VfSft

Qft

VfSft

]T
, · · · · · · (20)

∂ξft
∂y

=
[

0 1
Qft

S2
ft

−Pft

S2
ft

]T
. · · · · · · · · · · · · · (21)

The standard uncertainties of these pseudo-current
measurements can also be computed by using the theory
of uncertainty propagation. Using these pseudo-current
measurements together with the sending bus voltage
phasor,

−→
Vf , the pseudo-voltage measurement at the re-

ceiving bus,
−→
Vt, can be calculated by using Eq.(2).

−→
Vf,1

−→
Vf,N

−→yf

−→yf,1

−→yf,N−→
Vf

−→
If

Fig. 2. Equivalent circuit of transmission line con-
nected at bus f .

2.3 Power Injection Measurements In order
to utilize the injected power measurement data, the fol-
lowing technique can be applied. Consider Fig. 2, let−→
Vf,i and −→yf,i be the voltage phasor and branch admit-
tance of the i-th bus connected to bus f . If the values
of all voltage phasors, of all buses connected to bus f
are available, either from the actual or pseudo-voltage
measurements, the injected current

−→
If can be computed

from,

−→
If = If 6 ξf = −→yf

−→
Vf +

N∑
i=1

−→yf,i(
−→
Vf −

−→
Vf,i), · · · · (22)

where −→yf represents the self admittance of bus f . The
injected current in Eq.(22) can be considered as the
pseudo-injected current measurement and its standard
uncertainties can also be computed by using the theory
of uncertainty propagation.

Now, if the injected power at bus f ,
−→
Sf = Pf + jQf =

Sf 6 δf and the pseudo-injected current measurement,
−→
If = If 6 ξf , are available then these information can be

converted into the magnitude,Ṽf , and phase angle, θ̃f ,
of the pseudo-voltage measurement at bus f as follows:

Ṽf =
1

If

√
P 2
f +Q2

f = fṼf
(w), · · · · · · · · · · · · · (23)

θ̃f = tan−1 Qf
Pf

+ ξf = fθ̃f (w), · · · · · · · · · · · · · (24)

where w = [ If ξf Pf Qf ]
T

.
In summary, to employ the power injection measure-

ment at bus f , one uses the voltage phasors of bus f and
all connecting buses to find the pseudo-injected current.
Then the pseudo-voltage measurement at bus f can be
computed from Eq.(23) and (24). These values can be
employed as additional pseudo-voltage measurements of
bus f .

The partial derivatives of Ṽf and θ̃f with respect to
w are obtained from

∂Ṽf
∂w

=
[
− S
I2
f

0
Pf

IfSf

Qf

IfSf

]T
, · · · · · · · · · ·(25)

∂θ̃f
∂w

=
[

0 1 −Qf

S2
f

Pf

S2
f

]T
, · · · · · · · · · · · · · · ·(26)

these values are needed for computing the standard un-
certainties of the pseudo-voltage measurement.

3. Proposed Hybrid State Estimation

3.1 Measurement model The magnitudes of
bus voltage phasors and branch current phasors, the
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branch real and reactive powers are obtained from RTUs
while, for the bus with PMU installed, the magnitudes
and phase angles of bus voltage and branch current pha-
sors are captured. Using the pseudo-voltage measure-
ments described in the previous section and the state
variables expressed in polar form, a linear measurement
model of the proposed state estimation can be expressed
as

z = Hx+ r, · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (27)

where z is the vector containing both actual voltage
measurements and pseudo-voltage measurements, x is
the vector of state variables, i.e. magnitudes and phase
angles of all bus voltage phasors, H is the measurement
matrix whose elements are either 0 or 1, and r indicates
the residual vector.

PMU RTU

−→
V3

−→
V2

−→
V1 P23, Q23
−→
I12

Fig. 3. Three bus example system.

As an example, consider the 3-bus system shown in
Fig. 3. Let bus 1 be the reference bus and its phase is
set to 0. The state variables are x = [V1 V2 V3 θ2 θ3 ]

T
.

There are one PMU and one RTU placed at bus 1 and
2, respectively. The PMU measures

−→
V1 = V̂1 6 0 and−→

I12, while the RTU measures voltage magnitude V̂2, real
and reactive flow power P23, Q23 and real and reactive
injected power P2, Q2. By using

−→
V1 and

−→
I12, the pseudo-

voltage measurement
−→
V P2 = V P,I122

6 θP,I122 can be com-
puted. Next, by using P23, Q23 the pseudo-voltage mea-
surement

−→
V P3 = V P,S23

3
6 θ3

P,S23 can be computed. For

the injected power, since
−→
V1,
−→
V P2 and

−→
V P3 are available,

the pseudo-voltage measurement due to injected power
V P,S2

2
6 θP,S2

2 can be computed. The measurement vec-
tor in this example consists of two actual voltage mag-
nitude measurements and six pseudo-voltage measure-
ments. The linear measurement model for state estima-
tion of this system can be given by

V̂1

V̂2

V P,I122

θP,I122

V P,S23

3

θP,S23

3

V P,S2

2

θP,S2

2


=



1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0




V1

V2

V3

θ2

θ3

+ r, · (28)

notice that H, the measurement matrix, consists of only
0 and 1. And each row contains exactly one non-zero el-
ement.
3.2 WLS Solution Method The proposed

HSE is considered as the following WLS optimization
problem,

J(x) =
(
z −Hx

)T
R−1

(
z −Hx

)
, · · · · · · · · · (29)

where R stands for the measurement covariance matrix
and it is given by

R =

RV PMU 0 0
0 RV RTU 0
0 0 RV P

 , · · · · · · · · · · (30)

here RV PMU and RV RTU are the covariance matrices
of measurements obtained from PMUs and RTUs, re-
spectively. RV P represents the covariance matrix of the
pseudo-voltage measurements whose elements are ob-
tained by using the uncertainty propagation. Usually,
these are diagonal matrices. Being linear, the solution
of the optimization problem in Eq.(29) can be obtained
from

x = G−1HTR−1z, · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (31)

where G = HTR−1H is the gain matrix. For the pro-
posed formulation, G becomes a diagonal matrix since
there is only one non-zero element in each row of H and
R−1 is a diagonal matrix. Hence G−1 can be found eas-
ily. Since x can be found directly, the proposed method
requires no initial guess.
3.3 Bad data analysis Detecting and eliminat-

ing bad data is necessary in order to obtain the reliable
estimated states. The redundancy in measurements is
required for bad data detection and elimination. The
technique based on Chi-squares test is usually employed
to detect the presence of bad measurements in many
WLS based SE (17). The largest normal residual test (1)

is also practical to determine bad measurements. The
normalized residual, rN , is calculated as follows,

rN = Diag {Ω}−1/2 |r| · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (32)

where Ω = R − HG−1HT is the residual covariance
matrix and Diag {Ω} denotes a diagonal matrix whose
elements are from the diagonal elements of Ω. The mea-
surement corresponding to the largest normalized resid-
ual which is greater than the detection threshold, usually
3.0, is identified as bad.

In the proposed method, if either the voltage mag-
nitude or the phase angle of any pseudo-voltage mea-
surement is identified as bad then the corresponding ac-
tual measurements, i.e. real and reactive power flows
or magnitude and phase of branch current phasors, are
also considered as bad measurements. The elimination
of this pair reduces two corresponding rows in the mea-
surement matrix, H. The estimation is performed again
until no bad measurement detected.

4. Case Studies

The proposed WLS based state estimator has been im-
plemented in the MATLAB environment. The INTLAB
toolbox (18) has been applied to automatically evaluate
all derivatives and Jacobian matrices. The maximum
uncertainties of measurements obtained from PMUs are
0.02% and 0.03% of the readings for voltage magnitudes
and current magnitudes respectively, while for the phase
angle measurement the maximum uncertainty is set to
0.01◦. The maximum uncertainties of branch power
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and bus voltage magnitude measurements are set to
1.5% and 0.4% of the readings respectively. The values
of actual measurements are computed by using MAT-
POWER (19). For each measurement, the zero mean
Gaussian noise with the corresponding standard devia-
tion is added. All numerical experiments have been per-
formed on a computer with Intel Core i5 CPU 2.27 GHz
and 2 GB of main memory. We test and compare the
following HSE methods:

HSE#1: the conventional HSE (9), where the measure-
ment data consists of magnitudes and phases of volt-
age phasors and current phasors, branch powers,
and bus voltage magnitudes. Since the HSE prob-
lem is formed as a nonlinear optimization problem,
the Newtons iteration process is needed to find the
solution. The tolerance used to define convergence
is 10−6.

HSE#2: the proposed HSE.

For HSE#1 method, the elements of the measure-
ments Jacobian matrix can become very large or un-
defined values for a certain range of state variables es-
pecially when there are current magnitude and phase
measurements (1) (9). It may result in divergence of the
estimation. In this paper, the appropriate initial guess
based on power flow is used to obtain convergence of the
iterative process of the HSE#1 method.

Fig. 4. IEEE 14-bus system with measurements.

4.1 Test With IEEE 14-Bus System Fig. 4
shows the IEEE 14-bus system together with the mea-
surement types and positions. The pseudo-voltage mea-
surements at the receiving ends of transmission lines
connecting to the buses with PMUs installed (bus 5 and
9) are calculated by using the voltage and current pha-
sor measurements as described in Sec. 2. The voltage
phasors at the receiving buses are also used to calculate
the pseudo-current measurements at the sending end of
the transmission lines placing branch power measure-
ments. Then, the pseudo-voltage measurements at the

other end of the transmission lines placing these power
meters can be computed.

For examples, the PMU installed at bus 5 provides
data of the bus voltage phasor and the current pha-
sor flowing from bus 5-1, 5-2, 5-4 and 5-6. Hence, the
pseudo-voltage measurement at bus 1, 2, 4, and 6 can be
computed. Since we have computed the pseudo-voltage
phasor of bus 6, the reading from the meters measur-
ing power flowing from bus 6-11, 6-12, and 6-13 can be
converted into equivalent current phasors flowing from
bus 6-11, 6-12, and 6-13, respectively. And they are used
to compute the pseudo-voltage phasor measurement at
bus 11, 12, and 13, respectively.

Table 1. Actual Measurements of IEEE 14-Bus.

Measurement Set A (PMU#1)

PMU Mag. Phase(◦) RTU P Q

V5 1.0203 −8.779 S2−3 0.7378 0.0356

I5−1 0.7140 173.250 S4−2 −0.5466 0.0340

I5−2 0.3984 168.909 S4−3 0.2355 −0.0547

I5−4 0.6237 5.197 S4−7 0.2797 −0.0951

I5−6 0.4498 −25.009 S6−11 0.0735 0.0347

S6−12 0.0783 0.0249

S6−13 0.1768 0.0712

S2 0.1847 0.2941

S6 −0.1106 0.0474

Mag.

V4 1.0175

Measurement Set B (PMU#2)

PMU Mag. Phase(◦) RTU P Q

V9 1.0562 −14.947 S7−8 0.0000 −0.1713

I9−4 0.1531 170.821 S14−13 −0.0554 −0.0159

I9−7 0.2699 154.970 Mag.

I9−10 0.0642 −54.350 V8 1.0928

I9−4 0.0959 −36.173

Table 2. Pseudo-Voltage Measurements of IEEE
14-Bus.

Measurement Set A (PMU#1)

PMU Mag. Phase(◦) RTU Mag. Phase(◦)

V1 1.0601 −0.005 V3 1.0099 −12.780

V2 1.0451 −4.978 V2 1.0452 −4.960

V4 1.0187 −10.321 V3 1.0102 −12.702

V6 1.0700 −14.219 V7 1.0622 −13.352

V11 1.0571 −14.792

V12 1.0552 −15.080

V13 1.0506 −15.153

V2 1.0314 −4.734

V6 1.0602 −14.742

Measurement Set B (PMU#2)

PMU Mag. Phase(◦) RTU Mag. Phase(◦)

V4 1.0185 −10.325 V8 1.0903 −13.369

V7 1.0618 −13.369 V13 1.0503 −15.167

V10 1.0512 −15.105

V14 1.0357 −16.040

For this system, the total number of measurements
(including pseudo-measurements) is 44 and the number
of state variables is 27 since the angle of the reference
bus is set to zero. Table 1 lists the actual measured data
for the IEEE 14-bus system. Table 2 lists the pseudo-
voltage measurements according to the actual measure-
ments. The standard deviations of the pseudo-voltage
measurements are computed by using the uncertainty
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propagations as explained in Sec. 2. Although PMU
captures data at higher sampling rate than RTU, in this
test it is assumed that the data is collected at the same
rate. The estimated voltage magnitudes and phase an-
gles for the IEEE 14-bus system are shown in Table 3.
It can be seen that the proposed HSE#2 method pro-
vides estimation results comparable to those obtained
from the HSE#1 method.

Table 3. Estimated State of IEEE 14-Bus.

Bus
True value Estimated value

Mag./Phase(◦) HSE#1 HSE#2

1 1.0600/ 0.000 1.0601/ 0.000 1.0601/ 0.000

2 1.0450/ -4.981 1.0450/ -4.979 1.0451/ -4.978

3 1.0100/ -12.718 1.0100/-12.695 1.0101/-12.708

4 1.0186/ -10.324 1.0186/-10.323 1.0186/-10.323

5 1.0203/ -8.783 1.0203/ -8.781 1.0203/ -8.779

6 1.0700/ -14.223 1.0700/-14.221 1.0700/-14.219

7 1.0620/ -13.368 1.0619/-13.368 1.0619/-13.368

8 1.0900/ -13.368 1.0904/-13.368 1.0903/-13.369

9 1.0563/ -14.947 1.0563/-14.945 1.0562/-14.947

10 1.0513/ -15.104 1.0513/-15.103 1.0512/-15.105

11 1.0571/ -14.795 1.0571/-14.795 1.0571/-14.792

12 1.0552/ -15.077 1.0551/-15.083 1.0552/-15.080

13 1.0504/ -15.159 1.0504/-15.161 1.0504/-15.161

14 1.0358/ -16.039 1.0358/-16.038 1.0357/-16.040

The proposed HSE in presence of bad data has been
performed and compared with the HSE#1 method. In
the proposed approach, the voltage phasors obtained
from PMUs are very important measurements and they
are assumed to be correct. This assumption should be
practically satisfied since PMU can provide measure-
ments with high accuracy. In the following tests, bad
data of branch power is set by multiplying its measured
value with −1, i.e. reversing the flow direction. Bad
current phasor data is set by increasing the magnitude
and phase angle by 20%. Three cases of bad data mea-
surements are examined and the results are summarized
in Table 4. The HSE#1 method can detect and elimi-
nate bad data only for Case 2. For Case 1 and Case 3,
which the magnitude and phase angle data of the cur-
rent phasor are bad, the Newton iterations stop with no
convergence results. The proposed method, however, is
able to provide the true identification results for all test
cases.

Table 4. Bad Data Identification for IEEE 14-Bus.

Case
Bad

Meas.

Identify

Cycle

HSE#1 HSE#2

rmax
N Identify rmax

N Identify

1 I9−4 1 Not Converge 28.13 I9−4

2 1.06 None

2 S6 1 73.38 P6 119.16 S6

2 37.52 Q6 1.06 None

3 1.33 None

3 I9−4, 1 Not Converge 153.25 S2

S2 2 28.13 I9−4

3 1.06 None

4.2 Test With IEEE 57-Bus System In this
subsection, the HSE in presence of bad measurements
for the IEEE 57-bus system has been performed. Bad
data of branch powers and current phasors are set as

in the case of the IEEE 14-bus system. Fig. 5 shows
the IEEE 57-bus system including positions and types
of measurements. There are 14 PMUs measuring 14 bus
voltage phasors and 36 branch current phasors. Mea-
surements collected via RTUs contain 6 voltage magni-
tudes, 28 branch powers, and 6 injection powers.

The results of multiple bad data detection and elimi-
nation are summarized in Table 5. It can be seen that
for Case 2, where branch current magnitudes and phase
angles measurements are bad, the HSE#1 method is
not able to correctly identify the bad measurements.
But it provides the correct identification result when
only branch power is the bad measurement as shown
in Case 1. On the contrary, the HSE#2 method is able
to provide true identification results for both cases.

Table 5. Bad Data Identification for IEEE 57-Bus.

Case
Bad

Meas.

Identify

Cycle

HSE#1 HSE#2

rmax
N Identify rmax

N Identify

1 S37−36, 1 235.73 Q49−13 116.54 S49−13

S49−13 2 230.98 P49−13 12.09 S37−36

3 186.46 P37−36 2.18 None

4 122.22 Q37−36

5 2.70 None

2 I43−41, 1 262.55 P37−36 12.09 S37−36

S37−36 2 152.72 Q37−36 4.41 I43−41

3 22.26 P9−11 2.18 None

4 18.79 Q41−43

5 15.48 P41−43

4.3 Performance Comparisons The perfor-
mances in terms of computation time and accuracy of
the proposed HSE have been evaluated by performing
20,000 Monte Carlo simulations and the following met-
rics are computed:

∆V =
1

nM

nM∑
m=1

1

nb
‖∆V m‖2, · · · · · · · · · · · · · · · (33)

∆θ =
1

nM

nM∑
m=1

1

nb
‖∆θm‖2, · · · · · · · · · · · · · · · · (34)

where, ∆V m = V true − V est,m and ∆θm = θtrue −
θest,m. Here V true and θtrue denote the vectors of true
bus voltage magnitudes and phase angles, V est,m and
θest,m are the vectors of estimated bus voltage magni-
tude and phase angle obtained from the m-th Monte
Carlo simulation, nb is the number of buses, and nM is
the number of Monte Carlo simulations. ‖x‖2 denotes
two norm of vector x.

As stated above, the RTUs data obtained by SCADA
is captured with slower sampling rates than PMUs data.
Thus, we can utilize the higher sampling rates of PMUs
to reduce the effect of Gaussian noise on the PMU read-
ings by using the average values as the measured data to
reduce the effect of Guassian noise. In these tests, the
average values of 10 PMU data samples are employed.
Comparison results for the IEEE 14-bus and 57-bus sys-
tems are summarized in Table 6 and 7, respectively. In
these tables, nPMU indicates the number of PMU sam-
ples to be averaged, IT and T are the average number
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Fig. 5. The IEEE 57-bus system with measurements.

Table 6. Performance Comparisons: IEEE 14-Bus.

nPMU IT T
Average Error Maximum Error

∆V ∆θ ∆V m ∆θm

HSE#1

1 4.0 0.0631 0.31E-4 0.15E-2 0.16E-2 7.61E-2

10 4.0 0.0628 0.20E-4 0.11E-2 0.08E-2 4.43E-2

HSE#2

1 None 0.0096 0.35E-4 0.21E-2 0.16E-2 8.53E-2

10 0.0095 0.22E-4 0.16E-2 0.08E-2 6.92E-2

Table 7. Performance Comparisons: IEEE 57-Bus.

nPMU IT T
Average Error Maximum Error

∆V ∆θ ∆V m ∆θm

HSE#1

1 4.0 0.1122 0.09E-4 0.07E-2 0.13E-2 6.98E-2

10 4.0 0.1115 0.05E-4 0.04E-2 0.05E-2 3.98E-2

HSE#2

1 None 0.0476 0.15E-4 0.08E-2 0.15E-2 8.39E-2

10 0.0494 0.07E-4 0.05E-2 0.07E-2 5.12E-2

of iterations and the average computation time in sec-
onds respectively. Also included in the tables are the
results when nPMU = 1, i.e. no average of PMU data
is used and the maximum errors. It can be seen that
the HSE#2 method provides comparable order of aver-
age error but with shorter computation time. Moreover,
the magnitude and phase errors of bus voltage phasors
decrease when using averaged PMU data.

5. Conclusion

In this paper, the new HSE estimation method for
power system has been presented. The magnitudes and
phase angles of all bus voltages are selected as the state
variables. The method uses the measurement vector
consisting of bus voltages phasors obtained from PMUs
and the pseudo-voltage measurements computed from
current phasors and power measurements. This makes

each element of the measurement matrix becomes either
0 or 1. The uncertainty propagation theory is applied to
calculate the standard uncertainty of these pseudo mea-
surements. The proposed HSE method offers a system
of linear equations and the estimation solution can be
obtained without iteration. Therefore, the method re-
quires no initial guess. Results on the IEEE test systems
show that the proposed method can yield comparable ac-
curacy of the estimated states but with small computa-
tion time compared with the conventional HSE method.
Furthermore, the proposed method shows better iden-
tification results in the presence of bad measurements
under the several test cases.

Acknowledgment
The authors would like to thank the Thailand Re-

search Fund (TRF) for supporting of this research.

References
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Abstract—The hybrid state estimation of a power system, 
where the measured data consist of both conventional 
measurements and synchronizing phasor measurements, is 
generally formulated as a nonlinear optimization problem. It is 
then solved by Newton based iteration procedure whose success 
depends on an appropriate initial guess. This paper presents an 
improved method for selecting a suitable initial solution for this 
problem. All data obtained from both conventional and 
synchronizing phasor measurements are employed to estimate 
the initial guess. Numerical results on the IEEE 14-bus and 57-
bus systems indicate that the proposed technique provides better 
convergence performance than the method previously proposed 
in Ref. [5]. 

Index Terms—Initial guess, hybrid state estimation, 
synchronizing phasor measurement, weighted least square.  

I. INTRODUCTION 
TATE estimation (SE) uses data collected via a supervisory 
control and data acquisition (SCADA) system and the 

mathematical model of power system to estimate the power 
system states which in general are voltage magnitudes and 
phase angles of all system buses [1]. All branch powers and 
currents flowing though the transmission lines can be 
calculated by using the estimated states and network 
parameters. Therefore, SE becomes an essential tool in energy 
management systems and supports the security system of a 
power system. The measured data for SE come from remote 
terminal units (RTUs) which collect voltage magnitudes,  real 
powers, and reactive powers at different snapshot times, and 
phasor measurement units (PMUs) which provide the voltage 
and current phasors collected at the synchronized time via the 
global positioning system [2],[3]. The values obtained from 
PMUs are very accurate but the installation cost is high. Hence, 
both RTUs and PMUs are utilized in modern power systems. 
To utilize these mixed sources of data for estimating power 
system states, the weighted least square (WLS) based hybrid 
state estimation (HSE) has been developed [3], [4]. 

Three different approaches for inclusion of the current 
phasors measured by PMUs into the state estimator, i.e. (i) 
using branch current magnitudes and phase angles as 
measurements; (ii) using real and imaginary part of the branch 
current phasors as measurements; and (iii) converting 
measured data into pseudo-voltage measurements, have been 

developed and compared in [4]. The HSE methods are 
formulated using state variables in polar coordinates and the 
problems are solved based on WLS criteria. The measurement 
Jacobian matrix obtained from these methods needs to be re-
evaluated every iteration. The performances of the state 
estimators are compared in terms of the convergence properties 
and the variances of the estimated states. Results indicate that 
using the current phasor measurement expressed as real and 
imaginary parts gives better performance in terms of the 
accuracy of the estimator and convergence characteristics. 
Moreover, it is found that if the polar form of branch current 
measurement is included in the measured data and the initial 
guess is set to flat start, the Newton method may not 
converge [4],[5]. To overcome this problem, the authors [5] 
have proposed a technique for determining a suitable initial 
guess of HSE. The method calculates the initial guess using the 
voltage and current phasors and the voltage magnitudes 
obtained from PMUs and RTUs. Simulation results on the 
IEEE 14-bus and 57-bus systems under normal conditions have 
shown that the method can improve the convergence of 
Newton iterations even if the measurements contain branch 
current phasors. 

In this paper, we propose a method to improve the initial 
solution setting technique presented in [5] for a HSE solution. 
In this work, all branch power measurements obtained from 
RTUs are also employed to adjust the initial guess. 

This paper is organized as follows. The HSE with state 
variables in polar form is described in Section II. The proposed 
method for finding a good initial solution is explained in 
Section III. Numerical results on the IEEE test systems are 
shown in Section IV. Finally, some conclusions are given in 
Section V. 

II. HYBRID STATE ESTIMATION 
The nonlinear measurement model of the HSE can be 

expressed as 

( )= +z h x ε ,    (1) 

where, 
 ∈\Mz  is the vector of M  measurements,  
 ∈\Nx  is the vector of N  estimated state variables, i.e. 

S 



magnitudes and  phase angles of all system bus voltage 
phasors, 
  : →\ \N Mh denotes the nonlinear measurement function, 
and 

 ∈\Mε indicates the residual errors.  

Since the angle of the reference bus voltage is usually set 
to zero, the measured value, the measurement function, the 
error value, and the estimated state corresponding to this angle 
are not included in Eq. (1). 

The HSE can be considered as to find x  which satisfies the 
following optimization problem, 

               ( ) ( ) ( )1Minimize ( ) ( )−= − −TJ x z h x R z h x ,         (2) 

where R  is the measurement covariance matrix.  
The solution method based on Newton iteration begins by 

selecting an appropriate initial guess, (0)x , and then adjusting 
the state vector ( )kx for 1,2,3,= …k using, 

               ( )( 1) 1 1 ( 1)( )− − − −Δ = −k T kx G H R z h x ,     (3) 

               ( ) ( 1) ( 1)− −= + Δk k kx x x ,       (4) 

where H  represents the Jacobian matrix of ( 1)( )−kh x , and 
1T −=G H R H  which is known as the gain matrix. Note that 

the superscript k  denotes the iteration number. These steps are 
repeated until ( 1)

2

−Δ kx  is less than a pre-defined tolerance 

value. 
Bad data processing is necessary in order to obtain the 

reliable estimated states. The redundancy in measurements is 
required for bad data detection and elimination, i.e. M N> . 
The largest normal residual test [1] is usually employed in state 
estimators to identify bad measurements. The vector of a 
normalized residual, Nr , is calculated as follows, 

( ) 1/2diag −=Nr rΩ ,  (5) 

where 1 T−= −R HG HΩ  is the residual covariance matrix and 
( )diag Ω denotes a diagonal matrix whose elements are from 

the diagonal elements of Ω .The measurement corresponding 
to the largest normalized residual, max max{ }= NNr r , which is 
greater than the detection threshold is identified as bad and it 
should be excluded from the measurement set [1]. After that, 
the HSE is repeated until there is no more bad data detected. 
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Fig. 1. Transmission line model. 

III. PROPOSED TECHNIQUE FOR INITIAL GUESS 
Fig. 1 shows a transmission line π model. Suppose we know 

the value of the bus voltage phasor at the sending end, 
θ= ∠

G
k k kV V , and the complex power flowing from the sending 

end to the receiving end, = +
G

kn kn knS P jQ , then the magnitude 

and phase of the branch current phasor, kn kn knI I θ= ∠
G

, can be 
expressed as, 

2 2+
= kn kn

kn
k

P Q
I

V
,    (6) 

1tanθ θ− ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
kn

kn k
kn

Q
P

.    (7) 

And the voltage phasor at the receiving bus
G
nV  can be given 

by 

n se sh k k se knV Z Y V V Z I A jB= + − = +
G G G G G G G

,  (8) 

where se se seZ Z θ= ∠
G

and θ= ∠
G
sh sh shY Y  denote series impedance 

and shunt admittance of the transmission line, respectively.  It 
can be shown that 

[ ]1 2cos cos cosse sh k k se knA Z Y V Z Iθα α= + − ,       (9) 

[ ]1 2sin sin sinse sh k k se knB Z Y V Z Iθα α= + −  ,  (10) 

note that 1 se sh kα θ θ θ= + +  and 2 se knα θ θ= + . The magnitude 

and phase angle of 
G

nV are given by, 

2 2= +nV A B ,     (11) 

( )1tanθ −=n B A .   (12) 

The above relations can be applied to find a suitable initial 
guess of the corresponding bus voltages as follows, 

Step 1: Set each bus voltage phasor to 1 0∠ D . 
Step 2: For the bus having a voltage magnitude measuring 

device installed, use the meter reading as the initial 
guess. 

Step 3: For the line with both voltage and branch current 
phasors measuring devices installed at the sending 
end, the initial guess of the receiving bus voltage 
phasor is calculated by using Eq. (11) and (12). 

Step 4: For the line with both voltage and branch power 
measuring devices installed at the sending end, the 
branch current phasor is calculated by using Eq. (6) 
and (7). Then, the initial guess of the receiving bus 
voltage phasor is calculated by using Eq. (11) and 
(12). 

Note that Step 1-3 are the technique presented in Ref. [5] 
while Step 4 is the additional step proposed in this paper. 



IV. NUMERICAL RESULTS 
The proposed initial solution method has been implemented 

in the MATLAB environment and tested with the IEEE 14-
bus and 57-bus systems [6]. The INTLAB toolbox [7] has 
been applied to automatically evaluate all required Jacobian 
matrices. The maximum uncertainties of voltage and current 
phasors are set to 0.02% and 0.03% of their readings, 
respectively, while the maximum uncertainty in the 
measurement of the phase angle is 0.01º. The maximum 
uncertainties of power and voltage magnitude measurements 
are 1.5% and 0.4% of the reading, respectively. Gaussian 
noise with zero mean is added to every measurement. 
Numerical experiments have been performed on a computer 
with Intel Core i7 CPU 3.40 GHz and 4 GB of main memory. 
The tolerance value used for stopping the iteration procedure 
is set to 610− . 

A. IEEE 14-Bus System 
Fig. 2 shows the network topology of the IEEE 14-bus 

system. The measurement data of the IEEE 14-bus system are 
shown in Table I. The estimated states of HSE using the 
proposed initial guess method are sumarized in Table II. With 
the proposed method, the iteration number required for 
Newton’s procedure is 3 while the method in [5] needs 4 
iterations.  

The proposed HSE in presence of bad data is also 
performed and compared to the previous method [5]. Real and 
reactive powers flowing through line 6-13 are simulated as 
bad measurements by reversing their flow directions. Bad data 
identification results for the IEEE 14-bus system are shown in 
Table III. Both methods provide true identification results 
with the same value of max

Nr . It can be seen that the proposed 
technique requires fewer iterations than the previous one. It 
should be noted that, for all test cases, the Newton method 
does not converge when using a flat-start as initial guess. 

B. IEEE 57-Bus System 
Fig. 3 shows the network topology of the IEEE 57-bus 

system. The position and type of the measurements for the 
IEEE 57-bus system are summarized in Table IV. HSE in 
presence of bad measurements for the IEEE 57-bus system has 
been performed. Real and reactive powers flowing through 
line 37-36 are simulated as bad measurements by reversing 
their flow directions. Moreover, the values of real and reactive 
powers flowing through line 49-13 are increased by 20%. The 
results of multiple bad data detection and elimination are 
summarized in Table V. Both methods are able to provide true 
identification results with the same max

Nr  under test conditions. 

C. Comparison Results 
The number of iterations and the average computation times 

for normal conditions of the IEEE 14-bus and 57-bus systems 
with 5,000 Monte Carlo simulations are summarized in 
Table VI. It can be clearly seen that the proposed method 
requires less iterations and also less average computation time 

than the previous method [5]. In addition, when using the flat-
start as initial guess, the Newton method does not converge 
when there are branch current measurements since some 
elements of the Jacobian matrix H  corresponding to the 
current magnitude and angle measurements become 
undefined. 
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Fig. 2. IEEE 14-bus system. 
 

TABLE I.  MEASURING VALUES FOR THE IEEE 14-BUS SYSTEM 

PMU RTU 
 Mag. Angle  P Q 

V5 1.0204 -8.781 º S 2-3 0.7257 0.0354 
V9 1.0561 -14.952 º S 4-2 -0.5472 -0.0336 
I 5-1 0.7139 173.255 º S 4-3 0.2373 -0.0542 
I 5-2 0.3983 168.906 º S 4-7 0.2830 -0.0933 
I 5-4 0.6235 5.194 º S 6-11 0.0731 0.0344 
I 5-6 0.4497 -25.006 º S 6-12 0.0775 0.0246 
I 9-4 0.1531 170.818 º S 6-13 -0.1777 0.0719 
I 9-7 0.2700 154.969 º S 7-8 -0.0000 -0.1695 
I 9-10 0.0642 -54.370 º S 14-13 -0.0565 -0.0157 
I 9-14 0.0959 -36.168 º  Mag.  

   V4 1.0178  
   V8 1.0909  

 

TABLE II.  ESTIMATED STATES FOR THE IEEE 14-BUS SYSTEM 

Bus Magnitude/Phase Angle  
True Value Estimated Value 

1 1.0600/   0.000 º 1.0599/   0.000 º 
2 1.0450/  -4.981 º 1.0449/  -4.982 º 
3 1.0100/-12.718 º 1.0100/-12.712 º 
4 1.0186/-10.324 º 1.0185/-10.325 º 
5 1.0203/  -8.783 º 1.0202/  -8.783 º 
6 1.0700/-14.223 º 1.0699/-14.223 º 
7 1.0620/-13.368 º 1.0619/-13.370 º 
8 1.0900/-13.368 º 1.0900/-13.370 º 
9 1.0563/-14.947 º 1.0563/-14.949 º 
10 1.0513/-15.104 º 1.0512/-15.107 º 
11 1.0571/-14.795 º 1.0571/-14.793 º 
12 1.0552/-15.077 º 1.0553/-15.075 º 
13 1.0504/-15.159 º 1.0504/-15.153 º 
14 1.0358/-16.039 º 1.0357/-16.042 º 
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TABLE III.  BAD DATA IDENTIFICATION FOR THE IEEE 14-BUS SYSTEM 

Bad 
Meas. Method 

Bad Data 
Identify 
Cycle 

Iteration max
Nr  Identify 

Meas. 

P6-13  
Q6-13 

 

Ref. [5] 
1 4 170.44 P6-13 
2 5 102.14 Q6-13 
3 4 0.91 None 

Proposed 
1 3 170.44 P6-13 

2 3 102.14 Q6-13 

3 3 0.91 None 
 
 

Fig. 3. IEEE 57-bus system. 

TABLE IV.  MEASUREMENT POSITIONS FOR THE IEEE 57-BUS SYSTEM 

Meas. Type Position 

PMU 

Voltage Phasor 1, 8, 12, 20, 25, 26, 32, 38, 43, 45, 46, 
50, 52, 56 

Current Phasor 1-2, 1-15, 1-16, 1-17, 8-6, 8-7, 8-9,  
12-10, 12-13, 20-19, 20-21, 25-24,  
25-30, 26-24, 26-27, 32-31, 32-33,  
32-34, 38-22, 38-37, 38-44, 38-48,  
38-49, 43-11, 43-41, 45-15, 46-14,  
46-47, 50-49, 50-51, 52-29, 52-53,  
56-40, 56-41, 56-42, 56-57 

RTU 

Voltage Magnitude 21, 29, 31, 43, 47, 49 
Power 2-3, 6-4, 6-5, 9-10, 9-11, 9-12, 9-13,  

9-55, 15-3, 15-13, 15-14, 15-45, 19-18, 
24-23, 24-25, 29-7, 29-28, 31-30, 34-35, 
37-36, 37-39, 40-36, 41-43, 44-45,  
47-48, 49-13, 49-48, 53-54 

TABLE V.  BAD DATA IDENTIFICATION FOR THE IEEE 57-BUS SYSTEM 

Bad 
Meas. Method 

Bad Data 
Identify 
Cycle 

Iteration max
Nr  Identify 

Meas. 

P37-36  
Q37-36  
P49-13 

Q49-13 

Ref. [5] 

1 4 179.78 P37-36 
2 5 88.33 Q37-36 
3 4 24.87 P49-13 
4 4 22.15 Q49-13 
5 4 1.65 None 

Proposed 

1 4 179.78 P37-36 

2 4 88.33 Q37-36 

3 4 24.87 P49-13 
4 4 22.15 Q49-13 
5 4 1.65 None 

TABLE VI.  PERFORMANCE COMPARISON RESULTS 

Method Iteration Average 
Max. Min. Iteration Time (sec.) 

IEEE 14-Bus System 
Ref. [5] 4 4 4.00 0.0164 
Proposed 3 2 2.84 0.0127 
IEEE 57-Bus System 
Ref. [5] 4 4 4.00 0.0309 
Proposed 4 3 3.02 0.0256 
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Fig. 4. Relation between 9 14 9I θ−∂ ∂  and 9θ  for the IEEE 14-bus system. 
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Fig. 5. Objective function in each iteration for the IEEE 14-bus system. 
 
 

Fig. 4 shows the effect of a flat-start with the variation of 
the partial derivative of the branch current magnitude flowing 
from bus no. 9 to 14 with respect to the phase angle of voltage 
at bus no. 9, 9 14 9I θ−∂ ∂ , in case of the IEEE 14-bus with no 
bad data. It can be seen that there is an abrupt change 
near 9 0θ = when using a flat-start as initial guess. Moreover, at 
zero phase angle, the derivative becomes undefined. While 
using the initial guess obtained from Section III provides 
smooth variations. 

The values of the objective functions ( )J x  at each iteration 
are shown in Fig. 5 and 6 for the cases of IEEE 14-bus and 
57-bus systems with normal conditions, respectively. It can be 
observed that the proposed initial guess yields a much smaller 
value of ( )J x  than the technique in Ref. [5]. 
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Fig. 6. Objective function in each iteration for the IEEE 57-bus system. 
 

V. CONCLUSION 
In this paper, an improved technique to determine the initial 

guess for the HSE has been proposed. Numerical results on the 
IEEE 14-bus and 57-bus systems show that the initial guess 
obtained by the proposed technique gives faster convergence 
than by the previous method [5] for the HSE utilizing mix-
measurements. 
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Abstract—This paper presents a new power system state 
estimation method based on pseudo-measurements. The 
conventional and synchronizing phasor measurements are 
employed to calculate the pseudo-measurements of voltage and 
current phasors. Using pseudo-measurement, the measurement 
matrix which describes relations between measurements and 
state variables contains only 0 or 1. In this work, the state 
estimation problem is formulated based on the weighted least 
absolute value (WLAV) criteria. The solutions are obtained by an 
interior point method considering equality and inequality 
constraints. Comparisons with the conventional hybrid method 
are also performed on the IEEE 14-bus system in the presence of 
bad data. Results indicate that the proposed method can provide 
accurate solutions but with smaller computation time. 

Index Terms—Pseudo-voltage measurement, power system 
state estimation, synchronizing phasor measurement, weighted 
least absolute value. 

I. INTRODUCTION 
OWADAYS monitoring system in a power system control 
center depends on state estimators which are based on data 

collected via supervisory control and data acquisition 
(SCADA) system. The available measurements are used in 
order to determine the best estimation of power system states, 
which are usually all the bus voltage magnitudes and phase 
angles in the system buses [1]. State estimation plays an 
important role in energy management systems and supports in 
the security and reliability of power system operation. The 
measured data at substations are obtained by transducers and 
recorded by the remote terminal units (RTUs). Since each RTU 
collects data  at different snapshot time, usage of  devices 
called phasor measurement units (PMUs), which measured 
values are the voltage and current phasors collected at the 
synchronizing time of the global positioning system, becomes 
more popular [2]. The measured values obtained from PMUs 
are very accurate. In practice, PMUs are usually installed in 
specific buses due to their high costs. Therefore, RTUs and 
PMUs data should be utilized to estimate power system states 
and a hybrid state estimator is considered. Three different 
approaches to the inclusion of the current phasors measured by 
PMUs in a conventional state estimator, i.e. inclusion of branch 
current magnitude and phase angle; real and imaginary part of 

the branch current phasors and the pseudo-voltage 
measurements, have been developed and compared in [3]. The 
hybrid state estimation methods are formulated using polar 
form of the estimated bus voltages and then the problems are 
solved based on weighted least squares (WLS) method. The 
measurement Jacobian matrix obtained from these methods 
need to be re-evaluated at each iteration. The performances of 
the state estimators are compared in terms of the convergence 
properties and the variance in the estimated states. Results 
indicate that the real and imaginary part of the current phasor 
give better performance in terms of the accuracy of the 
estimator and convergence characteristics. 

It is known that WLS state estimators are not robust in the 
presence of bad data. To improve the robustness of power 
system state estimation, weighted least absolute value (WLAV) 
criteria may be applied to the problem since WLAV state 
estimators are able to handle the bad data as long as the data 
are not measured at leverage points [1]. However, the WLAV 
methods usually need more computational effort than the WLS 
methods. An efficient interior point based method for robust 
power system state estimation based on WLAV criterion has 
been proposed [4]. The method employs state variables in 
rectangular coordinates and equivalent measurements 
technique in order to obtain the linear measurement functions 
with linear constraints of state variables. The Jacobian matrix 
of equivalent measurement functions is constant when the 
estimated state variables are approaching to the solution. 
Results on large size systems indicate that the proposed WLAV 
based state estimation can be comparable with the WLS based 
method in term of computation burden. However, the 
conventional measurements are only performed. 

This paper presents an alternative approach for robust 
power system state estimation method based on the pseudo-
measurement techniques and the usage of complex numbers in 
polar forms to represent the state variables and the 
measurement values. The concept of the pseudo-measurement 
is employed to convert current phasors and power 
measurements into the pseudo-voltage quantities at the 
receiving end of transmission lines. Using the voltage phasors 
obtained from PMUs and the calculated pseudo-voltage 
measurements as the measurements with all bus voltages as the 
estimated states, the measurement model can be written as a 

N 



linear relation between the measured quantities and the states 
to be estimated. In addition, the elements of the measurement 
matrix become either 0 or 1. This formulation allows the 
information collected from both RTUs and PMUs to be used in 
the state estimation of the power system. The solution 
algorithm based on WLAV approach [4] is applied to solve the 
proposed state estimation formulation. 

This paper is organized as follows. Calculations of pseudo-
measurements are described in Section II. State estimation 
problem based on the interior point WLAV method is 
formulated in Section III. Numerical results of the proposed 
algorithm are illustrated and compared with the conventional 
state estimation method in Section IV. Finally, conclusion is 
given in Section V. 

II. CALCULATION OF PSEUDO-MEASUREMENTS 

A. Pseudo-Voltage Measurement 
Fig.1 shows a transmission line π model, assume that we 

know the voltage phasor at bus k , θ= ∠k k kV V , and the 
current phasor flowing through  the transmission line from bus 
k to bus n, kn kn knI I θ= ∠ , the voltage phasor at bus n can be 
given by 

n se sh k k se knV Z Y V V Z I A jB= + − = + ,     (1) 

where 

   se se seZ Z θ= ∠   is the series impedance of transmission line,  

   θ= ∠sh sh shY Y   is the admittance of the transmission line,  
 

[ ]1 2cos cos cosse sh k k se knA Z Y V Z Iθα α= + − ,          (2) 

[ ]1 2sin sin sinse sh k k se knB Z Y V Z Iθα α= + − ,          (3) 
 
here 1 se sh kα θ θ θ= + +  and 2 se knα θ θ= + . 

The magnitude and phase angle of voltage phasor at bus n 
can be obtained by 

2 2= +nV A B ,    (4) 

( )1tanθ −=n B A .   (5)  

B. Pseudo-Current Measurement 
Considering Fig.1, if we know the voltage phasor at bus k 

and the branch power flowing from bus k to bus n, 

knS P jQ S φ= + = ∠ , then the magnitude and phase angle of 
current phasor (or pseudo-current measurement) can be 
obtained as follows 
 

   
2 2= +k n kI P Q V ,    (6) 

( )1tanθ θ−= − +kn kQ P .            (7) 

nVkV

seZ
shY shY

k nI

Fig. 1.  Transmission line model. 

 The pseudo-current measurement calculated from this 
subsection will be used as current phasor obtained from the 
PMU.  Then the magnitude and phase angle of the pseudo-
voltage measurement can be calculated as described in 
subsection II-A. 

III. STATE ESTIMATION FORMULATION 
The magnitude of bus voltages, currents, and the branch 

powers can be obtained from remote terminal units while 
magnitude and phase angle of voltage and current phasors are 
captured from phasor measurement units. Using the concept of 
pseudo-measurements as described in Section II, a general 
form of the WLAV state estimation with constraints can be 
formulated as the following optimization problem: 

minimize ,

( ) 0,
subject to  

( ) 0,

T −

≤⎧
⎨ =⎩

w z Hx

f x
g x                           

(8) 

where, 
z is the vector of the measured values (magnitude and 

phase angle of bus voltages), 
x is the vector of the state variables, 
w is the vector of weighting factors, 
H is the measurement matrix whose elements are either 0 

or 1, 
f(x) denotes the vector of inequality constraints, 
g(x) represents the vector of equality constraints,  

and superscript T denotes the matrix transpose operation. 
The optimization problem (8) can be converted to an 

equivalent problem as follows  

minimize
,
,

subject to ( ) ,
( ) ,

                 ,

T ,
− ≤⎧

⎪ − + ≤⎪⎪ ≤⎨
⎪ =⎪

≥⎪⎩

0
0
0

w r
z Hx r
z Hx r

f x
g x

r                        

(9) 

where  r is called the residue vector. The WLAV state 
estimation with nonlinear constraints can be solved using an 
efficient interior point method [4]. 



IV. CASE STUDIES 
The proposed WLAV state estimator based on pseudo-

measurements has been implemented in the MATLAB 
environment. The INTLAB toolbox [5] has been applied to 
automatically evaluate all Jacobian matrices. The maximum 
uncertainties of voltage and current phasors are 0.02% and 
0.03% of the reading, respectively, while the maximum 
uncertainty in the measurement of phase angle is 0.01º. The 
maximum uncertainties of power measurements are 2.0% of 
the reading. Gaussian noise with zero mean is added to the 
actual measurements and the tolerance used to define 
convergence is 10-4. The lower and the upper limits of the 
voltage magnitudes are 0.8 and 1.20 per unit, respectively. 
The bound limits are included as inequality constraints while 
voltage phase angle at reference bus of power system is 
considered as equality constraint. All numerical experiments 
have been performed on a computer with Intel Core i7 CPU 
3.40 GHz and 4 GB of main memory. Comparisons are 
performed between two state estimation methods: 

(a) WLAV#1: the conventional hybrid state estimator 
which the measurement vector consists of the voltage 
and the current phasors, and powers (P&Q), and 

(b) WLAV#2: the proposed state estimator which the 
measurement vector consists of the voltage phasors and 
the pseudo-voltage measurements in polar form. 

In this test, the interior point method [4] is applied to solve 
both WLAV state estimators. The IEEE 14-bus system is used 
as a test system. For WLAV#1 method, branch power 
technique based on flat start is used for the initialization of 
iterative process due to convergence problem. The elements of 
the measurement Jacobian matrix H in the conventional state 
estimation can have very large or undefined values for a 
certain range of voltages and phase angles, when there are 
current magnitude measurements [1]. In addition, these 
measurements may lead to multiple solutions depending on 
the initialization of the iterative solution [6]. However, for 
WLAV#2 method, the initial setting of magnitudes of all bus 
voltages are 1.0 per unit while their angles are 0.0º. This 
implies that the initilization of the proposed WLAV#2 method 
can be flat start without facing any convergence problem. The 
weighting factors of the both WLAV methods are set to 1. 

The accuracy of the estimation results in the presence of 
measurement noise are evaluated using the following 
performance indices: 

2
1

1 1Mn
m

avg
mM b

V V
n n=
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1 1Mn
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θ θ
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where ,m true est mV V VΔ = − , ,m true est mθ θ θΔ = − . Here trueV  
and trueθ are the vector of true bus voltage magnitude and 

phase angle, ,est mV  and ,est mθ  are the vector of estimated bus 
voltage magnitude and phase angle obtained from the m-th 
Monte Carlo simulation, bn  is the number of buses, and Mn  is 
the number of Monte Carlo simulations. 

Fig. 2 illustrates the IEEE 14-bus system including the 
measurements. The voltage phasors at the receiving end of 
transmission lines connecting with PMU bus (bus no. 5 and 9) 
are calculated by using the voltage and current phasor 
measurements as described in Section II. The voltage phasors 
at the receiving end are considered as the pseudo-voltage 
measurements and used to calculate the pseudo-current 
measurements at the sending end of the transmission lines 
placing the power measurements. Then, the pseudo-voltage 
measurements at the sending end are used to calculate the 
pseudo-voltage measurements at the receiving end of the 
transmission lines placing the power measurements.  

Table I lists the actual measured values for the IEEE 14-bus 
system. Table II lists the pseudo-voltage measurements 
according to the actual measurements. The estimated voltage 
magnitudes and the estimated phase angles for the IEEE 14-
bus system are shown in Table III. Note that the proposed 
WLAV#2 method provides the good estimation results as well 
as that obtained from the WLAV#1 method. 

To investigate performance of the proposed state estimator 
in presence of bad measurements, both power measurements 
S4-3 and S10-11 are increased by 20%. Table IV lists the 
estimated values of the bad measurements. 

The number of iterations and the average computation 
times for the IEEE 14-bus system with 1,000 Monte Carlo 
simulations are summarized in Table V. It can be clearly seen 
that the WLAV#1 method requires more iterations and the 
average computation time than the WLAV#2 method. 
 

 
Fig. 2.  IEEE 14-bus system including the measurements. 



TABLE I.  ACTUAL MEASUREMENTS 

Phasor measurement Power measurement 
Type Mag. Angle Type P Q 

Measurement set A 
V5 1.0202 -8.783 º S 2-3 0.7299 0.0355 
I 5-1 0.7137 173.274 º S 4-3 0.2383 -0.0537 
I 5-2 0.3984 168.910 º S 4-7 0.2757 -0.0928 
I 5-4 0.6236 5.197 º S 6-11 0.0741 0.0346 
I 5-6 0.4498 -25.009 º S 6-12 0.0774 0.0250 

   S 6-13 0.1787 0.0727 
Measurement set B 

V9 1.0565 -14.944 º S 7-8 -0.0000 -0.1706 
I 9-4 0.1531 170.826 º S 10-11 -0.0374 -0.0152 
I 9-7 0.2701 155.006 º S 14-13 -0.0562 -0.0160 
I 9-10 0.0642 -54.364 º    
I 9-14 0.0959 -36.176 º    

 

TABLE II.  PSEUDO-VOLTAGE MEASUREMENTS 

Type Mag. Angle Type Mag. Angle 
Measurement set A 

V1 1.0598 -0.000 º V3 1.0100 -12.697 º 
V2 1.0449 -4.981 º V3 1.0098 -12.730 º 
V4 1.0186 -10.325 º V7 1.0616 -13.314 º 
V6 1.0699 -14.223 º V11 1.0570 -14.804 º 

   V12 1.0552 -15.073 º 
   V13 1.0502 -15.165 º 

Measurement set B 
V4 1.0187 -10.321 º V8 1.0903 -13.365 º 
V7 1.0620 -13.365 º V11 1.0571 -14.796 º 
V10 1.0514 -15.101 º V13 1.0507 -15.151 º 
V14 1.0359 -16.036 º    

 

TABLE III.  ESTIMATED STATES 

Bus True value Estimated value 
Mag./Angle WLAV#1 WLAV#2 

1 1.0600/   0.000 º 1.0599/   0.000 º 1.0598/   0.000 º 
2 1.0450/  -4.981 º 1.0448/  -5.005 º 1.0449/  -4.981 º 
3 1.0100/-12.718 º 1.0098/-12.729 º 1.0099/-12.714 º 
4 1.0186/-10.324 º 1.0186/-10.325 º 1.0186/-10.323 º 
5 1.0203/  -8.783 º 1.0202/  -8.782 º 1.0202/  -8.783 º 
6 1.0700/-14.223 º 1.0700/-14.216 º 1.0699/-14.223 º 
7 1.0620/-13.368 º 1.0619/-13.363 º 1.0618/-13.340 º 
8 1.0900/-13.368 º 1.0902/-13.363 º 1.0903/-13.365 º 
9 1.0563/-14.947 º 1.0563/-14.942 º 1.0565/-14.944 º 
10 1.0513/-15.104 º 1.0513/-15.100 º 1.0514/-15.101 º 
11 1.0571/-14.795 º 1.0570/-14.795 º 1.0571/-14.800 º 
12 1.0552/-15.077 º 1.0552/-15.066 º 1.0552/-15.073 º 
13 1.0504/-15.159 º 1.0502/-15.157 º 1.0504/-15.158 º 
14 1.0358/-16.039 º 1.0357/-16.039 º 1.0359/-16.036 º 

 

TABLE IV.  ESTIMATED VALUES OF BAD DATA 

Bad data True Measured Estimated 
WLAV#1 WLAV#2 

P 4-3 0.2370 0.2860 0.2860 0.2608 
Q 4-3 -0.0542 -0.0644 -0.0644 -0.0589 

P 10-11 -0.0377 -0.0449 -0.0448 -0.0406 
Q 10-11 -0.0153 -0.0183 -0.0181 -0.0165 

 

TABLE V.  PERFORMANCE COMPARISON RESULTS 

Method 
Average 

avgVΔ  avgθΔ  
Iteration Time 

(sec.) 
No bad data 

WLAV#1 14.09 0.048 0.43×10-4 0.37×10-2 
WLAV#2 9.99 0.011 0.41×10-4 0.33×10-2 

Bad data 
WLAV#1 14.28 0.047 1.04×10-4 3.57×10-2 
WLAV#2 9.99 0.007 0.67×10-4 1.81×10-2 

V. CONCLUSION 
In this paper, a new robust state estimation method for 

power system with conventional and synchronizing phasor 
measurements has been presented. The magnitudes and phase 
angles of all bus voltages are the estimated state variables. 
Since the algorithm uses the pseudo-voltage measurements as 
the measurement vector, the elements of the measurement 
matrix become either 0 or 1. The state estimation solution is 
obtained using the interior point method. Results on the IEEE 
14-bus system show that the proposed algorithm provides more 
rapidly solution than the conventional hybrid method. 
Moreover, the convergence problem does not occur when there 
are the current magnitude measurements. 
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บทคดัย่อ 
บทความน้ีนําเสนอการประยุกต์เทคนิคการวดัเทียมเพื่อ

ประมาณสถานะของระบบไฟฟ้ากาํลงั ความไม่แน่นอนในเคร่ืองวดัเทียม
ถูกประเมินโดยใช้ทฤษฎีการแพร่กระจายความไม่แน่นอน การใช้
เคร่ืองวดัแรงดนัเทียมร่วมกบัตวัแปรสถานะในพิกดัเชิงขั้วทาํให้สมการ
การวดัอยูใ่นรูปความสัมพนัธ์เชิงเส้น ตวัประมาณสถานะบนพื้นฐานค่า
กาํลงัสองนอ้ยสุดถ่วงนํ้ าหนกัถูกพฒันาข้ึนเพื่อหาผลเฉลยของค่าสถานะ
ท่ีถูกประมาณ ผลลัพธ์แสดงให้เห็นว่า วิธีท่ีนําเสนอให้สถานะท่ีถูก
ประมาณไดอ้ยา่งแม่นยาํสําหรับระบบไฟฟ้ากาํลงัท่ีมีเคร่ืองวดัเฟสเซอร์
เขา้จงัหวะและเคร่ืองวดัแบบดั้งเดิม 

คาํสาํคญั:  ความไม่แน่นอนในการวดั เคร่ืองวดัเทียม การประมาณ
สถานะ การวดัเฟสเซอร์เขา้จงัหวะ  

Abstract 
This paper presents an application of the pseudo-

measurement techniques for state estimation of electrical power system. 
Uncertainties for the pseudo-measurements are evaluated by using the 
classical uncertainty propagation theory. Usage of the pseudo-voltage 
measurement and polar forms of state variables make the measurement 
equations linear. The weighted least squares state estimator is 
developed to solve the estimated state values. Numerical results show 
that the proposed method provides the accurate estimated states for 
electrical power system with synchronizing phasor and conventional 
measurements. 

Keywords:  measurement uncertainty, pseudo-measurements, state 
estimation, synchronizing phasor measurement 

 
1. คาํนํา 

หน่วยเคร่ืองปลายระยะไกล (Remote Terminal Units: RTUs) 
จะส่งขอ้มูลจากสถานีไฟฟ้ายอ่ยไปยงัศูนยก์ลางการควบคุมระบบ ขอ้มูล
ท่ีไดจ้าก RTUs จะเป็นขนาดแรงดนัและกาํลงัไฟฟ้าซ่ึงไม่เขา้จงัหวะเวลา 
ดงันั้นขอ้มูลการวดัท่ีไดจ้าก RTUs แต่ละเคร่ืองจึงมีความคลาดเคล่ือนใน
แง่ของเวลาท่ีวดั ปัจจุบันได้มีการใช้การวดัเฟสเซอร์เข้าจังหวะ 

(Synchronizing phasor measurements) ในระบบไฟฟ้ากาํลงัสมยัใหม่กนั
มากข้ึน  โดยใช้อุปกรณ์ท่ี เ รียกว่า  หน่วยการวัดเฟสเซอร์  (Phasor 
Measurement Units: PMUs) ซ่ึงค่าท่ีไดจ้ะเป็นปริมาณเฟสเซอร์ของ
แรงดนัและกระแส PMUs ใชก้ารเขา้จงัหวะเวลาโดยดาวเทียม ดงันั้นค่าท่ี
วดัไดจ้าก PMUs จึงมีความแม่นยาํสูง [1] แต่ในทางปฏิบติัมกัติดตั้ง 
PMUs เพิ่มเติมเฉพาะบางสถานีไฟฟ้าย่อยท่ีจาํเป็น เพราะการติดตั้ง 
PMUs ยงัมีตน้ทุนสูง ดงันั้นตวัประมาณสถานะระบบไฟฟ้ากาํลงัจึงควร
นาํขอ้มูลท่ีไดท้ั้งจาก RTUs และ PMUs  มาใชป้ระโยชน์ในการประมาณ
ค่าสถานะ 

บทความ [2] ไดน้าํเสนอวิธีการประมาณความไม่แน่นอน 
(Uncertainty) ในรูปส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานในการวดัของเคร่ืองวดัเทียม 
(Pseudo-measurement) ซ่ึงใชข้อ้มูลการวดัจาก PMUs เพื่อนาํไปใชก้บั
การประมาณค่าสถานะแบบกาํลงัสองน้อยสุดถ่วงนํ้ าหนกั (Weighted 
least squares) [3] โดยไดเ้ปรียบเทียบวธีิการประมาณ 3 วธีิ คือ ทฤษฎีการ
แพร่กระจายความไม่แน่นอน (Uncertainty propagation theory) วธีิมอนติ
คาร์โล (Monte Carlo method) และตวัแปรฟัซซีสุ่ม (Random fuzzy 
variables) การทดสอบใชร้ะบบ IEEE ขนาด 14 บสั ท่ีติดตั้งเฉพาะ PMUs  

ในบทความน้ีนาํเสนอการประมาณค่าความไม่แน่นอนในการ
วดัของเคร่ืองวดัเทียม โดยใช้ข้อมูลการวดัจากเคร่ืองวดัจริงทั้ งแบบ 
RTUs และ PMUs เรายงัไดน้าํการวดัเทียมเหล่าน้ีมาใชใ้นการประมาณ
สถานะ โดยเลือกใช้ค่าการวดัเทียมเป็นเฟสเซอร์แรงดนับสัและใชเ้ฟส
เซอร์แรงดนับสัเป็นตวัแปรสถานะ ดงันั้น เมทริกซ์การวดัจึงมีสมาชิก
เป็นศูนยแ์ละหน่ึงเท่านั้น การหาผลเฉลยจึงกระทาํไดง่้ายโดยไม่ตอ้งอาศยั
การทาํซํ้ า  
 
2. ความไม่แน่นอนในเคร่ืองวดัเทยีม 

2.1 การวดัแรงดันเทยีม (Pseudo-voltage measurement) 
ในหัวข้อน้ีจะกล่าวถึงการหาขนาดและมุมเฟสของแรงดัน

เทียม ถา้เราทราบเฟสเซอร์แรงดนัท่ีบสั k และกาํลงัไฟฟ้าท่ีไหลจากบสั k 
ไปยงับสั n ให้เฟสเซอร์แรงดนับสัท่ี i คือ θ= ∠i i iV V   และเฟสเซอร์ 
กระแสท่ีไหลจากบสั k ไปยงับสั n เป็น θ= ∠kn kn knI I   จากแบบจาํลอง 
π สายส่ง เราสามารถเขียนสมการแรงดนัท่ีบสั n ไดเ้ป็น 
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= + − = +n se sh k k se knV Z Y V V Z I A jB  (1) 

โดยท่ี θ= ∠se se seZ Z  และ θ= ∠sh sh shY Y คือ อิมพีแดนซ์อนุกรมและ
แอดมิตแตนซ์ขนานของสายส่งตามลาํดบั  และไดว้า่ 

[ ]1 2cos cos cosα αθ= + −se sh k k se knA Z Y V Z I  (2) 

[ ]1 2sin sin sinα αθ= + −se sh k k se knB Z Y V Z I  (3) 

ทั้ งน้ี 1α θ θ θ= + +se sh k และ 2α θ θ= +se kn ดังนั้ นขนาดและมุมเฟส
ของ nV  จะสามารถคาํนวณไดจ้าก 

( )2 2 (, , ),θ θ= + = =
nnn V k k kn kn VV A B f V f XI  (4) 

( ) ( )1tan (, , ),θ θθ θ θ−= = =n k k kn knB A V I f Xf  (5) 

โดยท่ีเราให ้ [ ] 1 2 3 4[ ]θ θ= =T T
k k kn knX V I X X XX  

จากสมการท่ี (4) และ (5) สามารถหาอนุพนัธ์ยอ่ยของ nV  
และ θn  เทียบกบั mX ไดเ้ป็น 
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โดยการใชท้ฤษฎีการแพร่กระจายความไม่แน่นอน [4] เรา
สามารถคาํนวณความไม่แน่นอนมาตรฐาน (Standard uncertainty) ของ
ขนาดและมุมเฟสของแรงดนัท่ีบสั n ไดด้งัน้ี 
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โดยท่ี ( )mu X  แทนความไม่แน่นอนมาตรฐานในการวดั mX  ถา้การ
กระจายของค่าการวดัเป็นแบบสมํ่าเสมอ (Uniform distribution) ความไม่
แน่นอนมาตรฐานในการวดัจะสามารถเขียนในพจน์ของความไม่แน่นอน
สูงสุดในการวดัไดเ้ป็น 

( )
3

Δ
= m

m
Xu X  (10) 

โดยท่ี Δ mX  คือ ความไม่แน่นอนสูงสุดในการวดั mX  ซ่ึงอาจจะไดม้า
จากโรงงานผลิต นอกจากน้ีเราอาจประมาณความไม่แน่นอนมาตรฐาน
ในการวดัใหเ้ป็นส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของการวดัได ้[2] 

2.2 การวดักระแสเทยีม (Pseudo-current measurement) 
ในหัวขอ้น้ีอธิบายการหาขนาดและมุมเฟสของกระแสเทียม

ถา้เราทราบเฟสเซอร์แรงดนัท่ีบสั k และกาํลงัไฟฟ้าท่ีไหลจากบสั k ไปยงั
บสั n กาํหนดให้กาํลงัท่ีไหลเป็น φ= + ∠=knS P jQ S   เราสามารถ
คาํนวณขนาดและมุมเฟสของกระแสเทียมได ้ดงัน้ี      

( ) ( )2 2 , , ,θ= + = =
k n k nk n k I k k II P Q V f V P Q f Y  (11) 

( ) ( ) ( )1tan , , ,θ θθ θ θ−= − + = =
kn knkn k k kQ P f V P Q f Y  (12) 

โดยท่ี [ ]θ= T
k kY V P Q  จากสมการท่ี (11) และ (12) นั้น เราสามารถ

หาอนุพนัธ์ยอ่ยของขนาดและมุมเฟสของกระแสเทียมเทียบกบัY ไดด้งัน้ี 

2 0
⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

∂
∂

kn

k k k

I P Q
V S V S

S
VY

 (13) 

2 20 1θ∂
−⎡ ⎤= ⎢∂ ⎥⎣ ⎦

kn Q P
Y S S

 (14) 

เราสามารถคาํนวณความไม่แน่นอนมาตรฐานของขนาดและ
มุมเฟสของกระแสเทียมในทาํนองเดียวกบัการวดัแรงดันเทียม ใน
บทความน้ี เราใชค่้าการวดัเป็นเฟสเซอร์แรงดนัเทียม (ขนาดและมุมเฟส
ของแรงดนับสั) ดงันั้น ขนาดและมุมเฟสของกระแสเทียมท่ีคาํนวณได้
จากหัวขอ้ 2.2 จะตอ้งถูกนาํไปใชเ้สมือนเป็นเฟสเซอร์กระแสท่ีไดจ้าก 
PMU สาํหรับคาํนวณขนาดและมุมเฟสของเฟสเซอร์แรงดนัเทียม ตามวิธี
ในหวัขอ้ 2.1 
 

3. สมการการวดั 
โดยการใชค่้าการวดัเป็นขนาดและมุมเฟสของแรงดนั ซ่ึงได้

จาก PMUs และเคร่ืองวดัเทียม และกาํหนดให้ตวัแปรสถานะเป็นขนาด
และมุมเฟสของแรงดนับสัต่าง ๆ ในระบบไฟฟ้ากาํลงั เราสามารถเขียน
สมการการวดัในการประมาณสถานะของระบบไฟฟ้ากาํลงัในรูปแบบ
ความสมัพนัธ์เชิงเส้นได ้ดงัน้ี 

ε= +z H x  (15) 

โดยท่ี x  คือ เวกเตอร์ของตวัแปรสถานะท่ีตอ้งการประมาณค่า 

 H  คือ เมทริกซ์การวดั ซ่ึงมีสมาชิกเป็นศูนยแ์ละหน่ึงเท่านั้น 
 z  คือ เวกเตอร์ของปริมาณเฟสเซอร์แรงดนั (ขนาดและมุมเฟส) 
 ε  คือ เวกเตอร์ของความผดิพลาดในการวดั 

จากสมการท่ี (15) เม่ือใชก้ารประมาณแบบกาํลงัสองนอ้ยสุด
ถ่วงนํ้าหนกั เราจะไดค่้าสถานะเป็น 

1 1− −= T
zx G H R z  (16) 

โดยท่ี zR  คือ เมทริกซ์โควาเรียนต ์(Covariance matrix) ของ z   
 1−= T

zG H R H  คือ เมทริกซ์ขยาย (Gain matrix) [3] 
 

4. ผลการจําลอง 
ในหัวขอ้น้ีกล่าวถึงผลการทดสอบการประมาณสถานะของ

ระบบไฟฟ้ากาํลงัโดยใช้ค่าการวดัเป็นเฟสเซอร์แรงดนัของบสัท่ีติดตั้ง 
PMU และเฟสเซอร์แรงดนัจากเคร่ืองวดัเทียม ตวัประมาณสถานะบน
พื้นฐานค่ากําลังสองน้อยสุดถ่วงนํ้ าหนักถูกพฒันาข้ึนบนโปรแกรม 
MATLAB เพื่อใชห้าผลเฉลยของสมการท่ี (15) และใชร้ะบบทดสอบเป็น
ระบบมาตรฐาน IEEE ขนาด 14 บสั ดงัแสดงในรูปท่ี 1 ในท่ีน้ีเราใช ้
PMU 2 ชุด แยกเป็น 2 เซตเคร่ืองวดั ดงัน้ี 
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เซตเคร่ืองวดั 1: 
    PMU บสั 5 ให้เฟสเซอร์แรงดนัของบสั 5 และให้เฟสเซอร์แรงดนั
เทียมบสั 1, 2, 4, และ 6  
    เคร่ืองวดักาํลงัท่ีบสั 2 และ 4 ใหเ้ฟสเซอร์แรงดนัเทียมบสั 3  
    เคร่ืองวดักาํลงัท่ีบสั 6 ใหเ้ฟสเซอร์แรงดนัเทียมบสั 11, 12, และ 13  

เซตเคร่ืองวดั 2: 
    PMU บสั 9 ให้เฟสเซอร์แรงดนัของบสั 9 และให้เฟสเซอร์แรงดนั
เทียมบสั 7, 10, และ 14 
    เคร่ืองวดักาํลงัท่ีบสั 7 ใหเ้ฟสเซอร์แรงดนัเทียมบสั 8 
    เคร่ืองวดักาํลงัท่ีบสั 10 ใหเ้ฟสเซอร์แรงดนัเทียมบสั 11 
    เคร่ืองวดักาํลงัท่ีบสั 14 ใหเ้ฟสเซอร์แรงดนัเทียมบสั 13 

ดงันั้น เซตเคร่ืองวดัเฟสเซอร์แรงดนัสาํหรับค่าการวดั คือ {5, 
1, 2, 4, 6, 3, 3, 11, 12, 13, 9, 7, 10, 14, 8, 11, 13} ทาํใหไ้ดส้มการการวดั
จาํนวน 34 สมการ สังเกตวา่ เฟสเซอร์แรงดนัเทียมบสั 11 และ 13 จะ
ไดม้าจากทั้งเซตเคร่ืองวดั 1 และ 2  

รูปท่ี 2 แสดงเมทริกซ์การวดัของระบบทดสอบ ซ่ึงมีสมาชิก
เป็นศูนยแ์ละหน่ึงเท่านั้น (จุดส่ีเหล่ียมแทนเลขหน่ึง) เน่ืองจากตวัแปร
สถานะเป็นขนาดและมุมเฟสของบสัในระบบ ทาํให้ไดต้วัแปรสถานะ
จาํนวน 28 ตวัแปร  
 

 
 

รูปที ่1 ระบบมาตรฐาน IEEE ขนาด 14 บสั ท่ีติดตั้งเคร่ืองวดั 
 

 
 

รูปที ่2 เมทริกซ์การวดัของระบบทดสอบ 

ในการจาํลองกาํหนดให้ความไม่แน่นอนสูงสุดของขนาด
แรงดนั ขนาดกระแส และกาํลงัท่ีไหล มีค่าเป็น 0.02%, 0.03% และ 0.5% 
จากค่าท่ีอ่านได้ตามลาํดบั และความไม่แน่นอนสูงสุดของมุมเฟสมีค่า
เป็น 0.01 องศา ค่าท่ีวดัไดส้มมติให้มีการปนเป้ือนของสัญญาณรบกวน
แบบเกาส์ (Gaussian noise) ท่ีมีค่ากลางเป็นศูนยแ์ละมีส่วนเบ่ียงเบน
มาตรฐานสมัพนัธ์กบัส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของเคร่ืองวดั 

ตารางท่ี 1 เปรียบเทียบความไม่แน่นอนมาตรฐานจากเซต
เคร่ืองวดั 1 ซ่ึงผลการทดสอบไดจ้ากการจาํลองมอนติคาร์โล 50,000 รอบ 
สังเกตว่า ค่าความไม่แน่นอนมาตรฐานของเคร่ืองวดัแรงดนัเทียมและ
เคร่ืองวดักระแสเทียมจากวิธีการทั้งสองมีค่าใกลเ้คียงกนั ผลลพัธ์จากเซต
เคร่ืองวดั 2 ไม่ไดแ้สดงไวเ้น่ืองจากขอ้จาํกดัของจาํนวนหนา้กระดาษ 

เพื่อทดสอบสมรรถนะของการประมาณสถานะวิธีท่ีนาํเสนอ 
เราไดท้าํการจาํลองมอนติคาร์โล 10,000 รอบ และทดสอบ 3 กรณี ดงัน้ี 

กรณีที่ 1:  ไม่มีขอ้มูลไม่ดี (สัญญาณรบกวนไม่เกินส่วนเบ่ียงเบน
มาตรฐานของเคร่ืองวดั) 

กรณีที่ 2: เคร่ืองวดักาํลงัท่ีไหล 6-13 มีขอ้มูลไม่ดีในระดบัตํ่า 
(สญัญาณรบกวนไม่เกิน 4 เท่าของส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของเคร่ืองวดั) 

กรณทีี ่3:     เคร่ืองวดักาํลงัท่ีไหล 6-13 มีขอ้มูลไม่ดีในระดบัสูง (เพิ่ม
ค่าท่ีอ่านไดอี้ก 10%) 
 

ตารางที ่1 ความไม่แน่นอนมาตรฐานจากเซตเคร่ืองวดั 1 

บสั 
วธีินาํเสนอ วธีิมอนติคาร์โล 

% ขนาด 
(ต่อหน่วย) 

มุม 
(องศา) 

% ขนาด 
(ต่อหน่วย) 

มุม 
(องศา) 

เคร่ืองวดัแรงดนัเทียม 
1 0.011828 0.005738 0.011804 0.005746 
2 0.011771 0.005662 0.011751 0.005661 
4 0.011780 0.005788 0.011767 0.005777 
6 0.012675 0.005994 0.012665 0.005976 

เคร่ืองวดักระแสเทียม 
2-3 0.202108 0.012699 0.202051 0.012726 
4-3 0.065634 0.051167 0.065947 0.051165 

6-11 0.018372 0.090607 0.018342 0.090401 
6-12 0.020123 0.068207 0.020120 0.068222 
6-13 0.045018 0.081493 0.044822 0.081548 
เคร่ืองวดัแรงดนัเทียม (คาํนวณโดยใชเ้คร่ืองวดักระแสเทียม) 

3 0.013516 0.023809 0.012649 0.023981 
3 0.012438 0.008955 0.012716 0.008860 
11 0.013161 0.006324 0.013066 0.006376 
12 0.013386 0.006562 0.013176 0.006686 
13 0.013810 0.006731 0.013487 0.006929 
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พิจารณาผลลพัธ์จากกรณีท่ี 1 ในรูปท่ี 3 สังเกตวา่ ค่าผิดพลาด
สูงสุดของตวัแปรสถานะมีค่าตํ่า ตวัแปรสถานะลาํดบัท่ี 1 ถึง 14 คือ ค่า
ผดิพลาดสูงสุดของขนาดแรงดนับสั (ต่อหน่วย) และตวัแปรสถานะลาํดบั
ท่ี 15 ถึง 28 คือ ค่าผิดพลาดสูงสุดของมุมเฟส (เรเดียน) พิจารณารูปท่ี 4 
จะเห็นไดว้า่ ส่วนตกคา้งปกติสูงสุด (Largest normalized residual) [3] มี
ค่านอ้ยกวา่ 3.0 แสดงวา่ ไม่มีขอ้มูลไม่ดี ดงันั้น สถานะท่ีประมาณไดจึ้งมี
ความน่าเช่ือถือ 

พิจารณาผลลพัธ์จากกรณีท่ี 2 ในรูปท่ี 3 และรูปท่ี 4 จะเห็นได้
วา่ ส่วนตกคา้งปกติสูงสุดมีค่าเกิน 3.0 โดยค่าสูงสุดของส่วนตกคา้งปกติ
สูงสุดจะเกิดข้ึนท่ีสมการการวดัลาํดบัท่ี 27 และ 34 ซ่ึงสอดคลอ้งกบั
เคร่ืองวดัแรงดนัเทียมบสั 13 ดงันั้น เคร่ืองวดัท่ีเก่ียวข้องกบัเฟสเซอร์
แรงดนับสั 13 จึงเป็นเคร่ืองวดัท่ีน่าสงสัยวา่จะเกิดขอ้มูลไม่ดี (เคร่ืองวดั
กาํลงัท่ีไหล 6-13 และ 14-13)  

พิจารณาผลลพัธ์จากกรณีท่ี 3 ในรูปท่ี 3 และรูปท่ี 4 จะเห็นได้
ว่า ค่าผิดพลาดสูงสุดเกิดข้ึนท่ีขนาดและมุมเฟสของแรงดนับสั 13 และ
ส่วนตกคา้งปกติสูงสุดเกิดข้ึนท่ีสมการการวดัลาํดบัท่ี 10, 17, 27, และ 34 
ซ่ึงสอดคลอ้งกบัเคร่ืองวดัแรงดนัเทียมบสั 13 ดงันั้น เคร่ืองวดัท่ีเก่ียวขอ้ง
กบัเฟสเซอร์แรงดนับสั 13 จึงเป็นเคร่ืองวดัท่ีน่าสงสัยวา่จะเกิดขอ้มูลไม่ดี 
(เคร่ืองวดักาํลงัท่ีไหล 6-13 และ 14-13)  

การขจดัขอ้มูลไม่ดีสามารถกระทาํไดโ้ดยการขจดัเคร่ืองวดัท่ี
น่าสงสัยออกไปทีละเคร่ือง แลว้ประมาณสถานะใหม่จนกระทั้งส่วน
ตกค้างปกติสูงสุดมีค่าน้อยกว่าค่าท่ีกาํหนด นอกจากน้ี จากผลการ
ทดสอบพบวา่ เลขเง่ือนไข (Condition number) ของเมทริกซ์ขยายในทั้ง 
3 กรณีมีค่าตํ่าและคงท่ี โดยเลขเง่ือนไขมีค่าเป็น 3.83 
 

รูปที ่3 ค่าผดิพลาดสูงสุด 
 

 

รูปที ่4 ส่วนตกคา้งปกติสูงสุด 

5. สรุป 
บทความน้ีไดน้าํเสนอเทคนิคการวดัเทียมและการคาํนวณความ

ไม่แน่นอนในเคร่ืองวดัเทียมสาํหรับการประมาณสถานะของระบบไฟฟ้า
กาํลงัท่ีติดตั้งเคร่ืองวดัเฟสเซอร์เขา้จงัหวะและเคร่ืองวดัแบบดั้งเดิม ความ
ไม่แน่นอนในเคร่ืองวดัถูกใชเ้ป็นค่านํ้าหนกัในการหาผลเฉลยบนพื้นฐาน
ค่ากาํลงัสองนอ้ยสุดถ่วงนํ้ าหนกัและทดสอบบนระบบ IEEE ขนาด 14 
บสั เราอาจสรุปจุดเด่นของวธีิท่ีนาํเสนอได ้ดงัน้ี 

1. เทคนิคการคาํนวณความไม่แน่นอนในการวดัท่ีนาํเสนอมีความ
รวดเร็วและใหผ้ลลพัธ์ใกลเ้คียงกบัการจาํลองมอนติคาร์โล 

2. ตวัแปรสายส่งไม่มีอิทธิพลต่อเมทริกซ์การวดั เพราะเมทริกซ์
การวดัมีสมาชิกเป็นเลขศูนยแ์ละหน่ึงเท่านั้น 

3. การหาผลเฉลยทาํไดร้วดเร็ว เพราะไม่ตอ้งใชก้ระบวนการทาํซํ้ า 
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Effects of Synchronizing Phasor Measurements on State Estimation of Electrical Power System 

Containing FACTS Devices 
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Abstract 

This paper presents a study on effects of installing 

synchronizing phasor measurements on an electrical power system state 

estimation. The state estimation method in [1] is applied to a power 

system containing both conventional and synchronizing phasor 

measurements. By using rectangular coordinate form of state variables 

and the equivalent measurement technique. measuring data obtained 

from conventional measurements are transformed into equivalent 

phasor quantities. This allows the estimation relation to be expressed in 

linear form. The proposed state estimator is tested with the IEEE 14 bus 

system with FACTS devices installed. The simulation results show that 

with synchronizing phasor measurements installed at appropriate 

places. the accuracy of estimation can be improved. 

Keywords: state estimation. synchronizing phasor measurement. 
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~ 'l~~ 11.J nlJ f11 1lJftlJ WUi'Y1H fHUM1 lY ~ 5 ,\) 11 1 1l11 tl 'll , l~ l1 tJ ' :: lJ lW 
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l~~M~ l n RTUs 1l~1I::lfl~111~~nfl11lJ f1 l'11 911 f1 ~ f)uhltl~'lJl1mC1l~191 
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U~lf'):::111111'l um11YitllJ ~~J1.Jfi 1~191M~ l fl PMUs ~~j}m l lJ tl1jwh 

~1 [2] 1 1~lctl1~~l n Il1U '1Uf1l 'l91~i~ PMUs V~ilJlfll ~~ lJl n l tJ Vll ~ 

,j ~ mll3'f1 91 ~~~ PMUs IYllJl91lJ m Yil ::Ul ~ l'I'(llW Il vJ~h til1 u ~ 1i l l tJ \J 
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llDmrullrlfl91(ll11l'lm:tJ/1tl '1. U~DlltJtJf11l1JlYllWU ']l ;~LC~U [I] ~~t1 
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( 

(l'1ll;J1'1 [I] lY~lflWJll~IJ'If,11D Z ~:; l ~ tl ~ (l ~ :; ~ l fl X ll~lu~t1 z I~U 
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' ]
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min wT[z(x)-Hx[ (2) 

. {f(X):O; 0
subject to 

g(x) = 0 
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Uty111n1'iD5:;lJ lru l1'Oltl:; i U (llJ f)1~ ~ (2) (lllJ1'l (l111Nl1 
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MATLA B llft:;\i1'lD'l'l~l'I'Ol.JnlJ'l:;tJ'IJ IEEE '\Itll~ 1411'(l~~~~4 

QDmrullrlfl 'lllvilJl 't1'1 '\ DltmU'b'u" fill1'U '" 11i'h'Ul~ IJmJtllJ191":1~ ltl 
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(I .... " .... ' .cd. d& "" 
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_ I "SI, MI' I II,rue II~ V -- - V - v (3) 
avg 2 
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