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บทคดัย่อ 

งานวิจัยนี้ เป็นการน าเสนอวิธีทางสถิติส าหรับตัวแบบสถิติที่มีข้อจ ากัดการจัดล าดับ ซึ่ง
ประกอบดว้ยผลงานสามชิน้ ผลงานชิน้แรกน าเสนอการค านวณการแจกแจงความน่าจะเป็นและโมเมนต์
ส าหรบัตวัแบบสถติทิีม่ขีอ้จ ากดัการจดัล าดบัในสองกรณคีอื กรณทีีต่วัแปรสุ่มเป็นอสิระกนั และกรณทีีต่วั
แปรสุ่มไม่เป็นอิสระกนัแต่สามารถแทนด้วยตวัแบบปัจจยัเดยีว วธิทีี่เสนอในงานวิจยัสามารถน าไป
ประยุกต์ใช้ในปัญหาการตดัสินใจเกี่ยวกบัตวัแปรที่ไม่ทราบค่า แต่ทราบข้อมูลล าดบัของตวัแปรนัน้ 
คุณสมบตัทิางสถติขิองตวัแปร เช่น การแจกแจงก่อนและโมเมนต์ของตวัแปรจะถูกปรบัค่าดว้ยขอ้จ ากดั
การจดัล าดบั เพื่อค านวณเป็นการแจกแจงภายหลงัที่ถูกต้องมากขึ้น ซึ่งโดยทัว่ไปแล้วการค านวณ
ส าหรบัปัญหาลกัษณะนี้จะซบัซ้อนขึ้นเมื่อขอ้มูลมมีติิสูงขึน้ แต่งานวจิัยนี้แสดงการประยุกต์ใช้เทคนิค
ปรพินัธ์เวยีนเกดิ เพื่อแปลงการค านวณที่ซบัซ้อนให้อยู่ในรูปของการค านวณหาปรพินัธ์ในหนึ่งมติิใน
กรณีของตวัแปรทีเ่ป็นอสิระกนั หรอืสองมติใินกรณีของตวัแปรที่ไม่เป็นอสิระกนัแต่สามารถแทนดว้ยตวั
แบบปัจจยัเดยีว ในผลงานชิน้แรกยงัไดแ้สดงการประยกุตว์ธิทีีน่ าเสนอในการแก้ปัญหาการจดัพอรต์การ
ลงทุนกบัขอ้มูลจรงิ ผลงานชิ้นที่สอง และผลงานชิ้นที่สาม เป็นการประยุกต์ตวัสถติโิคโมโกรอฟในการ
อนุมานสถิติหลายตัวแปรพร้อม ๆ กัน ตัวสถิติโคโมโกรอฟจดัว่าเป็นตัวแบบสถิติที่มีข้อจ ากัดการ
จดัล าดบั ซึ่งการแจกแจงความน่าจะเป็นสามารถค านวณด้วยวธิทีี่เสนอในผลงานชิ้นแรก ผลงานชิ้นที่
สองเป็นการประยุกต์ตวัสถิตโิคโมโกรอฟในการสร้างแถบความเชื่อมัน่ของฟังก์ชนัการแจกแจงแบบ
เบต้า และน าไปประยุกต์กบัการจดัการความเสีย่งดา้นเครดติ ผลงานชิน้ทีส่ามเป็นการประยุกต์ตวัสถติิ
โคโมโกรอฟในการอนุมานสถติสิ าหรบัความน่าจะเป็นที่จะชนะเพื่อเปรยีบเทยีบตวัแบบไวบูลยส์องตวั
แบบ ซึง่ผลของการเปรยีบเทยีบจะเป็นประโยชน์กบัการตดัสนิใจในงานดา้นความเชื่อถอืไดข้องระบบ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  



 
 

Abstract 

In this research, we propose methods for statistical models with ranking constraints, 
consisting of three papers. In the first paper, we discuss methods for probability and moment 
calculations of statistical models with ranking constraints in two important cases: the case where 
the statistical variables are independent and the case where the statistical variables are 
dependent but can be written in a one factor model. This can be useful for decision making when 
we do not observe the actual values of the variables, but we do observe the ordering of the 
variables. In such a case, prior information on the distributions and moments from the variables’ 
specified distributions can be updated by the observed ranking to provide improved posterior 
information.  While the calculations of the rank updated posterior distribution ostensibly involve 
high-dimensional integral calculations, it is shown how the recursive integration methodology can 
be applied so that the original high-dimensional integral can be evaluated as a series of one-
dimensional integration for the case of independent variables or a two-dimensional integration for 
the case of dependent variables with one-factor model. In the first paper, we also show how to 
apply the proposed methods to solve a portfolio selection problem with a real data set. In the 
second and the third papers, we apply the Kolmogorov statistic to multiple comparison inference 
problems. The Kolmogorov statistic can be considered a statistical model with ranking constraints 
whose probability distribution can be computed by the methods proposed in the first paper. In the 
second paper, the Kolmogorov statistic is applied to construct an exact confidence band for a 
beta distribution function. Its application can be found in credit risk management.  In the third 
paper, the Kolmogorov statistic is applied to win-probabilities for comparing two Weibull models.  
The results from the comparison will be useful for decision making in system reliability.  
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1. บทน า 

รายงานฉบบันี้เป็นการสรุปผลงานจากโครงการวธิสี าหรบัตวัแบบสถติทิีม่ขีอ้จ ากดัการจดัล าดบั ซึง่
ประกอบดว้ยสามผลงาน รายงานสรุปเน้นไปทีผ่ลงานแรกซึง่เป็นบทความเรื่องการค านวณการแจกแจง
และโมเมนต์ทีม่ขีอ้จ ากดัการจดัล าดบัโดย Kiatsupaibul et.al. (2017a) ขอ้สรุปผลงานทีส่องและสามใน
โครงการฯ จะปรากฏในส่วนสรปุผล 

การค านวณหาการแจกแจงและค่าคาดหวงัแบบมเีงื่อนไขเป็นหลกัการพื้นฐานทางสถิติที่น าไป
ประยุกต์ใช้ในการศึกษาทัง้ทางด้านวทิยาศาสตร์ สงัคมศาสตร์ และวศิวกรรมศาสตร์ โดยเฉพาะการ
ค านวณตามทฤษฎขีองเบส ์แต่ส าหรบัในกรณทีีข่อ้มลูประกอบอยูใ่นรปูขอ้มลูเชงิคุณภาพ การแจกแจงที่
สนใจจะถูกจ ากดัโดยเงื่อนไขของรูปหลายมติ ิ(polytope) ซึ่งการค านวณค่าส าหรบัปัญหาในลกัษณะนี้
ด้วยวธิเีชงิตวัเลข (numerical approach) ท าได้ยากและซบัซ้อน (ตามตวัอย่างใน Khachiyan (1989)) 
ท าใหน้ักทฤษฎแีละนักปฏบิตัสิ่วนมากหนัไปใชว้ธิกีารจ าลองขอ้มลูดว้ยวธิี Monte Carlo ในการค านวณ
แทน (ตามตวัอยา่งใน Smith (1984), Lovász (1999), Lovász and Vempala (2006) และ Kiatsupaibul 
et al. (2011)) อย่างไรกต็ามวธิกีารเชงิตวัเลขมขีอ้ดแีละมปีระสทิธภิาพเหนือกว่าวธิกีารจ าลองขอ้มูลใน
หลายดา้น งานวจิยันี้จะน าเสนอวธิกีารค านวณเชงิตวัเลข ทีส่ามารถน าไปใชใ้นการค านวณการแจกแจง
และโมเมนต์แบบมเีงื่อนไขของตวัแปร โดยจะพจิารณาในกรณีที่ข้อจ ากดัดงักล่าวอยู่ในรูปของขอ้มูล
อนัดบั (rankings) ซึง่ถอืเป็นขอ้จ ากดัส าคญัทีพ่บได้ทัว่ไปในทางปฏบิตั ิ

พจิารณาตวัแปรสุ่มแบบต่อเนื่อง (𝑋𝑖) โดยก าหนดให้มกีารแจกแจงเป็น 𝑓𝑖(𝑥𝑖), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ซึ่ง
โมเมนต์ของตวัแปรสุ่มจะถูกก าหนดตามการแจกแจงนี้ดว้ย และให้ขอ้มูลประกอบที่จะมาปรบัการแจก
แจงน้ีอยูใ่นรปูของขอ้มลูอนัดบั ดงันี้ 

𝑋1 ≤ 𝑋2 ≤ ⋯ ≤ 𝑋𝑛        (1) 

งานวจิยันี้มวีตัถุประสงค์เพื่อแสดงวธิกีารค านวณการแจกแจงภายหลงัและโมเมนต์ของตวัแปรสุ่ม 
𝑋𝑖 ทีป่รบัดว้ยขอ้มลูอนัดบั ซึง่จะสามารถน าไปใชส้ าหรบัปัญหาในทางปฏบิตั ิกรณีทีไ่ม่ทราบค่าของตวั
แปร แต่สามารถจดัล าดบัของตวัแปรดงักล่าวไป งานวจิยัด้าน Ranked Set Sampling แสดงตวัอย่าง
ของสถานการณ์ในลกัษณะนี้ เช่น งานศกึษาของ McIntyre (1952), Patil (2002), Chen et al. (2004) 
และ Wolfe (2004) ขอ้แตกต่างของการใชข้อ้มลูอนัดบัในเรื่อง Ranked Set Sampling กบัในงานวจิยันี้ 
คอื ในดา้น Ranked Set Sampling ตวัแปรสุ่มจะถูกวดัค่าในต าแหน่งทีก่ าหนดส าหรบัแต่ละขัน้ตอน โดย
ขอ้มลูอนัดบัของตวัแปรจะถูกใชใ้นการก าหนดต าแหน่งของขอ้มลูทีจ่ะถูกวดัค่า แต่ในบรบิทของงานวจิยั
นี้ขอ้มลูอนัดบัจะถูกใชเ้พื่อปรบัการแจงแจงก่อน โดยอาจเป็นกรณีที่ค่าทีแ่ท้จรงิของตวัแปรไม่ได้ถูกวดั
ค่าเลยด้วย แมว้่าบรบิทของการวดัค่าที่แท้จรงิของตวัแปรตามที่กล่าวมาข้างต้นส าหรบัเรื่อง Ranked 
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Set Sampling กบัในงานวจิยันี้จะแตกต่างกนั แต่ทัง้คู่ถอืเป็นการใช้ประโยชน์จากขอ้มูลอนัดบัโดยไม่
ทราบค่าแทจ้รงิของตวัแปรทุกค่าเช่นเดยีวกนั 

ยกตวัอย่างเช่น ก าหนดใหก้ารแจกแจงก่อนของตวัแปรสุ่ม 𝑋𝑖 แทนระดบัอาการของคนไข ้𝑛 คน ที่
รวบรวมจากการวดัค่าทางการแพทย์ที่เกี่ยวข้อง จะเห็นว่าค่าที่ถูกต้องของระดบัอาการประเมนิเป็น
ตวัเลขแน่นอนไดย้ากในทางปฏบิตั ิแต่แพทยส์ามารถใชข้อ้มลูของตวัแปรมคีวามสมัพนัธก์บัระดบัอาการ
ที่ต้องการวดั เช่น ค่าต่างๆ ที่ได้จากผลการวเิคราะห์เลอืด มารวบรวมและสร้างข้อมูลอนัดบัของ 𝑋𝑖  
เพื่อน าไปปรบัการแจกแจงก่อน แลว้ค านวณคาดหวงัและความแปรปรวนของการแจกแจงภายหลงัเพื่ อ
ค่าดงักล่าวไปใชใ้นการตดัสนิใจต่อไป 

 นอกจากนี้ยงัมตีวัอย่างในงานของ Patil (2002) ที่แสดงให้เห็นประยุกต์ใช้ในด้านการส ารวจ
พืน้ทีอ่นัตราย ทีก่ารวดัค่าการปนเป้ือนของสารพษิมคีวามเสีย่งและต้นทุนสูง จงึใชล้กัษณะของดนิ เช่น 
คราบ ส ีหรอืความหนาแน่นของพชืในพืน้ที ่มาช่วยในขัน้ตอนการจดัอนัดบั แลว้น าขอ้มลูอนัดบัดงักล่าว
ไปปรบัการแจกแจงก่อนและโมเมนตข์องตวัแปรระดบัการปนเป้ือน (𝑋𝑖) ทีส่นใจศกึษา 

 โดยทัว่ไปขอ้มูลอนัดบัที่น ามาค านวณสามารถหาได้จากหลายแหล่ง เช่น ได้จากการรวบรวม
ข้อมูลของตวัแปรร่วมที่มคีวามสมัพนัธ์กบัตวัแปรที่สนใจศกึษา อย่างเช่นในงานของ Topkis (1998), 
Milgrom and Roberts (1994) และ Milgrom and Shannon (1994) ที่ใช้จดัอนัดบัโดยใช้ข้อมูล-ภาวะ
เศรษฐกจิดา้นต่างๆ หรอืขอ้มลูอนัดบัอาจไดจ้ากกระบวนการรวบรวมค่าทีไ่ดจ้ากการจดัล าดบัตามความ
นิยม เช่นงานของ Kemeny and Snell (1962), Young (1995) และ Ali and Meilă (2012) ส าหรับ
วธิกีารค านวณทีอ่ธบิายไวใ้นงานวจิยันี้เป็นเครื่องมอืส าคญัทีส่ามารถใชร้วบรวมขอ้มลูอนัดบัเขา้กบัการ
แจกแจงก่อน เพื่อท าการอนุมานเชงิสถติ ิอย่างเช่นในงานศกึษาของ Chiarawongse et al. (2012) ซึง่
ผลการค านวณที่ได้จะน าไปประยุกต์ใช้ส าหรบัปัญหาที่เกี่ยวขอ้งในงานศกึษาด้านต่างๆ ได้หลายด้าน
ดงัเช่นทีไ่ดย้กตวัอยา่งมาขา้งตน้ 

 ในการค านวณการแจกแจงและโมเมนต์แบบมเีงื่อนไขของตวัแปรสุ่ม 𝑋𝑖 โดยทัว่ไปจะถูกมอง
เป็นปัญหาการหาปรพินัธใ์น 𝑛 มติ ิแต่ในงานวจิยัน้ีจะแสดงใหเ้หน็ว่าสามารถใชเ้ทคนิคปรพินัธเ์วยีนเกดิ 
(ทีไ่ดอ้ธบิายไวใ้นงานศกึษาของ Hayter (2006)) มาปรบัรปูแบบการค านวณใหอ้ยู่ในรปูแบบของการหา
ปรพินัธ์ใน 1 มติไิด้ รวมทัง้จะแสดงให้เหน็ด้วยว่า การน าวธิกีารดงักล่าวไปใช้ไม่ได้จ ากดัอยู่เพยีงการ
ค านวณเงื่อนไขของข้อมูลอนัดบัแบบง่ายๆ แต่ยงัสามารถน าไปใช้กบัปัญหาทัว่ไปที่ซบัซ้อนขึ้น เช่น 
กรณีที่ตวัแปรสุ่มมกีารแจกแจงแบบปกติหลายตวัแปร และมโีครงสร้างความสมัพนัธ์อยู่ในรูปแบบที่
ก าหนด ไดอ้กีดว้ย 

 งานวจิยันี้ยงัได้แสดงตวัอย่างการประยุกต์ใช้ในด้านต่างๆ เพื่อแสดงใหเ้หน็ถงึผลของขอ้จ ากดั
การจัดล าดับแบบต่างๆ ที่มีต่อการแจกแจง ค่าคาดหวัง และความแปรปรวนของตัวแปรสุ่ม 𝑋𝑖 
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โดยเฉพาะอย่างยิ่ง ผลของข้อมูลอันดบัที่สอดคล้องกับค่าคาดหวงัของการแจกแจงก่อน 𝑓𝑖(𝑥𝑖) ที่
เรยีกว่า reinforcing ranking เปรยีบเทยีบกบักรณีทีข่อ้มลูอนัดบัไมส่อดคลอ้งกบัค่าคาดหวงัของการแจก
แจงก่อนหรอืที่เรยีกว่า opposing ranking โดยจะศกึษาเมื่อระดบัความไม่สอดคล้องนี้แตกต่างกนัดว้ย 
โดยผลการศึกษาจะชี้ให้เห็นถึงความแตกต่างของค่าคาดหวงัและความแปรปรวนของการแจกแจง
ภายหลงัที่ค านวณได้จากการปรบัด้วยขอ้มูลอนัดบัแบบต่างๆ รวมทัง้จะมตีวัอย่างของการประยุกต์ใช้
เทคนิคนี้กบัปัญหาการจดัพอร์ตการลงทุน เพื่อแสดงให้เห็นถงึประโยชน์ของการค านวณเมื่อมขีอ้มูล
ประกอบเชิงอันดับ โดยจะแสดงผลของการจดัพอร์ตการลงทุนเมื่อใช้ข้อมูลผลตอบแทนจริงของ
หลกัทรพัยม์าค านวณ 

 โครงสรา้งของงานวจิยันี้ประกอบดว้ย การอธบิายทฤษฎแีละหลกัการใชเ้ทคนิคปรพินัธเ์วยีนเกดิ
ในการค านวณหาการแจกแจงและโมเมนต์เมื่อมีขอ้จ ากดัการจดัล าดบั โดยจะแสดงการค านวณทัง้ใน
กรณีที่ตัวแปรเป็นอิสระกัน และกรณีที่ตัวแปรมีการแจกแจงแบบปกติหลายตัวแปรที่มีโครงสร้าง
ความสมัพนัธต์ามที่ก าหนด จากนัน้ในหวัขอ้ถดัไป จะอธบิายกระบวนการและขัน้ตอนการค านวณโดย
ละเอยีด รวมทัง้แสดงให้เหน็ถงึกลไกการลดความคลาดเคลื่อน โดยจะแสดงให้เหน็อตัราการผดิพลาด
และเวลาทีใ่ชใ้นการค านวณประกอบกนั ถดัมาจะเป็นการยกตวัอย่างการประยุกต์ใชเ้ทคนิคนี้กบัปัญหา
ในงานศกึษาดา้นต่างๆ และหวัขอ้สุดทา้ยจะเป็นขอ้สรปุทีไ่ดจ้ากงานวจิยัน้ี 

2. ทฤษฎีท่ีเก่ียวข้อง 

หวัขอ้นี้จะอธบิายทฤษฎทีี่เกี่ยวกบัการใช้เทคนิคปรพินัธ์เวยีนเกดิในการค านวณค่าทางสถติ ิเช่น 
ค่าโมเมนต์เมื่อมขีอ้จ ากดัการจดัล าดบั โดยจะเริม่จากการอธบิายในกรณีทีต่วัแปรสุ่มเป็นอสิระกนัก่อน 
จากนัน้จงึจะแสดงการค านวณในกรณีที่ตวัแปรสุ่มที่มกีารแจกแจงแบบปกตหิลายตวัแปรที่มโีครงสร้าง
ความสมัพนัธต์ามทีก่ าหนด สุดทา้ยจะกล่าวถงึการประยกุตใ์ชใ้นปัญหาทีซ่บัซอ้นขึน้ 

2.1 ตวัแปรสุ่มทีเ่ป็นอสิระกนั 

ก าหนดใหเ้ซต 𝑆 ⊆  ℜ𝑛  ของค่าของตวัแปร 𝑿 = (𝑋1, … , 𝑋𝑛) เป็น  

𝑆 = 𝑆1,2 ∩ 𝑆2,3 ∩ … ∩ 𝑆𝑛−1,𝑛 

เมือ่เซต 𝑆𝑖,𝑖+1 เป็นขอ้จ ากดัส าหรบัค่า 𝑋𝑖 และ 𝑋𝑖+1 เท่านัน้ 

ดงันัน้ เซต 𝑆 จะสอดคลอ้งกบัอนัดบัตามสมการที ่(1) ยกตวัอยา่งเช่น 

𝑆𝑖,𝑖+1 = { 𝑿 ∶ 𝑋𝑖 ≤ 𝑋𝑖+1}  

เมือ่ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 

ส าหรบัทุกช่วง (𝑙𝑖, 𝑢𝑖), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1 จะไดว้่า 
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 𝑃(𝑙𝑖 ≤ 𝑋𝑖 ≤ 𝑢𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 |𝑿 𝜖 𝑆) =  
𝐴1

𝐵
      (2) 

เมือ่ 

𝐴1 = ∫
…

𝑋∈𝑆∗ ∫ ∏ 𝑓𝑖(𝑥𝑖)𝑑𝑥1 … 𝑑𝑥𝑛
𝑛
𝑖=1    

และ      

𝐵 = 𝑃(𝑿 ∈ 𝑆) = ∫
…

𝑋∈𝑆 ∫ ∏ 𝑓𝑖(𝑥𝑖)𝑑𝑥1 … 𝑑𝑥𝑛
𝑛
𝑖=1    

โดย 

𝑆∗ = 𝑆1,2
∗ ∩ 𝑆2,3

∗ ,∩ … 𝑆𝑛−1,𝑛
∗    

ส าหรบั 

𝑆1,2
∗ = 𝑆1,2

∗ ∩ { 𝑿 ∶ 𝑙1 ≤ 𝑋𝑖 ≤ 𝑢1, 𝑙2 ≤ 𝑋𝑖 ≤ 𝑢2} 

และ  

𝑆𝑖,𝑖+1
∗ = 𝑆𝑖,𝑖+1

∗ ∩ { 𝑿 ∶ 𝑙𝑖+1 ≤ 𝑋𝑖+1 ≤ 𝑢𝑖+1} 

เมือ่ 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 

เช่นเดยีวกบั g𝑖(𝑥𝑖), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ใดๆ จะไดว้่า 

𝐸[g1(𝑥1)g2(𝑥2) … g𝑛(𝑥𝑛)|𝑿 ∈ 𝑆] =
𝐴2

𝐵        (3) 

เมือ่  

𝐴2 = ∫
…

𝑋∈𝑆∗ ∫ ∏ (g𝑖(𝑥𝑖)𝑓𝑖(𝑥𝑖))𝑑𝑥1 … 𝑑𝑥𝑛
𝑛
𝑖=1   

 
แมว้่า 𝐴1, 𝐴2 และ 𝐵 จะดูเหมอืนเป็นการหาปรพินัธใ์น 𝑛 มติ ิแต่จากงานศกึษาของ Hayter (2006) 

ส่วนที่ 1 ระบุไว้ว่าการค านวณดงักล่าวสามารถจดัให้อยู่ในรูปแบบที่ 𝑑 = 1 ได้ ดงันัน้จงึสามารถใช้
หลกัการของเทคนิคปรพินัธ์เวยีนเกดิส าหรบัขอ้มูล 1 มติ ิมาค านวณได้ไม่ว่าข้อมูลจะมขีนาด 𝑛 เป็น
เท่าใดกต็าม ดงันัน้ ค่าความน่าจะเป็นในสมการที ่(2) และค่าคาดหวงัในสมการที ่(3) กส็ามารถค านวณ
ไดโ้ดยใชเ้ทคนิคปรพินัธเ์วยีนเกดิส าหรบัขอ้มลู 1 มติเิช่นเดยีวกนั 

 สงัเกตว่าฟังก์ชนัความน่าจะเป็นสะสมร่วมแบบมเีงื่อนไขของตวัแปรสุ่ม 𝑋𝑖 สามารถค านวณได้
จากสมการที ่(2) เมื่อ 𝑙𝑖 = −∞, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ส่วนการแจงแจงขอบแบบมเีงื่อนไขของตวัแปรสุ่มใดๆ จะ
ค านวณโดยก าหนดให้ 𝑙𝑖 = −∞ และ 𝑢𝑖 = ∞  ส าหรบัตวัแปรอื่นๆ ค่าโมเมนต์แบบมเีงื่อนไขของตวั
แปรสุ่ม 𝑋𝑖 ค านวณโดยก าหนดให้ g𝑖(𝑥𝑖) = 𝑥𝑖

𝑘  และให้ฟังก์ชนั g𝑖(𝑥𝑖) อื่นๆ มคี่าเป็น 1 นอกจากนี้ยงั
สามารถหาค่าความแปรปรวนร่วมแบบมเีงื่อนไขระหว่างตวัแปรสุ่ม 𝑋𝑖1

 และ 𝑋𝑖2
 ได้โดยก าหนดให้ 
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g𝑖1
(𝑥𝑖1

) =  𝑥𝑖1
 และ g𝑖2

(𝑥𝑖2
) =  𝑥𝑖2

  แลว้ใหฟั้งกช์นั g𝑖(𝑥𝑖) อื่นๆ มคี่าเป็น 1 เช่นเดยีวกบัการค านวณ
โมเมนต ์

2.2 ตวัแปรสุ่มทีม่กีารแจกแจงแบบปกตหิลายตวัแปรทีม่โีครงสรา้งความสมัพนัธต์ามทีก่ าหนด 

ในกรณทีีต่วัแปรสุ่ม 𝑋𝑖 มกีารแจกแจงแบบปกตหิลายตวัแปร โดยมคี่าเฉลีย่ 𝜇𝑖 ความแปรปรวน 𝜎𝑖
2 

และค่าความแปรปรวนรว่มเป็น 𝜌𝑖𝜌𝑗 แลว้ จะสามารถเขยีนความสมัพนัธไ์ดต้ามสมการ ดงันี้ 

𝑋𝑖 = 𝜇𝑖 + 𝜌𝑖𝑀 +  √𝜎𝑖
2 − 𝜌𝑖

2𝑍𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛         (4) 

เมื่อ 𝑀 และ 𝑍𝑖 เป็นตวัแปรสุ่มมกีารแจกแจงแบบปกตมิาตรฐานและเป็นอสิระกนั ภายใต้เงื่อนไขของค่า 
𝑀 ตวัแปรสุ่ม 𝑋𝑖 จะมกีารแจกแจงปกตทิีอ่สิระกนัดว้ย 

การประมาณค่าตามสมการที ่ (2) และ (3) ภายใต้เงื่อนไขของค่า 𝑀 จ าเป็นต้องค านวณหาปรพินัธ์ 
1 มติ ิเทยีบกบัแต่ละค่า 𝑚 ของ 𝑀 โดยการค านวณค่าปรพิทัธ์ (integrand) เทยีบกบัแต่ละค่า 𝑚 เป็น
การค านวณใน 1 มติ ิโดยรวมแลว้จงึเปรยีบเสมอืนการค านวณหาค่าปรพินัธ์ทัง้หมดเป็นการค านวณใน 
2 มติ ิไมว่่าตวัแปรทีพ่จิารณาจะมขีนาด 𝑛 เป็นกีม่ติกิต็าม 

และหากก าหนดใหค้่าความแปรปรวนร่วม 𝜌𝑖 มคี่าเป็นบวกเท่ากนัทุกค่า เขยีนแทนดว้ยสญัลกัษณ์ 
𝜌 แลว้ ส าหรบัขอ้มลูล าดบัของตวัแปรตามสมการที ่ (1) จะไดว้่าเซต 𝑆 จะขึน้อยู่กบัค่า 𝑍𝑖 โดยไม่ขึน้กบั
ค่า 𝑀 ในกรณีนี้การค านวณโมเมนต์โดยรวมแล้วจะเป็นการค านวณหาปรพินัธ์ 1 มติ ิที่ขึน้กบัฟังก์ชนั 
g𝑖(𝑥𝑖) การลดความซับซ้อนในการค านวณลักษณะนี้สามารถใช้ได้ เช่น เมื่อต้องการประมาณค่า
คาดหวงัแบบมเีงือ่นไขของตวัแปรสุ่ม 𝑋𝑖 เมือ่ค่าคาดหวงัแบบมเีงือ่นไขของตวัแปรสุ่ม 𝑋𝑖 มคี่าเท่ากบัค่า

คาดหวงัแบบมเีงือ่นไขของ 𝜇𝑖 +  √𝜎𝑖
2 − 𝜌2𝑍𝑖 

2.3 รายละเอยีดเพิม่เตมิส าหรบัการค านวณภายใตเ้งือ่นไขลกัษณะอืน่ๆ 

นอกเหนือจากการใชล้ าดบัอย่างง่ายตามสมการที ่(1) แลว้ เซต  𝑆 ยงัสามารถใช้แสดงเงื่อนไขของ
ขอ้มลูประเภทอื่นไดอ้กีดว้ย เช่น กรณขีอง Umbrella ordering 

𝑋1 + 𝑐1 ≤ 𝑋2 + 𝑐2 ≤ ⋯ ≤ 𝑋𝑢 + 𝑐𝑢 ≥ 𝑋𝑛−1 + 𝑐𝑛−1 ≥ 𝑋𝑛 + 𝑐𝑛     (5) 

ตวัอย่างเช่น ส าหรบัค่าคงที่ 𝑐𝑖 ใดๆ ซึ่งล าดบัลกัษณะนี้ได้รบัความสนใจเป็นอย่างมากในงานวจิยัเชงิ
สถิติ (ศึกษาเพิ่มเติมได้ในงานของ Hans and Dunson(2005), Singh and Liu (2006), Nakas and 
Alonzo (2007) และ Gaur et al. (2012)) นอกจากนี้ยงัสามารถประยุกตใ์ชเ้ทคนิคการค านวณทีน่ าเสนอ
ในงานวจิยันี้กบัขอ้มูลล าดบัแบบ tree structure ตามรายละเอยีดที่ระบุไว้ในงานส่วนที่ 4 ของ Hayter 
(2006) 
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การลดความซบัซอ้นในค านวณค่าตามสมการที ่ (2) และ (3) โดยการใชว้ธิปีรพินัธเ์วยีนเกดิในการ
ค านวณด้วยวธิกีารหาปรพินัธ์ใน 1 มตินิัน้ ท าได้เนื่องจากเงื่อนไข 2 ประการ ประการแรก คอื เซต 𝑆 
เป็นการสรา้งขอ้จ ากดัเฉพาะตวัแปร 𝑋𝑖 ทีอ่ยู่ในล าดบัตดิกนั (แมว้่าการก าหนดชื่อใดๆ ใหต้วัแปร 𝑛 ตวั
จะสามารถท าได้) เงื่อนไขประการที ่2 คอื ปรพิทัธส์ามารถแยกออกเป็นเทอมต่างหากส าหรบัแต่ละตวั
แปร เงื่อนไขสองประการนี้ จะเป็นจรงิส าหรบัขอ้มูลอนัดบัอย่างง่ายตามสมการที่  (1) และอนัดบัแบบ 
Umbrella ordering ตามสมการที่ (5) และส าหรบัตวัแปรสุ่ม 𝑋𝑖 ที่เป็นอสิระกนั และค่าคาดหวงัได้จาก
ฟังก์ชนั g𝑖(𝑥𝑖) ในความเป็นจรงิแล้วภายใต้เงื่อนไขตามสมการที่ (1) เทอม 𝐵 จะเป็นเพยีงค่าความ
น่าจะเป็นของล าดบัอย่างง่ายนี้ โดย Hayter and Liu (1996) ถือเป็นงานศึกษาแรกที่น าเสนอวิธีการ
ประมาณค่าโดยใชเ้ทคนิคปรพินัธเ์วยีนเกดิมาค านวณหาปรพินัธใ์น 1 มติ ิส าหรบัตวัแปรสุ่มทีเ่ป็นอสิระ
กนั 

ถา้ตวัแปรสุ่ม 𝑋𝑖 ไมเ่ป็นอสิระกนั หรอืขอ้มลูทีน่ ามาค านวณเป็นการก าหนดเงือ่นไขของตวัแปรสุ่มที่
ไม่อยู่ตดิกนั (non-adjacent) แล้ว 𝐴1, 𝐴2 และ 𝐵 ไม่จ าเป็นต้องประมาณค่าโดยใช้การหาปรพินัธ์ใน 1 
มติ ิอยา่งไรกต็าม เทคนิคปรพินัธเ์วยีนเกดิส าหรบัมติทิีสู่งขึน้จะท าการประมาณค่าไดโ้ดยการค านวณหา
ปรพินัธ์ใน 𝑟 มติ ิ(เมื่อ 𝑟 ≥ 2) โดยการค านวณจะเป็นไปได้หรอืไม่ขึ้นอยู่กบัรูปแบบของเทอม 𝐴1, 𝐴2 
และ 𝐵 

ส าหรบัเซต 𝑇 ⊆ ℜ𝑛 ของค่า 𝑿 = (𝑋1, … , 𝑋𝑛) ก าหนดใหเ้ป็น  

𝑇 = 𝑇1,2 ∩ 𝑇2,3 ∩ … ∩ 𝑇𝑛−1,𝑛 

เมื่อเซต 𝑇𝑖,𝑖+1 เป็นข้อจ ากดัส าหรบัค่า 𝑋𝑖 และ 𝑋𝑖+1 เท่านัน้ จะได้ว่าความน่าจะเป็นแบบมเีงื่อนไข 
𝑃(𝑿 ∈ 𝑇|𝑿 ∈ 𝑺) เท่ากบั 𝐴1 𝐵⁄  โดย 𝑆𝑖,𝑖+1

∗ = 𝑆𝑖,𝑖+1 ∩ 𝑇𝑖,𝑖+1 ดงันัน้ค่าความน่าจะเป็นแบบมเีงื่อนไข
จะสามารถประมาณค่าไดโ้ดยการหาปรพินัธใ์น 1 มติ ิโดยใชเ้ทคนิคปรพินัธเ์วยีนเกดิ 

เทคนิคการค านวณที่น าเสนอในงานวจิยันี้จะมปีระโยชน์มากหากตวัแปรสุ่ม 𝑋𝑖 มกีารแจกแจง
ต่างกนั เนื่องจากหาก 𝑋𝑖 แต่ละตวัมกีารแจกแจงเหมอืนกนัและเป็นอสิระกนัแลว้ ในการค านวณการแจก
แจงและโมเมนตแ์บบมเีงือ่นไขของขอ้มลูตามในสมการที ่(1) จะเปรยีบเสมอืนการใชข้อ้มลู 𝑋𝑖 ของขอ้มลู
ล าดบัที ่𝑖𝑡ℎ ตามหลกัของสถติเิชงิอนัดบั (order statistics) ซึง่ไมเ่กีย่วขอ้งกบัล าดบัทีถู่กต้องของตวัแปร 
𝑖 − 1 ที่มคี่าน้อยกว่า 𝑋𝑖 และตวัแปร 𝑛 − 𝑖 ที่มคี่ามากกว่า 𝑋𝑖 ในกรณีนี้สามารถใช้วธิตีามงานศกึษา
เกี่ยวกบัสถติเิชงิอนัดบั (เช่น Arnold et al. (1992), Harter and Balakrishnan (1996) และ David and 
Nagaraja (2003)) ในการหาขอ้มลูเงื่อนไขของ 𝑋𝑖 ได ้แต่ส าหรบัตวัแปรสุ่ม 𝑋𝑖 แต่ละตวัทีม่กีารแจกแจง
ต่างกนัแล้ว ขอ้มูลอนัดบัตามสมการที่ (1) จะให้ขอ้มูลมากกว่าการใช้ขอ้มูล 𝑋𝑖 ของขอ้มูลล าดบัที่ 𝑖𝑡ℎ 
ตามหลกัของสถติเิชงิอนัดบั และวธิทีี่น าเสนอในงานวจิยันี้ท าให้การปรบัการแจกแจงก่อนด้วยข้อมูล
ลกัษณะน้ีท าไดอ้ยา่งมปีระสทิธภิาพ 
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อาจมบีางกรณีทีข่อ้มลูอนัดบัทีไ่ดไ้ม่ถูกต้อง เนื่องจากความผดิพลาดในขัน้ตอนการสรา้งขอ้มูล 
หรอือาจเกดิจากความไม่แน่นอน อย่างเช่นในส่วนที่ 6 ในงานศกึษาของ Chiarawongse et al. (2012) 
ทีช่ีใ้หเ้หน็ถงึความไมแ่น่นอนทีเ่กดิขึน้ไดใ้นทางปฏบิตัเิมือ่นักลงทุนใหข้อ้คดิเหน็ทีเ่ป็นขอ้มลูอนัดบั แต่มี
ความไม่แน่นอนในแง่ของความถูกต้องของข้อมูลอนัดบัที่ได้ ในกรณีนี้หากสามารถระบุระดบัความ
เชื่อมัน่ที่มต่ีอข้อมูลอันดบันัน้ๆได้ ก็สามารถใช้ค่าความน่าจะเป็นที่ความคิดเห็นที่ได้จะถูกต้องมา
ประกอบการค านวณ ซึ่งในงานของ Chiarawongse et al. (2012) จะเรียกว่าเป็นข้อมูลอันดับที่ไม่
สมบรูณ์ (imperfect ranking) โดยน าค่าน้ีไปค านวณไดต้าม shrinkage model ต่อไปนี้ 

𝜅𝑃(𝑿 ∈ 𝐶 |𝑿 ∈ 𝑆) + (1 − 𝜅)𝑃(𝑿 ∈ 𝐶)            (6) 

เมื่อ 𝐶 เป็นเหตุการณ์ใดๆ และ 𝑆 เป็นขอ้มลูอนัดบัที่ม ี(observed ranking) สมการที ่ (6)  แสดงให้เหน็
ว่าค่าที่ได้เป็นการเฉลี่ยถ่วงน ้าหนักระหว่างความน่าจะเป็นของขอ้มูลอนัดบัที่มกีบัความน่าจะเป็นของ
การแจกแจงก่อน โดยพารามเิตอร ์𝜅 แทนความน่าจะเป็นทีข่อ้มลูอนัดบัทีไ่ดจ้ะถูกตอ้ง 

และจะไดว้่าค่าคาดหวงัแบบมเีงือ่นไขกจ็ะค านวณไดจ้าก convex combination ระหว่างค่าคาดหวงั
ภายใต้เงื่อนไขของขอ้มลูอนัอบัทีม่ ีกบัค่าคาดหวงักรณีทีไ่ม่ใชข้อ้มลูอนัดบัมาพจิารณา ดงัแสดงไดต้าม
สมการ 

𝜅𝐸[g(𝑿)|𝑿 ∈ 𝑆] + (1 − 𝜅)𝐸[g(𝑿)]       (7) 

นอกจากนี้ จะเหน็ไดว้่าหากสามารถระบุค่าของความเชื่อมัน่ตามสมการที ่ (6) และ (7) ไดแ้ลว้ การ
ค านวณหาค่าคาดหวงัจะสามารถท าไดโ้ดยง่าย ดงันัน้ การค านวณในส่วนต่อไปจะพจิารณาการค านวณ
การแจกแจงและโมเมนต์แบบมเีงื่อนไขส าหรบัขอ้มูลอนัดบัที่ม ี(observed ranking) เท่านัน้ โดยหาก
ต้องการทราบค่ากรณีที่ข้อมูลอันดับไม่สมบูรณ์  (imperfect ranking) ก็สามารถค านวณต่อได้ตาม 
shrinkage model ตามทีอ่ธบิายไวแ้ลว้นี้ 

3. วิธีการค านวณ 

เนื้อหาในส่วนนี้จะอธบิายวธิกีารน าเทคนิคปรพินัธเ์วยีนเกดิไปใช ้เริม่จากการแสดงสตูรการค านวณ 
จากนัน้จึงอธิบายขัน้ตอนการค านวณอย่างละเอียด ก่อนที่จะแสดงให้เห็นถึงกลไกการลดความ
คลาดเคลื่อน (self-correction) รวมทัง้เปรยีบเทยีบเวลาทีใ่ชใ้นการค านวณดว้ย 

3.1 สตูรในการค านวณส าหรบัวธิปีรพินัธเ์วยีนเกดิ 

การประมาณค่าสมการที่ (2) ส าหรบัตวัแปรสุ่มที่เป็นอสิระกนัตามที่ระบุไว้ในหวัขอ้ 2.1 เทอม B 
และ A1 จะสามารถประมาณค่าไดด้ว้ยเทคนิคปรพินัธ์เวยีนเกดิ ในการหาค่า B  ฟังก์ชนั 𝑏1, … , 𝑏𝑛−1 

สามารถหาค่าได้ตามล าดบั โดยแต่ละขัน้จะเป็นการหาปรพินัธ์ใน 1 มติิ ให้ 𝑏0(𝑧) = 1 และส าหรบั
 𝑖 = 1, … , 𝑛 − 1 จะประมาณค่าแต่ละ 𝑧 ∈ ℜ 
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𝑏𝑖(𝑧) = ∫ 𝑏𝑖−1(𝑥)𝑓𝑖(𝑥) 𝑑𝑥
𝑧

−∞
        (8) 

โดย 𝑓𝑖  เป็นฟังกช์นัความหนาแน่นของ 𝑋𝑖 . ดงันัน้ 

𝐵 = ∫ 𝑏𝑛−1(𝑧)𝑓𝑛(𝑧) 𝑑𝑧
∞

−∞
        (9) 

ในท านองเดยีวกนั การประมาณค่าเทอม A1 หาจากฟังกช์นั  𝑎1, … , 𝑎𝑛−1 โดยการค านวณตามล าดบั 
ก าหนดให ้𝑎0(𝑧) = 1 หาจากฟังกช์นั  𝑖 = 1, … , 𝑛 − 1, จะประมาณค่าแต่ละ 𝑧 ∈ ℜ 

𝑎𝑖(𝑧) = ∫ 𝑎𝑖−1(𝑥)𝑓𝑖(𝑥) 𝑑𝑥
max{min{𝑧, 𝑢𝑖},𝑙𝑖}

𝑙𝑖
      (10)  

ดงันัน้ 

𝐴1 = ∫ 𝑎𝑛−1(𝑧)𝑓𝑛(𝑧) 𝑑𝑧
𝑢𝑛

𝑙𝑛
        (11) 

การประมาณค่าสมการที่ (3) ส าหรบัตวัแปรสุ่มที่เป็นอสิระกนัตามที่ระบุไว้ในหวัขอ้ 2.1 เทอม B 
สามารถประมาณค่าไดด้ว้ยวธิทีีอ่ธบิายไวข้า้งต้น ส่วนเทอม A2 จะก าหนดฟังก์ชนั ℎ1, … , ℎ𝑛−1 โดยการ
ค านวณตามล าดับด้วยวิธีการหาปริพันธ์เวียนเกิด และก าหนดให้   ℎ0(𝑧) = 1 และส าหรับ  𝑖 =

1, … , 𝑛 − 1 จะประมาณค่าแต่ละ 𝑧 ∈ ℜ 

ℎ𝑖(𝑧) = ∫ ℎ𝑖−1(𝑥)g𝑖(𝑥)𝑓𝑖(𝑥) 𝑑𝑥
𝑧

−∞
       (12) 

จะได ้

A2= ∫ ℎn-1(z)gn(z)𝑓n(z) dz
∞

-∞
        (13) 

การประมาณค่าสมการที ่(2) ส าหรบัตวัแปรสุ่มที่มกีารแจกแจงแบบปกตหิลายตวัแปรตามทีร่ะบุไว้
ในหวัข้อ 2.2 เทอม B และ A1 จะสามารถประมาณค่าได้ด้วยเทคนิคปรพินัธ์เวยีนเกิด ในการหาค่า B 

ฟังก์ชนั 𝑏1, … , 𝑏𝑛−1 สามารถหาค่าได้ตามล าดบั โดยแต่ละขัน้จะเป็นการหาปรพินัธ์ใน 2 มติิ ให้ 
𝑏0(𝑧) = 1 และส าหรบั 𝑖 = 1, … , 𝑛 − 1 จะประมาณค่าแต่ละ 𝑧 ∈ ℜ 

𝑏𝑖(𝑚, 𝑧) = ∫ 𝑏𝑖−1(𝑚, 𝑥)𝜙𝑖(𝑚, 𝑥) 𝑑𝑥
𝑧

−∞
      (14) 

เมือ่ 𝜙𝑖  เป็นฟังกช์นัการแจกแจงแบบ 𝑁(𝜇𝑖 + 𝜌𝑖𝑚, 𝜎𝑖
2 − 𝜌𝑖

2) ของตวัแปรสุ่ม จะไดว้่าหาก 𝜙 เป็น
ฟังกช์นัความหนาแน่นของการแจกแจงปกตมิาตรฐานแลว้ 

𝐵 = ∫ ∫ ∅(𝑚)𝑏𝑛−1(𝑚, 𝑧)𝜙𝑛(𝑚, 𝑥) 𝑑𝑧 𝑑𝑚
∞

−∞

∞

−∞
      (15) 

ในท านองเดยีวกนั การประมาณค่าเทอม A1 หาจากฟังกช์นั  𝑎1, … , 𝑎𝑛−1 ก าหนดให ้𝑎0(𝑚, 𝑧) = 1 

และส าหรบั 𝑖 = 1, … , 𝑛 − 1 จะประมาณค่าแต่ละ 𝑧 ∈ ℜ 

𝑎𝑖(𝑚, 𝑧) = ∫ 𝑎𝑖−1(𝑚, 𝑥)𝜙𝑖(𝑚, 𝑥) 𝑑𝑥
max{min{𝑧,𝑢𝑖},𝑙𝑖}

𝑙𝑖
      (16) 
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จะได ้

𝐴1 = ∫ ∫ 𝜙(𝑚)𝑎𝑛−1(𝑚, 𝑧)𝜙𝑛(𝑚, 𝑧) 𝑑𝑧 𝑑𝑚
𝑢𝑛

𝑧=𝑙𝑛

∞

𝑚=−∞
        (17) 

การประมาณค่าสมการที ่(3) สตูรในการหาค่า A2 เมือ่ก าหนดให ้ℎ1, … , ℎ𝑛−1  โดย  ℎ0(𝑚, 𝑧) = 1 และ
ส าหรบั 𝑖 = 1, … , 𝑛 − 1 

ℎ𝑖(𝑚, 𝑧) = ∫ ℎ𝑖−1(𝑚, 𝑥)g𝑖(𝑥)𝜙𝑖(𝑚, 𝑥) 𝑑𝑥
𝑧

−∞
      (18) 

เมือ่ 𝐴2 = ∫ ∫ 𝜙(𝑚)ℎ𝑛−1(𝑚, 𝑧)g𝑛(𝑧)𝜙𝑛(𝑚, 𝑧) 𝑑𝑧 𝑑𝑚
∞

𝑧=−∞

∞

𝑚=−∞
       (19)

  

3.2 ขัน้ตอนการค านวณ  

ในการประมาณค่าสมการที ่(9), (11) และ (13) ท าไดโ้ดยการหาปรพินัธใ์น 1 มติ ิตามล าดบั โดยใน
การหาค่าปรพินัธใ์นแต่ละครัง้หาจากผลรวมปรพินัธห์นึ่งมติบินเสน้จ านวนจรงิทีถู่กตดัปลายและแบ่งช่วง 
กระบวนการที่ 1 จะใช้ส าหรบัการค านวณค่าตามสมการที่ (13) โดยใช้สูตรของ Newton-Cotes (the 
trapezoidal rule) ส่วนการค านวณสมการที ่(9) และ (11) จะท าโดยการแทนค่าฟังก์ชนั g𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛 
ดว้ยฟังกช์นับ่งชีท้ีเ่หมาะสม หรอือาจแทนดว้ยฟังกช์นัคงทีท่ีเ่ท่ากบั 1  

 
ขัน้ตอนการค านวณแบบท่ี 1: การค านวณค่า A2 ในสมการที ่(13) 

1: Assume 𝑛 variables with ranking 𝑋1 ≤ 𝑋2 … ≤ 𝑋𝑛. 

2: Discretization grid size Δ with lower bound x0, forming N + 1 grid points 

{𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑁} 

    where 𝑥𝑗 =  𝑥𝑗−1 + Δ  for 𝑗 = 1, … , 𝑁. 

3: Let  ℎ0(𝑥𝑗) =  1 for 𝑗 = 0, 1, … , 𝑁. 

4: for 𝑖 = 1 to 𝑛 do 

5:  Let, for 𝑗 = 1, … , 𝑁, 

ℎ̅𝑗 =
 ℎ𝑖−1(𝑥𝑗−1)𝑔𝑖(𝑥𝑗−1)𝑓𝑖(𝑥𝑗−1) + ℎ𝑖−1(𝑥𝑗)𝑔𝑖(𝑥𝑗)𝑓𝑖(𝑥𝑗)

2
 

6:  Let, for 𝑗 = 1, … , 𝑁, 

ℎ𝑖(𝑥𝑗) = ∑ ℎ̅𝑘∆

𝑗

𝑘=1

 

 and let  ℎ𝑖(𝑥0) = ℎ𝑖(𝑥1) 

7: end for  

8: return  𝐴2 = ℎ𝑛(𝑥𝑁). 
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การประมาณค่าสมการที ่(15), (17) และ (19) ท าไดโ้ดยการหาปรพินัธ ์2 มติ ิกระบวนการที ่2 จะใช้
ส าหรบัการค านวณค่าตามสมการที ่(19) โดยใชสู้ตรของ Newton-Cotes ส่วนการค านวณสมการที ่(15) 
และ (17) จะท าโดยการแทนค่าฟังก์ชนั g𝑖, 𝑖 = 1, … , 𝑛 ดว้ยฟังก์ชนับ่งชีท้ีเ่หมาะสม หรอือาจแทนดว้ย
ฟังกช์นัคงทีท่ีเ่ท่ากบั 1 

 
ขัน้ตอนการค านวณแบบท่ี 2: การค านวณค่า A2 ในสมการที ่(19) 

1: Assume 𝑛 variables with ranking 𝑋1 ≤ 𝑋2 … ≤ 𝑋𝑛. 

2: Discretization grid size 𝛿 with lower bound 𝑚0, forming 𝑁 +  1 grid points 

{𝑚0, 𝑚1, … , 𝑚𝑀} 

    where 𝑚𝑙 =  𝑚𝑙−1 +  𝛿for 𝑙 = 1, … , 𝑀. 

3: for 𝑙 = 1 to 𝑀 do 

4:  Discretization grid size ∆ with lower bound x0, forming N + 1 grid points 

{𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑁} 

where 𝑥𝑗 =  𝑥𝑗−1 +  ∆  for 𝑗 = 1, … , 𝑁. 

5:  Let  ℎ0(𝑥𝑗) =  1 for 𝑗 = 0, 1, … , 𝑁. 

6:  for 𝑖 = 1 to 𝑛 do 

7:   Let, for 𝑗 = 1, … , 𝑁, 

 

 ℎ̅𝑗 =
 ℎ𝑖−1(𝑚𝑙,𝑥𝑗−1)𝑔𝑖(𝑥𝑗−1)𝜙𝑖(𝑚𝑙,𝑥𝑗−1)+ℎ𝑖−1(𝑚𝑙,𝑥𝑗)𝑔𝑖(𝑥𝑗)𝜙𝑖(𝑚𝑙,𝑥𝑗)

2
 

 

8:   Let, for 𝑗 = 1, … , 𝑁,    

ℎ𝑖(𝑚𝑙, 𝑥𝑗) = ∑ ℎ̅𝑘∆

𝑗

𝑘=1

 

  and let  ℎ𝑖(𝑚𝑙, 𝑥0) = ℎ𝑖(𝑚𝑙, 𝑥1) 

9: end for 

10: ℎ̅(𝑚𝑙) = ℎ𝑛(𝑚𝑙, 𝑥𝑁) 

11: end for 

12: Let, for 𝑙 = 1, … , 𝑀. 

ℎ̅𝑙 =
 𝜙(𝑚𝑙)ℎ̅(𝑚𝑙) + 𝜙(𝑚𝑙−1)ℎ̅(𝑚𝑙−1)

2
 

13: return  𝐴2 = ∑ ℎ̅𝑙Δ
𝑀
𝑙=1 . 
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ตารางท่ี 1 ค่าคลาดเคลื่อนและเวลาที่ใช้ในการค านวณฟังก์ชนัการแจกแจงสะสม โดยประเมนิ 3 จุด 
ส าหรบัต าแหน่งที ่70 ของขอ้มลูสถติอินัดบั จากจ านวนตวัแปร 𝑛 = 101 และตวัแปรสุ่มแต่ละตวัมกีาร
แจกแจงแบบ 𝑈[0,1] และเป็นอสิระกนั 

ขนาดกรดิ ค่าจรงิ ค่าทีค่ านวณได ้ ค่าคลาดเคลือ่น เวลาทีใ่ชค้ านวณ 
(วนิาท)ี 

0.01 0.03382186 
0.60791267 
0.99628437 

0.09552326 
0.65772572 
0.99005003 

6.170e-02 
4.981e-02 
6.234e-03 

0.00 
0.00 
0.00 

0.001 0.03382186 
0.60791267 
0.99628437 

0.03422536 
0.60800312 
0.99620053 

4.035e-04 
9.045e-05 
8.385e-05 

0.00 
0.02 
0.00 

0.0001 0.03382186 
0.60791267 
0.99628437 

0.03382585 
0.60791339 
0.99628353 

3.987e-06 
7.206e-07 
8.411e-07 

0.06 
0.07 
0.08 

0.00001 0.03382186 
0.60791267 
0.99628437 

0.03382190 
0.60791268 
0.99628437 

3.982e-08 
7.037e-09 
8.414e-09 

1.36 
1.20 
1.42 

 

ตารางท่ี 2 ค่าคลาดเคลื่อนและเวลาที่ใช้ในการค านวณฟังก์ชนัการแจกแจงสะสม โดยประเมนิ 3 จุด 
ส าหรบัต าแหน่งที ่70 ของขอ้มลูสถติอินัดบั จากจ านวนตวัแปร 𝑛 = 101 และตวัแปรสุ่มแต่ละตวัมกีาร
แจกแจงแบบปกตมิาตรฐานและเป็นอสิระกนั 

ขนาดกรดิ ค่าจรงิ ค่าทีค่ านวณได ้ ค่าคลาดเคลือ่น เวลาทีใ่ชค้ านวณ 
(วนิาท)ี 

0.01 0.03382186 
0.60791267 
0.99628437 

0.03766693 
0.61814333 
0.99663459 

3.845e-03 
1.023e-02 
3.502e-04 

0.05 
0.05 
0.03 

0.001 0.03382186 
0.60791267 
0.99628437 

0.03367669 
0.60697199 
0.99632079 

1.452e-04 
9.407e-04 
3.642e-05 

0.39 
0.36 
0.39 

0.0001 0.03382186 
0.60791267 
0.99628437 

0.03379485 
0.60791453 
0.99628272 

2.701e-05 
1.860e-06 
1.657e-06 

4.38 
4.36 
4.39 

0.00001 0.03382186 
0.60791267 
0.99628437 

0.03382366 
0.60791215 
0.99628432 

1.796e-06 
5.155e-07 
5.078e-08 

38.64 
36.95 
38.14 
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งานวจิยันี้แสดงตวัอย่างการค านวณส าหรบัตวัแปรทีม่ลีกัษณะการแจกแจงแตกต่างกนั 2 กรณี คอื 
กรณีทีต่วัแปรสุ่มมกีารแจกแจงเหมอืนกนัและเป็นอสิระกนัซึง่จะทราบค าตอบของค่าทีค่ านวณได้ ในทีน่ี้
จะพจิารณาตวัแปรสุ่มจ านวน 101 ตวัแปร ซึ่งแต่ละตวัแปรก าหนดให้มกีารแจกแจงแบบ 𝑈[0,1] กบั
กรณีที่ตวัแปรสุ่มมกีารแจกแจงแบบปกติมาตรฐานที่เป็นอิสระกนั ในทัง้ 2 กรณีจะประมาณค่าความ
น่าจะเป็นสะสมโดยใช้วธิปีรพินัธ์เวยีนเกิดส าหรบั 3 จุด ของตวัแปรในต าแหน่งที่ 70 หรอื 𝑋70 ของ
ขอ้มลูสถติอินัดบั ภายใต้เงื่อนไขที่ 𝑋1 ≤. . . ≤ 𝑋101 โดยค านวณเมื่อแบ่งขนาดกรดิต่างๆ กนั โดยค่าที่
ค านวณได้ ค่าความคลาดเคลื่อน และเวลาที่ใช้ในการค านวณแสดงไว้ในตารางที่ 1 และ 2 (ค่าจรงิ
ค านวณจากความน่าจะเป็นสะสมจากการแจงแจงทวนิาม) การค านวณในงานวจิยันี้ใชโ้ปรแกรม R และ
ใชเ้ครือ่ง 64-bit Windows ทีม่ ีIntel Core i5-2500 3.30 GHz CPU 

ในล าดบัถดัไปจะแสดงการใช้เทคนิคปรพินัธ์เวียนเกิดในการค านวณค่าคาดหวงัของตวัแปรใน
ต าแหน่งที่ 𝑋17 และ 𝑋51 ภายใต้เงื่อนไขที่ 𝑋1 ≤. . . ≤ 𝑋101 โดยค านวณเมื่อแบ่งขนาดกรดิต่างๆ กนั 
โดยค่าทีค่ านวณได ้ค่าความคลาดเคลื่อน และเวลาทีใ่ชใ้นการค านวณแสดงไวใ้นตารางที ่3 ส าหรบักรณี
ทีต่วัแปรสุ่มมกีารแจกแจงแบบ 𝑈[0,1] และเป็นอสิระกนั ส่วนกรณีทีต่วัแปรสุ่มมกีารแจกแจงแบบปกติ
มาตรฐานทีเ่ป็นอสิระกนัจะแสดงผลการค านวณไวใ้นตารางที ่4 ส าหรบักรณแีรก ทราบแลว้ว่าค่าจรงิของ 
𝐸[𝑋17] และ 𝐸[𝑋51] เป็น 1/6 และ 0.5 ตามล าดบั ส่วนในกรณทีี ่2 ค่าจรงิของ 𝐸[𝑋17] จะไมท่ราบค่าที่
แน่นอน แต่จะมคี่าประมาณ Φ−1(1 6⁄ ) ≈ 0.97 และค่าจรงิของ 𝐸[𝑋51] เป็นศูนย ์

 

ตารางท่ี 3 ค่าคลาดเคลื่อนและเวลาที่ใช้ในการค านวณค่าคาดหวงัของตวัแปร 𝑋(17) และ 𝑋(51) จาก
จ านวนตวัแปร 𝑛 = 101 และตวัแปรสุ่มแต่ละตวัมกีารแจกแจงแบบ 𝑈[0,1] และเป็นอสิระกนั 

ขนาดกรดิ ค่าจรงิ ค่าทีค่ านวณได ้ ค่าคลาดเคลือ่น เวลาทีใ่ชค้ านวณ 
(วนิาท)ี 

0.01 1/6 
0.5 

0.14369985 
0.48606226 

2.297e-02 
1.394e-02 

0.00 
0.00 

0.001 1/6 
0.5 

0.16661772 
0.49997063 

4.894e-05 
2.937e-05 

0.00 
0.00 

0.0001 1/6 
0.5 

0.16666624 
0.49999974 

4.272e-07 
2.563e-07 

0.05 
0.06 

0.00001 1/6 
0.5 

0.16666666 
0.50000000 

4.215e-09 
2.529e-09 

0.92 
0.89 
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ตารางท่ี 4 ค่าคลาดเคลื่อนและเวลาที่ใช้ในการค านวณค่าคาดหวงัของตวัแปร 𝑋(17) และ 𝑋(51) จาก
จ านวนตวัแปร 𝑛 = 101 และตวัแปรสุ่มแต่ละตวัมกีารแจกแจงแบบปกตมิาตรฐานและเป็นอสิระกนั 

ขนาดกรดิ ค่าจรงิ ค่าทีค่ านวณได ้ ค่าคลาดเคลือ่น เวลาทีใ่ชค้ านวณ 
(วนิาท)ี 

0.01 NA 
0.0000 

-0.9672 
0.0000 

NA 
1.397e-14 

0.04 
0.05 

0.001 NA 
0.0000 

-0.9779 
0.0000 

NA 
1.734e-16 

0.38 
0.39 

0.0001 NA 
0.0000 

-0.978 
0.0000 

NA 
9.826e-18 

4.33 
4.25 

0.00001 NA 
0.0000 

-0.978 
0.0000 

NA 
1.281e-17 

38.55 
37.22 

 

ในตารางที่ 1-4 นี้คอลมัน์ที่ 2 แสดงค่าจรงิที่ทราบค่าจากการค านวณที่อธิบายไปข้างต้น ส่วน
คอลมัน์ที่ 3 แสดงค่าที่ค านวณไดจ้ากวธิกีารที่เสนอในงานวจิยันี้ ในขณะที่คอลมัน์ที่ 4 และ 5 แสดงค่า
คลาดเคลื่อนของค่าทีค่ านวณไดแ้ตกต่างจากค่าจรงิ และแสดงเวลาทีใ่ชใ้นการค านวณส าหรบัแต่ละกรณี
ตามล าดบั 

จากผลการค านวณทีไ่ด ้ค่าความคลาดเคลื่อนมคี่าน้อย และเวลาทีใ่ชใ้นการค านวณกไ็ม่มากนกั ซึง่
หากเขยีนโปรแกรมดว้ยภาษา C++ หรอื Java คาดว่าจะลดเวลาทีใ่ชใ้นการค านวณลงไดอ้กี 

4. ตวัอย่างการประยกุต ์

หวัขอ้นี้จะแสดงตวัอย่างการประยุกต์ใชว้ธิกีารค านวณที่น าเสนอมาขา้งต้นกบัปัญหาทีแ่ตกต่างกนั 
3 ด้าน ตวัอย่างแรกเป็นปัญหาด้านสุขภาพ โดยตวัแปรสุ่มในปัญหานี้มกีารแจกแจงแบบแกมมาที่เป็น
อสิระกนั โดยใหค้่าพารามเิตอรท์ีแ่สดงรปูร่างมคี่าเท่ากนั แต่ใหส้เกลพารามเิตอรแ์ตกต่างกนั ตวัอย่างที่
สองเป็นการศกึษาปรมิาณสารปนเป้ือนในดนิของ การแจกแจงของตวัแปรสุ่มเป็นแบบปกตหิลายตวัแปร 
ทีม่คี่าเฉลีย่ต่างกนั แต่มคี่าความแปรปรวนและความแปรปรวนร่วมเท่ากนั โดยในตวัอย่างนี้จะแสดงให้
เหน็ผลเมือ่ขอ้มลูอนัดบัทีใ่ชป้รบัค่าสอดคลอ้ง (reinforcing rankings) และตรงขา้ม (opposing rankings) 
กบัค่าเฉลี่ยของการแจกแจงก่อน โดยจะผลของขอ้มูลอนัดบัแต่ละประเภท ต่อค่าของการแจกแจง ค่า
คาดหวงั ความแปรปรวน และความแปรปรวนร่วมของตวัแปร ตวัอย่างที่สามเป็นการประยุกต์ใช้ด้าน
การเงนิ โดยจะศกึษาปัญหาการจดัพอรต์การลงทุน 
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4.1 ดา้นสุขภาพ 

ศึกษาตัวแปรสุ่ม 𝑋𝑖 ที่แทนอาการ (Medical Condition) ของคนไข้ 5 คน ซึ่งอาการดังกล่าวไม่
สามารถวดัค่าได้โดยตรง อย่างไรก็ตาม พอจะสามารถระบุตวัแบบการแจกแจงของระดบัความรุนแรง
ของอาการดว้ยการแจกแจงแบบแกมมา ไดด้งันี้ 

 𝑓(𝑥: 3, 𝜃) =
1

2𝜃3 𝑥2𝑒−𝑥/𝜃 

โดยก าหนดให้พารามเิตอร์ที่ก าหนดรูปร่างของการแจกแจงมคี่าเป็น 𝑘 = 3 และพารามเิตอร์ก าหนด
สเกลแทนดว้ยสญัลกัษณ์ 𝜃 ค่าของพารามเิตอรน์ี้จะขึน้อยู่กบัค่าอื่นๆ ทีเ่กี่ยวขอ้งของคนไขแ้ต่ละคน ใน
ที่นี้จะให้คนไข้ 5 คน มสีเกลพารามเิตอรเ์ป็น 𝜃𝑖 = 𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 5 จากเงื่อนไขที่ก าหนดนี้ จะได้ว่า การ
แจกแจงก่อนมคี่าคาดหวงัเป็น 𝐸(𝑋𝑖) = 3 และมคี่าความแปรปรวนเป็น Var(𝑋𝑖) = 3𝑖2, 1 ≤ 𝑖 ≤ 5 
นอกจากนี้ยงัก าหนดใหต้วัแปรสุ่ม 𝑋𝑖 แต่ละตวัเป็นอสิระกนัดว้ย 

จากนัน้สมมตวิ่าเราสามารถจดัอนัดบัอาการของคนไขต้ามระดบัอาการโดยใช้ค่าอื่นๆ ทีส่งัเกตได้
และเกี่ยวขอ้งกบัสภาพทางการแพทยท์ีส่นใจมาเป็นขอ้มลูประกอบการจดัอนัดบั จนไดเ้ป็นขอ้มลูอนัดบั
ดงันี้ 

𝑋1 ≤ 𝑋2 ≤ 𝑋3 ≤ 𝑋4 ≤ 𝑋5 

ขอ้มลูอนัดบัน้ีสอดคลอ้งกบัอนัดบัของค่าเฉลีย่ของการแจกแจงก่อน จงึเรยีกขอ้มลูอนัดบัน้ีว่า reinforcing 
rankings โดยภายใต้การแจกแจงก่อนที่ก าหนด ขอ้มูลอนัดบันี้จะมคีวามน่าจะเป็นเท่ากบั 0.107 (ซึ่งก็
คอืค่า 𝐵 ในสมการที ่(2) และ (3)) จากนัน้จะใชเ้ทคนิคปรพินัธเ์วยีนเกดิ ตามทีอ่ธบิายไวใ้นส่วนที ่2 ของ
งานวจิยัในการค านวณหาค่าคาดหวงัแบบมเีงื่อนไข ส่วนเบีย่งเบนมาตรฐาน และค่าสหสมัพนัธ์ของตวั
แปรสุ่ม 𝑋𝑖 (เมื่อมเีงื่อนไขของขอ้มลูอนัดบัท าใหต้วัแปรสุ่ม 𝑋𝑖 ไม่ไดเ้ป็นอสิระกนัแลว้) โดยแสดงผลการ
ค านวณไวใ้นตารางที ่5 

จากผลทีไ่ดจ้ะเหน็ว่าภายใตเ้งื่อนไขของขอ้มลูอนัดบัทีส่อดคลอ้งกบัอนัอบัของค่าเฉลีย่ของการแจก
แจงก่อน ค่าคาดหวงัของตวัแปรสุ่ม 𝑋𝑖 ทีไ่ด ้ยงัคงเรยีงล าดบัเหมอืนเดมิ แต่ค่าทีไ่ดม้กีารกระจายมากขึน้
กว่าค่าคาดหวงัของการแจกแจงก่อน นอกจากนี้ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานแบบมเีงื่อนไขจะมคี่าน้อยกว่า
ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานของการแจกแจงก่อน และเมื่อพจิารณาค่าสหสมัพนัธ์ จะเหน็ว่าค่าสหสมัพนัธ์
ของตวัแปรสุ่มทีอ่ยูต่ดิกนัจะมคี่าสงู 

เมื่อค านวณค่าความน่าจะเป็นที่คนไขจ้ะมรีะดบัอาการต ่ากว่า 5 ซึ่งจะถอืว่าเป็นระดบัที่ต้องไดร้บั
การรกัษาอย่างเร่งด่วน ค่าในตารางที่ 5 แสดงให้เห็นว่าเมื่อปรับการแจกแจงด้วยข้อมูลอันดับที่
สอดคลอ้งกบัการแจกแจงก่อนแลว้ จะท าใหค้วามน่าจะเป็นทีต่วัแปรสุ่ม 𝑋𝑖 จะมคี่าน้อยกว่าหรอืเท่ากบั 
5 มคี่าเพิม่ขึน้ส าหรบัคนไขร้ายที ่1 และ 2 และมคี่าลดลงส าหรบัคนไขร้ายที ่3 4 และ 5 
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ตารางท่ี 5 ตวัอยา่งที ่1 ระดบัสภาพทางการแพทย ์(Medical Condition) ของคนไข ้5 ราย 

คนไข ้ ค่าคาดหวงั ส่วนเบีย่งเบนมาตรฐาน เมตรกิซ์สมัประสทิธิส์หสมัพนัธ ์
 

                 
1 3 1.73 1 0 0 0 0 0.876 
2 6 3.46  1 0 0 0 0.456 
3 9 5.20   1 0 0 0.234 
4 12 6.93    1 0 0.132 
5 15 8.66     1 0.080 
Reinforcing ranking 

 

            
1 2.32 1.22 1 0.36 0.17 0.08 0.03 0.968 
2 4.89 2.03  1 0.49 0.24 0.10 0.578 
3 8.19 3.05   1 0.52 0.23 0.132 
4 12.86 4.63    1 0.45 0.010 
5 21.41 8.34       1 0.000 
Opposing ranking              
1 7.99 2.18 1 0.82 0.69 0.57 0.40 0.064 
2 6.68 1.86  1 0.85 0.70 0.49 0.184 
3 5.64 1.69   1 0.82 0.58 0.382 
4 4.58 1.56    1 0.71 0.641 
5 3.24 1.45         1 0.881 

 
จากนัน้ค านวณค่าต่างๆ ในกรณีทีข่อ้มลูอนัดบัตรงขา้มกบัอนัดบัของค่าเฉลีย่ของการแจกแจงก่อน 

คอื 

 𝑋5 ≤ 𝑋4 ≤ 𝑋3 ≤ 𝑋2 ≤ 𝑋1 

ข้อมูลอันดบัที่ขดัแย้งกับอันดบัของค่าเฉลี่ยของการแจกแจงก่อนนี้มคีวามน่าจะเป็นน้อยมากเพียง  
0.00003 ซึ่งค่าคาดหวงัแบบมเีงื่อนไข ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และค่าสหสมัพนัธ์ของตวัแปรสุ่ม 𝑋𝑖 ที่
ค านวณไดแ้สดงตามตารางที ่5 เช่นกนั  

ผลที่ได้ชี้ให้เห็นว่า เมื่อข้อมูลอันดบัที่ใช้ตรงข้ามกับอันดบัของการแจกแจงก่อน ล าดบัของค่า
คาดหวงัทีค่ านวณไดจ้ะถูกปรบัใหม่ใหส้อดคลอ้งกบัขอ้มลูอนัดบันี้ โดยค่าคาดหวงัทีค่ านวณไดจ้ะมกีาร
กระจายลดลง ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานภายใต้เงื่อนไขของขอ้มูลอนัดบัที่ตรงข้ามจะมคี่าลงลงกว่าส่วน
เบี่ยงเบนมาตรฐานของการแจกแจงก่อนมาก ค่าสหสมัพนัธ์ของตวัแปรที่อยู่ตดิกนัยงัคงมคี่าสูง และ
โดยรวมแลว้ ค่าสหสมัพนัธจ์ะมคี่าสงูกว่ากรณทีีใ่ชข้อ้มลูอนัดบัทีส่อดคลอ้งกบัอนัดบัของค่าเฉลีย่ของการ
แจกแจงก่อนมาก นอกจากนี้ค่าความน่าจะเป็นทีค่นไขจ้ะมีระดบัอาการต ่ากว่า 5 กจ็ะเปลีย่นแปลงตาม
ขอ้มลูอนัดบัทีน่ ามาพจิารณาดว้ย 

𝑃(𝑋𝑖 ≤ 5) 

𝑋1 ≤ 𝑋2 ≤ 𝑋3 ≤ 𝑋4 ≤ 𝑋5 

𝑋5 ≤ 𝑋4 ≤ 𝑋3 ≤ 𝑋2 ≤ 𝑋1 
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โดยสรุปแลว้ ตวัอย่างขา้งต้นแสดงให้เหน็ผลของการใช้ขอ้มลูอนัดบัมาปรบัการแจกแจงก่อน โดย
ขอ้มูลอนัดบัที่มรีูปแบบแตกต่างกนั ก็จะมผีลต่อการแจกแจงและโมเมนต์แบบมเีงื่อนไขแตกต่างกนัไป 
ขอ้สงัเกตต่างๆ ทีไ่ดจ้ากการค านวณนี้จะเป็นประโยชน์ต่อผูท้ีจ่ะน าวธิกีารค านวณนี้ไปใชใ้นทางปฏบิตัิ 

4.2 ดา้นมลพษิ (พื้นทีอ่นัตราย) 

พจิารณาการประเมนิปรมิาณสารพษิปนเป้ือนในดนิ โดยสมมตวิ่านักวทิยาศาสตรก์ าหนดตวัแบบ
การแจกแจงของปรมิาณสารพษิปนเป้ือนให้เป็นตวัแปรสุ่มที่มกีารแจกแจงแบบปกตหิลายตวัแปร และ
สนใจศกึษาพื้นที่อนัตรายทัง้หมด 𝑛 = 6 แห่ง เวกเตอรค์่าเฉลี่ย 𝜇 มคี่าเป็น (10, 10, 12, 15, 18, 20) 
ส่วนเบีย่งเบนมาตรฐานและค่าสหสมัพนัธม์คี่าเป็น 3 และ 0.4 ตามล าดบั เท่ากนัส าหรบัทุกตวัแปร จาก
การสงัเกตลกัษณะภายนอกของพืน้ทีท่ าใหส้ามารถจดัล าดบัความอนัตรายของพืน้ทีท่ ัง้ 6 แห่งได ้ดงันี้ 

𝑋1 ≤ 𝑋2 ≤ 𝑋3 ≤ 𝑋4 ≤ 𝑋5 ≤ 𝑋6 

จากการแจกแจงก่อนทีก่ าหนด ขอ้มลูอนัดบัทีส่อดคลอ้งกบัอนัดบัของค่าเฉลีย่ของการแจกแจงก่อน จะมี
ความน่าจะเป็นเท่ากบั 0.111 โดยค่าคาดหวงัแบบมเีงื่อนไข ส่วนเบีย่งเบนมาตรฐาน และค่าสหสมัพนัธ์
ของระดบัการปนเป้ือนของสารพษิในดนิทีค่ านวณไดแ้สดงไวใ้นตารางที ่6 

สงัเกตว่าค่าคาดหวงัแบบมเีงือ่นไขเมือ่ใชข้อ้มลูอนัดบัทีส่อดคลอ้งกบัการแจกแจงก่อนมคี่าใกล้เคยีง
กบัค่าคาดหวงัของการแจกแจงก่อน แมว้่าค่าคาดหวงัของพืน้ที่ที่ 1 จะมคี่าลดลงจาก 10 เป็น 8.21 แต่
ในต าแหน่งที่ 6 ค่าคาดหวงัที่ปรบัด้วยขอ้มูลอนัดบัแล้วมคี่าเพิม่ขึน้เล็กน้อย จาก 20 เป็น 20.94 ส่วน
เบี่ยงเบนมาตรฐานของทุกพื้นที่มคี่าลดลงเล็กน้อย และแต่ละพื้นที่ได้ค่าใกล้เคียงกัน ในขณะที่ค่า
สหสมัพนัธจ์ะมคี่าสงูทีสุ่ดส าหรบัตวัแปรทีอ่ยูต่ดิกนั 

ถ้าก าหนดเกณฑ์ให้พื้นที่ที่มีระดบัสารพิษปนเป้ือนในดินสูงกว่า  18 ถือเป็นพื้นที่ที่จ าเป็นต้อง
ด าเนินการก าจดัสารปนเป้ือน ค่าความน่าจะเป็นที่แต่ละพื้นที่จะมรีะดบัสารพษิปนเป้ือนมากกว่า 18 
ค านวณและแสดงผลไวใ้นตารางที ่6 เหน็ไดว้่าการปรบัค่าการแจกแจงดว้ยขอ้มลูอนัดบัทีส่อดคล้องกบั
การแจกแจงก่อนท าให้ในพื้นที่ที่ 6 มคีวามน่าจะเป็นที่จะกลายเป็นพื้นที่ที่จ าเป็นต้องด าเนินการก าจดั
สารปนเป้ือนเพิม่ขึน้จาก 0.748 เป็น 0.865 ส่วนในพืน้ทีอ่ื่นๆ อกี 5 แห่ง ค่าความน่าจะเป็นทีค่ านวณได้
จะมคี่าลดลง 

จากนัน้เปลี่ยนขอ้มูลอนัดบัที่ใช้มาเป็นขอ้มูลอนัดบัที่บางส่วนไม่สอดคล้องกบัอนัดบัของค่าเฉลี่ย
ของการแจกแจงก่อน  

𝑋1 ≤ 𝑋2 ≤ 𝑋5 ≤ 𝑋4 ≤ 𝑋3 ≤ 𝑋6 

กล่าวคอื ให้อนัดบัของพื้นที่แห่งที่ 3 4 และ 5 ตรงขา้มกบัอนัดบัของค่าเฉลี่ยในการแจกแจงก่อน 
โดยขอ้มลูอนัดบัลกัษณะน้ีมคี่าความน่าจะเป็น 0.002 



17 
 

ตารางท่ี 6 ตวัอยา่งที ่2 ระดบัสารพษิปนเป้ือนในดนิของพืน้ที ่6 แห่ง 

ต าแหน่งที ่ ค่าคาดหวงั ส่วนเบีย่งเบนมาตรฐาน เมตรกิซ์สมัประสทิธิส์หสมัพนัธ ์   
                   
1 10 3 1 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4 0.004 
2 10 3  1 0.4 0.4 0.4 0.4 0.004 
3 12 3   1 0.4 0.4 0.4 0.023 
4 15 3    1 0.4 0.4 0.159 
5 18 3     1 0.4 0.500 
6 20 3         1 0.748 
Reinforcing ranking             
1 8.21 2.59 1 0.79 0.67 0.59 0.56 0.52 0.000 
2 10.28 2.45  1 0.78 0.65 0.60 0.55 0.001 
3 12.47 2.45   1 0.74 0.62 0.56 0.012 
4 15.12 2.5    1 0.71 0.58 0.125 
5 17.97 2.54     1 0.69 0.494 
6 20.95 2.71           1 0.863 
Partially Opposing ranking 

 

             
1 8.52 2.64 1 0.76 0.60 0.61 0.62 0.48 0.000 
2 10.88 2.52  1 0.65 0.68 0.69 0.51 0.002 
3 16.13 2.36   1 0.92 0.86 0.60 0.214 
4 15.08 2.31    1 0.92 0.59 0.104 
5 14.05 2.34     1 0.58 0.046 
6 20.34 2.83           1 0.794 

 

ค่าคาดหวงัที่ค านวณได้ในตารางที่ 6 มคี่าสอดคล้องกบัขอ้มูลอนัดบัที่น าไปปรบัการแจกแจงก่อน 
ส่วนเบีย่งเบนมาตรฐานมคี่าลดลง แต่ในกรณีนี้ค่าสหสมัพนัธข์องพืน้ทีใ่นต าแหน่งที ่3 และ 4 กบั 4 และ 
5  มคี่าสูงถงึ 0.92 ซึ่งพื้นที่ดงักล่าวเป็นต าแหน่งที่ขอ้มูลอนัดบัที่น าไปปรบัค่ามอีนัดบัขดัแยง้กบัอนัดบั
ของค่าเฉลี่ยของการแจกแจงก่อน ค่าความน่าจะเป็นที่แต่ละพื้นที่จะกลายเป็นพื้นที่ที่จ าเป็นต้อง
ด าเนินการก าจดัสารพษิปนเป้ือนมลี าดบัของค่าความน่าจะเป็นเปลี่ยนไปตามขอ้มูลอนัดบัที่น ามาปรบั
ค่า โดยเฉพาะความน่าจะเป็นของพืน้ทีใ่นต าแหน่งที ่3 ทีค่่าเพิม่ขึน้จาก 0.023 มาเป็น 0.214 

เช่นเดยีวกบัตวัอยา่งแรก ทีผ่ลการค านวณแสดงใหเ้หน็ผลของการใชข้อ้มลูอนัดบัรปูแบบต่างกนั ว่า
จะมผีลต่อการแจกแจงและโมเมนต์แบบมเีงื่อนไขอย่างไรบา้ง วธิกีารทีเ่สนอในงานวจิยันี้สามารถน าไป
ประยกุตใ์ชใ้นทางปฏบิตัเิพื่อค านวณค่าทีเ่ปลีย่นแปลงไปดงักล่าวนี้ได้ 

4.3 ดา้นการจดัพอรต์การลงทุน 

ในการจดัพอร์ตการลงทุนตามหลกั mean-variance model จ าเป็นต้องทราบค่าโมเมนต์ (2 ส่วน 
ประกอบดว้ยค่าเฉลีย่ และเมทรกิซค์วามแปรปรวนและความแปรปรวนรว่ม) ของผลตอบแทนส าหรบั 𝑁 

𝑋1 ≤ 𝑋2 ≤ 𝑋3 ≤ 𝑋4 ≤ 𝑋5 ≤ 𝑋6  

𝑋1 ≤ 𝑋2 ≤ 𝑋5 ≤ 𝑋4 ≤ 𝑋3 ≤ 𝑋6 

𝑃(𝑋𝑖 ≥ 18) 
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สนิทรพัย ์เพื่อจะหาน ้าหนกัการลงทุนทีเ่หมาะสม โดยมวีตัถุประสงคเ์พื่อใหไ้ดผ้ลตอบแทนหลงัปรบัดว้ย
ความเสีย่งแลว้สงูทีสุ่ด ปัญหาดงักล่าวแสดงไดด้ว้ยสญัลกัษณ์ ดงันี้ 

max
𝒘𝑡

𝝁𝑡
T𝒘𝑡 −

𝛾

2
𝒘𝑡

T𝚺𝑡𝒘𝑡          (22) 

เมื่อ 𝝁𝑡 และ 𝚺𝑡 แทน เวกเตอร์ค่าเฉลี่ยและเมทริกซ์ความแปรปรวนและความแปรปรวนร่วมของ
ผลตอบแทน (ส่วนเกินจากผลตอบแทนที่ปราศจากความเสี่ยง) ณ เวลา  𝑡 และ 𝛾 แทนพารามเิตอรท์ี่
แสดงการหลกีเลี่ยงความเสี่ยงของนักลงทุน ในงานวจิยันี้ก าหนดให้มคี่าเป็น 1 ส่วน  𝒘𝑡 เป็นเวกเตอร์
ของน ้าหนักในการลงทุน 𝑡 ณ เวลา ซึง่เป็นตวัแปรตดัสนิใจในบรบิทของปัญหานี้  ฟังก์ชนัวตัถุประสงค์
ตาม (22) เป็นการค านวณค่าอรรถประโยชน์ หรือ certainty equivalent return อีกนัยหนึ่ งคือ
ผลตอบแทนทีป่รบัดว้ยความเสีย่งแลว้นัน่เอง ปัญหาดงักล่าวสามารถหาค าตอบไดจ้ากสมการต่อไปนี้ 

𝒘𝑡
∗ =

𝚺𝑡
−1𝝁𝑡

𝟏𝑇𝚺𝑡
−1𝝁𝑡

           (23) 

(ดูรายละเอยีดเพิม่เตมิได้จากงานของ DeMiguel et al. (2009)) ขอ้แตกต่างหลกัในการก าหนดกลยุทธ์
การลงทุนจะมาจากวธิกีารก าหนดค่าพารามเิตอร ์𝝁̂𝑡 และ 𝚺̂𝑡 

ในตวัอยา่งนี้จะจดัพอรต์การลงทุนโดยใชค้่าคาดหวงัเมือ่มขีอ้มลูประกอบเชงิอนัดบั 𝝁̂𝑡 เช่นเดยีวกบั
งานศึกษาของ Chiarawongse et al. (2012) แต่แทนที่จะค านวณค่าคาดหวังด้วยวิธีลูกโซ่มาร์คอฟ 
(Markov Chain Monte Carlo) งานวจิยันี้จะใช้เทคนิคปรพินัธ์เวยีนเกิดแทน ซึ่งค่าที่ได้จากวธิปีรพินัธ์
เวยีนเกดิจะมคีวามถูกต้องมากกว่า นอกจากนี้ในงานของ Chiarawongse et al. (2012) ศกึษาโดยการ
จ าลองข้อมูล แต่ในงานวิจยันี้จะศึกษาข้อมูลจริง โดยใช้ข้อมูลผลตอบแทนรายเดือนของ  10 กลุ่ม
อุตสาหกรรมระหว่างเดอืนมกราคม ค.ศ. 1999 ถงึเดอืนมถุินายน ค.ศ. 2004 ทีร่วบรวมไดจ้ากเวป็ไซด์
ของ Kenneth French  

วตัถุประสงค์ในการศึกษาปัญหานี้ เหมอืนกับในการศึกษาของ Chiarawongse et al. (2012) ที่
ต้องการชีใ้หเ้หน็ถงึประโยชน์ทีไ่ดร้บัจากการใชข้อ้มลูประกอบเชงิอนัดบัในการจดัพอรต์การลงทุน โดย
ในงานนี้จะทดลองใช้ค่า 𝝁𝑡 สองแบบ โดยแบบแรกจะใช้ค่าในเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยของการแจกแจงก่อน 
แทนดว้ยสญัลกัษณ์ 𝝁̃𝑡 ส่วนอกีแบบจะใชค้่าตามค่าคาดหวงัแบบมเีงือ่นไขของขอ้มลูอนัดบั ซึง่จะใหแ้ทน
ดว้ยสญัลกัษณ์ 𝝁̂𝑡 โดยจะเปรยีบเทยีบผลการจดัพอรต์การลงทุนเมือ่ใชข้อ้มลูสองแบบทีก่ล่าวมา 

การค านวณจะใช้วธิเีคลื่อนตวัอย่างทดลอง (rolling-sample analysis) ตามที่แสดงไว้ในงานของ 
DeMiguel et al. (2009) โดยในแต่ละรอบจะประมาณการแจกแจงก่อนในช่วงเวลา (window of length) 
66 เดอืน กล่าวคอื การค านวณจะเริม่ ณ เวลา 𝑡 = 66 และจะใช้ตวัแบบ capital asset model ในการ
ประมาณค่าพารามเิตอร ์𝝁̅𝑡 และ 𝚺̅𝑡 ของการแจกแจงก่อนจากขอ้มูล ณ เวลา 𝑡 − 65 ถงึ 𝑡 จากนัน้ใช้
สมการที่ (23) ในการหาน ้าหนักที่เหมาะสมส าหรบัการลงทุน ณ เวลานัน้ๆ แล้วจงึท าเช่นเดียวกัน
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ส าหรบัทุกๆ เดอืน 𝑡 = 67, 68, … , 186 จนครบ หลงัจากนัน้ ผลตอบแทนของ 120 พอรต์การลงทุนจะ
ถูกน ามาแบ่งออกเป็น 10 ปี (12 เดอืน) แล้วประเมนิค่าอรรถประโยชน์ที่ได้รบัในแต่ละปี จากสมการ
ต่อไปนี้ 

𝑢𝑖̃ =  𝑟𝑖̅̃ −
𝑠𝑖̃

2

2
 ,   𝑖 = 1, … ,10            

เมือ่ 𝑟𝑖̅̃ และ 𝑠𝑖̃
2 เป็นค่าเฉลีย่และความแปรปรวนของตวัอยา่งในช่วงเวลาที ่𝑖 โดยค่าอรรถประโยชน์ หรอื

certainty equivalent return นี้จะเป็นค่าที่ใช้ประเมนิผลของการจดัพอร์ตการลงทุนในแต่ละปี โดยจะ
เทยีบเมือ่ใชค้่าเฉลีย่ของการแจกแจงก่อนกบัเมือ่ใชค้่าคาดหวงัแบบมเีงือ่นไขของขอ้มลูอนัดบั 

การทดลองท าโดยการค านวณค่าตามสมการที่ (23) โดยใช้ค่า 𝝁̂𝑡 และ  𝚺̅𝑡 มาค านวณหาน ้าหนัก
การลงทุนที่เหมาะสม ณ เวลาต่างๆ ซ ้าจนครบทุกช่วงเวลาที่สนใจ 𝝁̂𝑡 ใช้หลกัการหาเช่นเดียวกับ 
Chiarawongse et al. (2012) ส่วน  𝚺̅𝑡 ใช้ค่าของการแจกแจงก่อน ในการประมาณค่า 𝝁̂𝑡 พารามเิตอร์
ของการแจกแจงก่อน (𝝁̅𝑡, 𝚺̅𝑡) จะถูกค านวณก่อน แลว้จงึหาค่า 𝝁̂𝑡 ซึง่ถอืว่าเป็นตวัแปรสุ่มที่มกีารแจก
แจงแบบปกตหิลายตวัแปร (𝝁̅𝑡, 0.1𝚺̅𝑡) ที่ถูกปรบัค่าดว้ยขอ้มูลอนัดบัของผลตอบแทน ณ เวลา 𝑡 + 1 
ค านวณผลตอบแทนจากพอรต์การลงทุน 𝑟𝑖̂ เช่นเดยีวกนัน้ี ส าหรบัขอ้มลู ณ เวลา 𝑡 = 66, 67, … , 185  

 

 

รปูท่ี 1 ค่าอรรถประโยชน์ที่ได้จากการจดัพอรต์การลงทุน 10 ปี เมื่อค านวณโดยใช้ค่าคาดหวงัแบบมี
เงื่อนไขของขอ้มูลอนัดบั (เส้นทบึ) เปรยีบเทยีบกบัเมื่อใช้ค่าเฉลี่ยของการแจกแจงก่อน (เส้นประ) ผล
แสดงว่าการใชข้อ้มลูประกอบเชงิอนัดบัไดอ้รรถประโยชน์สงูกว่าทุกช่วงเวลา 
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ผลของค่าอรรถประโยชน์ในช่วง 10 ปี ทีไ่ดจ้ากการใชเ้วกเตอรผ์ลตอบแทนแต่ละแบบแสดงไวต้าม
รปูที ่1 ซึง่จะเหน็ไดว้่าการใชค้่าคาดหวงัแบบมเีงื่อนไขของขอ้มลูอนัดบัท าใหอ้รรถประโยชน์ทีไ่ดร้บัจาก
การลงทุนสูงกว่าการใชค้่าคาดหวงัจากการแจกแจงก่อนในทุกๆ ช่วงเวลา การวเิคราะหใ์นตวัอย่างนี้ จงึ
เป็นการชีใ้หเ้หน็ถงึประโยชน์ของการใชว้ธิปีรพินัธเ์วยีนเกดิทีเ่สนอในงานวจิยันี้เพื่อน ามาใชค้ านวณค่า
คาดหวงัแบบมขีอ้จ ากดัการจดัล าดบัในการประยกุตใ์ชก้บัปัญหาดา้นการลงทุนไดเ้ป็นอย่างชดัเจน 

5. สรปุผล และข้อเสนอแนะส าหรบังานวิจยัในอนาคต 

งานวจิยันี้ประกอบด้วยสามผลงาน ผลงานชิ้นแรก (Kiatsupaibul et.al. 2007) เป็นการน าเสนอ
วธิกีารค านวณความน่าจะเป็นและโมเมนต์ของตวัแบบสถติทิีม่ขีอ้จ ากดัการจดัล าดบัส าหรบักรณทีีส่ าคญั
สองกรณ ีคอื กรณทีีต่วัแปรสุ่มเป็นอสิระกนั และกรณทีีต่วัแปรสุ่มไมเ่ป็นอสิระกนัแต่สามารถแทนดว้ยตวั
แบบปัจจยัเดยีว ผลงานชิน้ทีส่องและสามเป็นการประยกุตผ์ลงานชิน้แรกไปยงัปัญหาดา้นความเสีย่ง   

กรณีที่ตวัแปรสุ่มที่เป็นอสิระกนั และทราบขอ้มูลอนัดบัของตวัแปร เป็นปัญหาที่พบได้ทัว่ไป เช่น 
ในการศกึษาดา้น Ranked Set Sampling งานวจิยัน้ีไดแ้สดงวธิกีารค านวณเพื่อปรบัค่าการแจกแจงก่อน
ภายใต้เงื่อนไขของขอ้มลูอนัดบัทีม่ ีโดยวธิกีารทีเ่สนอไวใ้ชห้ลกัการปรพินัธเ์วยีนเกดิในการค านวณ ซึง่
ในขัน้ตอนการค านวณจะเป็นการหาปรพินัธใ์น 1 มติ ิแมว้่าตวัแปรทีส่นใจศกึษาจะเป็นตวัแปรทีม่หีลาย
มติกิต็าม 

ส าหรบักรณทีีต่วัแปรไมเ่ป็นอสิระกนัแต่สามารถแทนดว้ยตวัแบบปัจจยัเดยีว งานวจิยัน้ีไดแ้สดงการ
ค านวณเมื่อตวัแปรสุ่มมกีารแจกแจงแบบปกติหลายตวัแปรที่มโีครงสร้างความสมัพนัธ์ตามที่ก าหนด 
และข้อมูลอนัดบัของตวัแปรอยู่ในรูปแบบที่ไม่ซบัซ้อน อย่างไรก็ตามวธิกีารที่น าเสนอสามารถน าไป
ประยุกต์ใชก้บัขอ้มลูอนัดบัในรปูแบบทีซ่บัซอ้นขึน้ได ้เช่น Umbrella Ordering หรอื Tree Ordering ซึง่
เป็นหวัขอ้งานวจิยัทีจ่ะศกึษาต่อไปในอนาคต 

ตัวอย่างที่แสดงในงานวิจัยนี้แสดงให้เห็นผลของข้อมูลอันดับแบบต่างๆ เช่น ข้อมูลอันดับที่
สอดคลอ้งหรอืตรงขา้มกบัอนัดบัของค่าเฉลีย่ของการแจกแจงก่อน ทีม่ต่ีอการแจกแจง ค่าคาดหวงั ส่วน
เบีย่งเบนมาตรฐาน และค่าสหสมัพนัธข์องตวัแปรสุ่มแตกต่างกนัไป ผลทีไ่ดใ้นส่วนน้ีจะเป็นประโยชน์ต่อ
ผูท้ีจ่ะน าเทคนิคการค านวณดว้ยวธิปีรพินัธเ์วยีนเกดิไปใชจ้รงิในทางปฏบิตั ิซึง่แสดงในตวัอยา่งสุดทา้ยที่
เป็นการประยุกต์เทคนิคกบัปัญหาการตดัสนิใจเกี่ยวกบัการจดัพอรต์การลงทุนจากขอ้มูลผลตอบแทน
จรงิ ตวัอยา่งนี้แสดงใหเ้หน็ไดช้ดัเจนว่าการใชข้อ้มลูประกอบเชงิอนัดบัช่วยใหผ้ลการจดัพอรต์การลงทุน
ดขีึน้กว่าการพจิารณาเพยีงค่าเฉลีย่ของการแจกแจงก่อนอยา่งมนียัส าคญั 

ผลงานชิ้นที่สอง (Kiatsupaibul et.al. 2007b) และผลงานชิ้นที่สาม (Hayter et.al. 2007) เป็นการ
ประยกุตต์วัสถติโิคโมโกรอฟในการอนุมานสถติหิลายตวัแปรพรอ้ม ๆ กนั ตวัสถติโิคโมโกรอฟจดัว่าเป็น
ตวัแบบสถติทิีม่ขีอ้จ ากดัการจดัล าดบั (Kiatsupaibul and Hayter 2015) ซึง่การแจกแจงความน่าจะเป็น
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สามารถค านวณดว้ยวธิทีีเ่สนอในผลงานชิน้แรก ผลงานชิน้ทีส่องเป็นการประยุกตต์วัสถติโิคโมโกรอฟใน
การสรา้งแถบความเชื่อมัน่ของฟังก์ชนัการแจกแจงแบบเบต้า และน าไปประยุกต์กบัการจดัการความ
เสีย่งดา้นเครดติ ผลงานชิน้ทีส่ามเป็นการประยุกต์ตวัสถติิโคโมโกรอฟในการอนุมานสถติสิ าหรบัความ
น่าจะเป็นที่จะชนะเพื่อเปรียบเทียบตัวแบบไวบูลย์สองตัวแบบ ซึ่งผลของการเปรียบเทียบจะเป็น
ประโยชน์กบัการตดัสนิใจในงานดา้นความเชื่อถอืไดข้องระบบ 
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 * ผูป้ระพนัธห์ลกั (corresponding author) 
 

2. การน าผลงานวจิยัไปใชป้ระโยชน์ 
 

- เชงิพาณชิย ์
- ผลงานชิน้ที ่1 (Kiatsupaibul et.al. 2017a) สามารถน าไปใชใ้นการจดัพอรต์ลงทุน 
- ผลงานชิน้ที ่2 (Kiatsupaibul et.al. 2017b) สามารถน าไปใชใ้นการจดัการความเสีย่ง
ดา้นเครดติ 

  - ผลงานชิน้ที ่3 (Hayter et.al. 2017) สามารถน าไปใชใ้นการตดัสนิใจเกี่ยวกบัความ 
น่าเชื่อถอืของระบบ 
 

- เชงิวชิาการ 
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วทิยาศาสตรม์หาบณัฑติสาขาสถติไิดม้โีอกาสเป็นผูร้ว่มประพนัธบ์ทความ 
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a b s t r a c t

Consider a set of independent randomvariableswith specified distributions or a set ofmul-
tivariate normal random variables with a product correlation structure. This paper shows
how the distributions and moments of these random variables can be calculated condi-
tional on a specified ranking of their values. This can beusefulwhen the ordering of the vari-
ables can be determined without observing the actual values of the variables, as in ranked
set sampling, for example. Thus, prior information on the distributions and moments from
their individual specified distributions can be updated to provide improved posterior infor-
mation using the known ranking. While these calculations ostensibly involve high dimen-
sional integral expressions, it is shown how the previously developed general recursive
integration methodology can be applied to this problem so that they can be evaluated in a
straightforward manner as a series of one-dimensional or two-dimensional integral calcu-
lations. Furthermore, the proposedmethodology possesses a self-correctionmechanism in
the computation that prevents any serious growth of the errors. Examples illustrate how
different kinds of ranking information affect the distributions, expectations, variances, and
covariances of the variables, and how they can be employed to solve a decision making
problem.

© 2016 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

The computations of conditional probabilities and conditional moments are often the basis for a statistical analysis in the
sciences, social sciences, and engineering. This can be particularly truewith a Bayesian approach.When updated information
is in a qualitative form, the distribution of interest will be conditioned on a polytope. In general, such a problem is intractable
numerically (see, for example, Khachiyan (1989)) andboth theorists andpractitioners usually resort toMonte Carlomethods,
e.g., Smith (1984), Lovász (1999), Lovász and Vempala (2006) and Kiatsupaibul et al. (2011). However, an efficient numerical
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method, when it is available, can have many advantages. In this work, the envelope of numerical methods is expanded to
the computation of probability distribution and moments, that are conditioned on the important class of polytopes that are
formed by rankings.

Consider a set of independent continuous random variables Xi with specified probability density functions fi(xi), 1 ≤ i ≤

n. The moments of these random variables are thus determined by their specified distributions. Suppose that information
becomes available which indicates the ordering

X1 ≤ X2 ≤ · · · ≤ Xn. (1)

The objective of this paper is to show how the information provided by this ranking can be used to provide updated
distributions and moments for the random variables Xi.

This problem has applications to many areas where the ranking of the variables can be determined without observing
the actual values of the variables. The literature on ranked set sampling provides discussions of many situations where
this is the case (see McIntyre (1952), Patil (2002), Chen et al. (2004) and Wolfe (2004) for example). However, in ranked
set sampling the information on the ordering of a set of variables is used to determine which variables to include in the
sample and to subsequently observe. In contrast, this paper considers the problem where the ordering of a set of variables
is used to augment prior information on their distributions, and the variables may never actually be observed. While these
applications of the ranking information are different, both cases are similar in that they utilize information on the ranking
of the variables without the full realizations of the variables being available.

As an example, suppose that prior distributions for the levels Xi of a particular medical condition may be available for a
set of n patients based upon covariate values of the patients. While the actual levels of this condition may be very difficult
or impossible to measure, there may be an ancillary variable that can be measured for the patients and which is sufficiently
correlatedwith the condition of interest so that it can be used to infer the ranking of the Xi. It is then useful to obtain updated
expectations and variances, say, of the levels Xi of the medical condition of interest based upon the information provided by
the rankings.

Alternatively, Patil (2002) discusses a problemwhere a hazardous waste site inspector may be able to reliably rank areas
of soil with respect to concentrations of a toxic contaminant, based on features like surface staining, discoloration, or the
appearance of stressed vegetation. Thus, the actually contaminant levels Xi may have specified prior distributions, but their
moments can be updated based upon the ranking provided by the soil features.

In general, additional information on ranking may be derived from different sources. Besides being derived from the
observation of a covariate, rankings may be derived from conditions of economic systems, as in Topkis (1998), Milgrom
and Roberts (1994), and Milgrom and Shannon (1994), for example. Furthermore, rankings can also be subjectively derived
from a systematic preference aggregation process, as in Kemeny and Snell (1962), Young (1995), and Ali and Meilă (2012),
for example. The methodology described in this paper is an important tool to directly incorporate such ranking information
into the statistical inference process, as discussed by Chiarawongse et al. (2012), which can be applied in these various areas
of study.

Calculations of the conditional distributions andmoments of the Xi ostensibly involve the evaluation of an n-dimensional
integral expression. However, it will be seen that by employing the technique of recursive integration (discussed in Hayter
(2006)) the calculations can be performed easily as a series of 1-dimensional integral calculations. In fact, it will be seen that
the recursive integration technique can also be employed for more general problems when the distributions and moments
are conditioned on information more complex than just a simple ranking, and when the variables Xi have a multivariate
normal distribution with a product correlation structure.

It is important that the recursive integration methodology does not suffer from a growth of errors that are compiled in
high dimensions. In this application of recursive integration to the particular problem of the computations of conditional
probabilities and conditional expectations, it is demonstrated that there exists a self-correction mechanism in the
computation that prevents any serious growth of the errors. This condition has never been discussed before in the literature
of recursive integration, and it confirms that the recursive integration technique is useful for high dimensional computations
such as these.

Some examples are provided to show how the information provided by the ranking can affect the distributions,
expectations, and variances of the random variables Xi. In particular, a reinforcing ranking can be considered to be one
which is consistent with the rankings of the expectations of the distributions fi(xi) (the prior expectations of the Xi), while
various degrees of opposing rankings have some discrepancies with the rankings of these prior expectations. As illustrated
in the examples, these different kinds of rankings will have different kinds of effects on the expectations and variances of
the variables. It is also illustrated how ranking information can be useful for an important problem in portfolio selection,
and applications of the proposed methodology to a real data set of asset returns are provided.

The layout of this paper is as follows. The theoretical discussion of how recursive integration can be used to calculate
the conditional distributions and moments is provided in Section 2 for independent random variables. An extension to
randomvariablesXi with amultivariate normal distributionwith a product correlation structure is also provided in Section 2.
Section 3 contains algorithms and details of the implementation of the procedure. A self-correction mechanism is discussed
together with error rates and computational times. Some illustrative examples are provided in Section 4, and finally a
conclusion is provided in Section 5.
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2. General theory

The general theory concerning how to use recursive integration to calculate quantities such as moments conditional
on information such as rankings is presented in this section, first for independent random variables and then for random
variables with a multivariate normal distribution with a product correlation structure. Finally, some extensions are also
discussed.

2.1. Independent random variables

Consider the set S ⊆ ℜ
n of values X = (X1, . . . , Xn) defined by

S = S1,2 ∩ S2,3 ∩ · · · ∩ Sn−1,n

where the set Si,i+1 places restrictions on only Xi and Xi+1. Thus, the set S corresponds to the simple ordering in Eq. (1), for
example, with

Si,i+1 = {X : Xi ≤ Xi+1}

for 1 ≤ i ≤ n − 1.
For any intervals (li, ui), 1 ≤ i ≤ n, it follows that

P(li ≤ Xi ≤ ui; 1 ≤ i ≤ n | X ∈ S) =
A1

B
(2)

where

A1 =


· · ·


X∈S∗

n
i=1

fi(xi) dx1 . . . dxn

and

B = P(X ∈ S) =


· · ·


X∈S

n
i=1

fi(xi) dx1 . . . dxn

with

S∗
= S∗

1,2 ∩ S∗

2,3 ∩ · · · ∩ S∗

n−1,n

for

S∗

1,2 = S1,2 ∩ {X : l1 ≤ X1 ≤ u1, l2 ≤ X2 ≤ u2}

and

S∗

i,i+1 = Si,i+1 ∩ {X : li+1 ≤ Xi+1 ≤ ui+1}

for 2 ≤ i ≤ n − 1.
Similarly, for any functions gi(xi), 1 ≤ i ≤ n, it follows that

E[g1(X1)g2(X2) . . . gn(Xn) | X ∈ S] =
A2

B
(3)

where

A2 =


· · ·


X∈S

n
i=1

(gi(xi)fi(xi)) dx1 . . . dxn.

While A1, A2, and B are each ostensibly n-dimensional integrals, they are each of the form of the integral in Section 1
of Hayter (2006) with d = 1, and so they can each be evaluated in a straightforward manner with a series of
1-dimensional integral computations using recursive integration, regardless of the value of n. Thus, the probability in
Eq. (2) and the expectation in Eq. (3) can both be evaluated in a straightforward manner with a series of 1-dimensional
integral computations.

Notice that the conditional joint cumulative distribution function of the Xi can be obtained from Eq. (2) with li = −∞,
1 ≤ i ≤ n, and the conditional marginal distribution of a particular variable can be obtained by taking li = −∞ and ui = ∞

for all of the other variables. Also, the conditional moments of Xi can be calculated with gi(xi) = xki and with all the other
functions gj(xj) equal to one, while the conditional covariance of Xi1 and Xi2 , say, can be calculated with gi1(xi1) = xi1 and
gi2(xi2) = xi2 and again with all the other functions gj(xj) equal to one.
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2.2. Multivariate normal distribution with a product correlation structure

If the random variables Xi have a multivariate normal distribution with means µi, variances σ 2
i , and covariances ρiρj,

then it is possible to write

Xi = µi + ρiM +


σ 2
i − ρ2

i Zi, 1 ≤ i ≤ n, (4)

whereM and the Zi are independent standard normal random variables. Conditional on the value ofM , the random variables
Xi are thus independent normal random variables.

For the evaluation of Eqs. (2) and (3), conditioning on the value of M requires a 1-dimensional integral computation
over the values m of M , with the integrand being the equation evaluated at each given value m. Since the integrand
can be evaluated each time as a series of 1-dimensional integral computations, the overall computational intensity will
consequently be equivalent to a series of 2-dimensional integral computations, regardless of the value of n.

It can also be noted that if the covariances are all equal and positive, so that the ρi are all equal to ρ, say, then for the
simple ordering given in Eq. (1) the set S depends only on the Zi and not on M . In this case, for moment calculations, the
overall computational intensitymay only be that of a 1-dimensional integral computation, depending on the functions gi(xi).
This reduction in computational intensity is possible when evaluating the conditional expectations of the Xi, for example,

since the conditional expectations of the Xi will be equal to the conditional expectations of µi +


σ 2
i − ρ2Zi.

2.3. Extensions

In addition to the simple ordering in Eq. (1), the set S upon which the expressions are conditioned can encompass other
types of information, such as the ‘‘umbrella’’ ordering

X1 + c1 ≤ X2 + c2 ≤ · · · ≤ Xu + cu ≥ · · · ≥ Xn−1 + cn−1 ≥ Xn + cn (5)

for example, for any constants ci, which has received considerable attention in the statistical literature (see Hans andDunson
(2005), Singh and Liu (2006), Nakas and Alonzo (2007), and Gaur et al. (2012), for example). Extensions can also be made to
orderings of the random variables which form a tree structure, as discussed in Section 4 of Hayter (2006).

The simplicity of the evaluations of Eqs. (2) and (3) as a series of 1-dimensional integral computations using recursive
integration is because of two conditions. These are firstly that the set S only places restrictions on ‘‘adjacent’’ variables Xi
(although it should be remembered that any labeling of the n variables is permissible), and secondly that the integrand
factors into the product of separate terms for each of the variables. These conditions are seen to be met for the simple
ordering in Eq. (1) and the umbrella ordering in Eq. (5), and for independent variables Xi where the expectation is required
of the product of the functions gi(xi). In fact, conditioning on Eq. (1), the term B is just the probability of this simple ordering,
and for independent random variables its evaluation by a series of 1-dimensional integral computations using recursive
integration was first shown in Hayter and Liu (1996).

If the random variables Xi are not independent, or if the conditioning information imposes restrictions on non-adjacent
Xi, then A1, A2, and B cannot necessarily be evaluated as a series of 1-dimensional integral computations. However, recursive
integration of a higher order, in which the evaluation can be performed as a series of r-dimensional integral computations
(with r ≥ 2), say, may be possible depending upon the form of the expressions for A1, A2, and B.

It is also worth noting that for any set T ⊆ ℜ
n of values X = (X1, . . . , Xn) defined by

T = T1,2 ∩ T2,3 ∩ · · · ∩ Tn−1,n

where the set Ti,i+1 places restrictions on only Xi and Xi+1, then the conditional probability P(X ∈ T | X ∈ S) is also equal to
A1/Bwith S∗

i,i+1 = Si,i+1 ∩ Ti,i+1. Thus, this conditional probability can also be evaluated as a series of 1-dimensional integral
computations using recursive integration.

The utility of the methodology that is presented here is paramount when the random variables Xi have different
distributions. This is because if the Xi are independent and identically distributed, then for the purpose of obtaining the
conditional distribution and moments of a specific Xi, say, the information provided by the simple ordering in Eq. (1) is just
equivalent to the information that Xi is the ith order statistic (the actual ordering of the i − 1 variables less than Xi and
the n − i variables larger than Xi is irrelevant). In this case, the standard literature on order statistics (such as Arnold et al.
(1992), Harter and Balakrishnan (1996), and David and Nagaraja (2003), for example) can be used to obtain the conditional
information on Xi. However, when the random variables Xi are not identically distributed, then the simple ordering in
Eq. (1) provides much more information than that Xi is simply the ith order statistic, and the methodology presented here
allows all of that information to be utilized.

It may be the case that the ranking provided to the experimenter is incorrect, due to errors in its construction or
simply perceived uncertainties. In fact, in Section 6 of Chiarawongse et al. (2012) it is pointed out with respect to financial
applications that ‘‘When an analyst offers a qualitative view but is uncertain about its validity, it is useful for the decision
maker to be provided with a measure of confidence. This could take the form of a probability that the view is valid’’.
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In this case of an ‘‘imperfect ranking’’, Chiarawongse et al. (2012) proposed the shrinkage model

κP(X ∈ C | X ∈ S) + (1 − κ)P(X ∈ C) (6)

where C is any event and S is the observed ranking. Eq. (6) simply indicates that the experimenter uses a convex combination
of the probability with the observed ranking and the prior probability. The additional parameter κ represents the estimate
of the probability that the observed ranking is valid.

Notice that in this case the expectation of a variable can be expressed as a convex combination of the expectation with
the observed ranking and that without ranking information

κE[g(X) | X ∈ S] + (1 − κ)E[g(X)]. (7)

Also, it can be seen that once the expressions under the observed ranking are obtained, Eqs. (6) and (7) follow readilywithout
additional computational efforts. Inwhat follows, we consider distribution andmoment computations only for the observed
ranking. The computations for the case of an imperfect ranking under this shrinkagemodel then follow naturally from these
computations.

3. Implementation with recursive integration

In this section first some formulas are provided for the implementation of the methodology with recursive integration,
and the algorithms are explicitly provided. Finally, a discussion is provided of a self-correction mechanism and
computational times.

3.1. Formulas for the recursive integration

To evaluate Eq. (2) for the independent random variables case in Section 2.1, B and A1 can be evaluated according to
the following recursive integrationmethodology. To evaluate B, the intermediate functions b1, . . . , bn−1 can be sequentially
evaluated, each with a one-dimensional integration. Let b0(z) = 1 and for i = 1, . . . , n − 1 evaluate for each z ∈ ℜ

bi(z) =

 z

−∞

bi−1(x)fi(x) dx (8)

where fi is the density of Xi. Then

B =


∞

−∞

bn−1(z)fn(z) dz. (9)

To evaluate A1 in a similar manner, the intermediate functions a1, . . . , an−1 are sequentially evaluated. Here a0(z) = 1
and for i = 1, . . . , n − 1, evaluate for each z ∈ ℜ

ai(z) =

 max{min{z,ui},li}

li
ai−1(x)fi(x) dx (10)

so that

A1 =

 un

ln
an−1(z)fn(z) dz. (11)

To evaluate Eq. (3) for the independent random variables case in Section 2.1, B can be evaluated as above. To evaluate
A2, the intermediate functions h1, . . . , hn−1 can be sequentially evaluated, each with a one-dimensional integration. Let
h0(z) = 1 and for i = 1, . . . , n − 1 evaluate for each z ∈ ℜ

hi(z) =

 z

−∞

hi−1(x)gi(x)fi(x) dx. (12)

Then

A2 =


∞

−∞

hn−1(z)gn(z)fn(z) dz. (13)

To evaluate Eq. (2) for the multivariate normal case in Section 2.2, B and A1 can be evaluated according to the following
recursive integration methodology. To evaluate B, the intermediate functions b1, . . . , bn−1 can be sequentially evaluated,
each with a two-dimensional integration complexity. Let b0(m, z) = 1 and for i = 1, . . . , n − 1, evaluate for eachm, z ∈ ℜ

bi(m, z) =

 z

−∞

bi−1(m, x)φi(m, x) dx, (14)
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where φi is the density of a N(µi + ρim, σ 2
i − ρ2

i ) random variable. Then with φ as the standard normal density

B =


∞

−∞


∞

−∞

φ(m)bn−1(m, z)φn(m, z) dz dm. (15)

To evaluate A1 in a similarmannerwith the intermediate functions a1, . . . , an−1, let a0(m, z) = 1 and for i = 1, . . . , n−1,
evaluate for eachm, z ∈ ℜ

ai(m, z) =

 max{min{z,ui},li}

li
ai−1(m, x)φi(m, x) dx. (16)

Then

A1 =


∞

m=−∞

 un

z=ln
φ(m)an−1(m, z)φn(m, z) dz dm. (17)

To evaluate Eq. (3), the formulas for evaluating A2 with the intermediate functions h1, . . . , hn−1 are h0(m, z) = 1, and
for i = 1, . . . , n − 1

hi(m, z) =

 z

−∞

hi−1(m, x)gi(x)φi(m, x) dx (18)

with

A2 =


∞

m=−∞


∞

z=−∞

φ(m)hn−1(m, z)gn(z)φn(m, z) dz dm. (19)

3.2. Algorithms

The evaluations of Eqs. (9), (11) and (13) are accomplished with a sequence of n 1-dimensional numerical integrations,
with each integration being evaluated by a sum on a truncated-discretized real line. Algorithm 1 can be used to compute
Eq. (13) with the integrals being performed with a first order Newton–Cotes formula (the trapezoidal rule). To compute
Eqs. (9) and (11), simply replace gi, i = 1, . . . , n in the algorithm with appropriate indicator functions or with a constant
function equal to one, respectively. R code is available from the authors to implement this algorithm.

Algorithm 1 Computation of A2 in equation (13)
1: Assume n variables with ranking X1 ≤ X2 · · · ≤ Xn.
2: Discretization grid size ∆ with lower bound x0, forming N + 1 grid points

{x0, x1, . . . , xN},

where xj = xj−1 + ∆ for j = 1, . . . ,N .
3: Let h0(xj) = 1 for j = 0, 1, . . . ,N .
4: for i = 1 to n do
5: Let, for j = 1, . . . ,N ,

hj =
hi−1(xj−1)gi(xj−1)fi(xj−1) + hi−1(xj)gi(xj)fi(xj)

2
.

6: Let, for j = 1, . . . ,N ,

hi(xj) =

j
k=1

hk∆.

and let hi(x0) = hi(x1).
7: end for
8: return A2 = hn(xN).

The evaluations of Eqs. (15), (17) and (19), require a sequence of 2-dimensional numerical integrations. Algorithm 2
can be used to compute (19) with the integrals being performed with the first order Newton–Cotes formula. To compute
Eqs. (15) and (17), simply replace gi, i = 1, . . . , n in Algorithm 2 with appropriate indicator functions or with a constant
function equal to one, respectively. Again, R code is available from the authors to implement this algorithm.



S. Kiatsupaibul et al. / Computational Statistics and Data Analysis 105 (2017) 229–242 235

Algorithm 2 Computation of A2 in equation (19)
1: Assume n variables with ranking X1 ≤ X2 · · · ≤ Xn.
2: Discretization grid size δ with lower boundm0, formingM + 1 grid points

{m0,m1, . . . ,mM},

where ml = ml−1 + δ for l = 1, . . . ,M .
3: for l = 0 toM do
4: Discretization grid size ∆ with lower bound x0, forming N + 1 grid points

{x0, x1, . . . , xN},

where xj = xj−1 + ∆ for j = 1, . . . ,N .
5: Let h0(ml, xj) = 1 for j = 0, 1, . . . ,N
6: for i = 1 to n do
7: Let, for j = 1, . . . ,N ,

hj =
hi−1(ml, xj−1)gi(xj−1)φi(ml, xj−1) + hi−1(ml, xj)gi(xj)φi(ml, xj)

2
.

8: Let, for j = 1, . . . ,N ,

hi(ml, xj) =

j
k=1

hk∆.

and let hi(ml, x0) = hi(ml, x1).
9: end for

10: h̃(ml) = hn(ml, xN).
11: end for
12: Let, for l = 1, . . . ,M ,

hl =
φ(ml)h̃(ml) + φ(ml−1)h̃(ml−1)

2
.

13: return A2 =
M

l=1 hlδ.

3.3. Self-correction mechanism

It is useful to point out that the conditional probability and the conditional expectation computations based on the
recursive integration methodology possess a self-correction mechanism. To see this, observe that the target value is of the
form

f (A, B) =
A
B

where A is either A1 in Eq. (2) or A2 in Eq. (3). Let Â and B̂ denote the computed values of A and B, respectively. The computed
value of the target quantity is then f (Â, B̂), and with a first order approximation

f (Â, B̂) ≈ f (A, B) + f ′

1(A, B)(Â − A) + f ′

2(A, B)(B̂ − B̂)

= f (A, B) +
1
B
(Â − A) −

A
B2

(B̂ − B̂) (20)

where f ′

1 and f ′

2 are the partial derivatives of f with respect to its first and second arguments. If we let ε, εA and εB be the
computational error of the target value, that of A and that of B, respectively, so that

f (Â, B̂) = f (A, B) + ε

Â = A + εA

B̂ = B + εB,

then Eq. (20) implies that

ε ≈
1
B
εA −

A
B2

εB. (21)

Thus, when A and both B are positive, and when εA and εB have the same sign, the computational errors of A and B tend to
cancel each other in producing the total error of the target value. Notice that for the applications in this paper, B is positive
since it is a probability, and A is positive when it is a probability and may be positive when it is an expectation.
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Table 1
The numerical errors and the computational times for the cumulative distribution function evaluated at three points for the 70th order statistic of n = 101
independent U[0, 1] random variables.

Grid size True value Comp. value Error Comp. time (s) Comp. value Error
With exact denominator

0.01 0.03382186 0.09552326 6.170e−02 0.00 231.1455 ≫1
0.60791267 0.65772572 4.981e−02 0.00 1591.5334 ≫1
0.99628437 0.99005003 6.234e−03 0.00 2395.7061 ≫1

0.001 0.03382186 0.03422536 4.035e−04 0.00 0.03739016 3.568e−03
0.60791267 0.60800312 9.045e−05 0.02 0.66422472 5.631e−02
0.99628437 0.99620053 8.385e−05 0.00 1.08831847 9.203e−02

0.0001 0.03382186 0.03382585 3.987e−06 0.06 0.03385576 3.390e−05
0.60791267 0.60791339 7.206e−07 0.07 0.60845101 5.383e−04
0.99628437 0.99628353 8.411e−07 0.08 0.99716462 8.802e−04

0.00001 0.03382186 0.03382190 3.982e−08 1.36 0.03382220 3.387e−07
0.60791267 0.60791268 7.037e−09 1.20 0.60791805 5.380e−06
0.99628437 0.99628437 8.414e−09 1.42 0.99629317 8.797e−06

Table 2
The numerical errors and the computational times for the cumulative distribution function evaluated at three points for the 70th order statistic of n = 101
independent standard normal random variables.

Grid size True value Comp. value Error Comp. time (s) Comp. value Error
With exact denominator

0.01 0.03382186 0.03766693 3.845e−03 0.05 0.08004251 4.622e−02
0.60791267 0.61814333 1.023e−02 0.05 1.31355904 7.056e−01
0.99628437 0.99663459 3.502e−04 0.03 2.11785572 1.122e+00

0.001 0.03382186 0.03367669 1.452e−04 0.39 0.03393352 1.117e−04
0.60791267 0.60697199 9.407e−04 0.36 0.61160101 3.688e−03
0.99628437 0.99632079 3.642e−05 0.39 1.00391914 7.635e−03

0.0001 0.03382186 0.03379485 2.701e−05 4.38 0.03379548 2.638e−05
0.60791267 0.60791453 1.860e−06 4.36 0.60792588 1.320e−05
0.99628437 0.99628272 1.657e−06 4.39 0.99630131 1.694e−05

0.00001 0.03382186 0.03382366 1.796e−06 38.64 0.03382172 1.365e−07
0.60791267 0.60791215 5.155e−07 36.95 0.60787742 3.525e−05
0.99628437 0.99628432 5.078e−08 38.14 0.99622740 5.697e−05

This error cancellation effect or self-correction mechanism is strongest when the values of A and B are comparable, and
when the values of εA and εB are comparable. For the problems considered in this paper, the processes of computing Â and
B̂ share some common numerical integration sequences, and hence εA and εB will tend to have the same sign. However,
the level of the error cancellation depends upon the relative values of A and B, and the relative values of εA and εB. This is
illustrated and further discussed in the following numerical examples.

This self-correction mechanism caused by the cancellation of the errors from the numerator and the denominator is a
useful property of the implementation of the recursive integration methodology for the problems discussed in this paper.
In fact, even in the case where the exact value of the denominator Bmight be known, according to (21) it may be better that
B̂ is computed and employed in evaluating the ratio since the self-correction mechanism applies. The estimate obtained by
employing B̂ can be interpreted as an estimate that has been formed by a legitimate discrete distribution induced by the
discretization procedure. The resulting estimate approaches the true value when the discretization becomes finer. In the
following examples it is shown that not taking advantage of this self-correction mechanism causes a significant increase in
the error of the estimate if the discretization is not fine enough.

Some calculations are now presented to demonstrate the errors for problems with independent identically distributed
random variables where the solutions are known. Specifically, consider the cases of n = 101 independent uniform [0, 1]
random variables or independent standard normal random variables. In both cases the cumulative distribution at three
points of X70, under the condition X1 ≤ · · · ≤ X101, was evaluated by the recursive integration methodology for various
grid sizes, and the computed values of the probability, the computational errors, and the computational times are shown in
Tables 1 and 2 (note that the true values can be obtained from the cumulative distribution of a binomial distribution). The
computations were implemented in R on a 64-bit Windows machine with an Intel Core i5-2500 3.30 GHz CPU.

Next, the expectations of X17 and X51, under the condition X1 ≤ · · · ≤ X101, were evaluated by the recursive integration
methodology for various grid sizes, and the computed values of the expectations, the computational errors, and the
computational times are shown in Table 3 for the case of independent uniform [0, 1] variables and in Table 4 for the case of
independent standard normal variables. In the first case the true values of E[X17] and E[X51] are known to be 1/6 and 0.5,
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Table 3
The numerical errors and the computational times for the expectations of X(17) and X(51) of n = 101 independent U[0, 1] random variables.

Grid size True value Comp. value Error Comp. time (s) Comp. value Error
With exact denominator

0.01 1/6 0.14369985 2.297e−02 0.00 347.7224 ≫1
0.5 0.48606226 1.394e−02 0.00 1176.1651 ≫1

0.001 1/6 0.16661772 4.894e−05 0.00 0.18202474 1.536e−02
0.5 0.49997063 2.937e−05 0.00 0.54620256 4.620e−02

0.0001 1/6 0.16666624 4.272e−07 0.05 0.16681363 1.470e−04
0.5 0.49999974 2.563e−07 0.06 0.50044193 4.419e−04

0.00001 1/6 0.16666666 4.215e−09 0.92 0.16666814 1.469e−06
0.5 0.50000000 2.529e−09 0.89 0.50000442 4.416e−06

Table 4
The numerical errors and the computational times for the expectations of X(17) and X(51) of n = 101 independent standard normal random variables.

Grid size True value Comp. value Error Comp. time (s) Comp. value Error
With exact denominator

0.01 NA −0.9672 NA 0.04 −2.0552 NA
0.0000 0.0000 1.397e−14 0.05 0.0000 2.970e−14

0.001 NA −0.9779 NA 0.38 −0.9854 NA
0.0000 0.0000 1.734e−16 0.39 0.0000 1.747e−16

0.0001 NA −0.9780 NA 4.33 −0.9781 NA
0.0000 0.0000 9.826e−18 4.25 0.0000 9.826e−18

0.00001 NA −0.9780 NA 38.55 −0.9780 NA
0.0000 0.0000 1.281e−17 37.22 0.0000 1.281e−17

while in the second case the true value of E[X17] is unknown but is about Φ−1(1/6) ≈ 0.97, and the true value of E[X51] is
known to be zero.

In these tables the second column shows the known true values, while the third column shows the estimates from the
proposed methodology. The fourth and fifth columns show the errors (from the true values) and the computational time of
the proposed methodology. Also, both for the independent uniform [0, 1] variables and the independent standard normal
variables the true values of the denominators B in Eqs. (2) and (3) are known to be 1/n!. The sixth and seventh columns then
show the estimates and errors when the true values of the denominators are employed and the recursive integration is used
only for computing the numerators A1 and A2.

First of all, it can be seen from these tables that these calculations which involve 101 successive one-dimensional
numerical integrations attain a small error with a very reasonable computation time. In fact, with the potential optimization
of the coding on a low level computer programming language such as C++ or Java, the computation can be expected to be
accelerated even more.

Furthermore, special attention should be given to the results in the sixth and seventh columns. In the sixth column
the estimates computed by employing the true values for the denominators do not take advantage of the self-correction
mechanism feature of the proposed methodology given in Eq. (21). It can be seen that when the discretization grid sizes
are not very small, the errors can become so large that the estimates are unreasonable. Specifically, some estimates for the
conditional probabilities in Table 1 and in Table 2 when the grid sizes are 0.01 and 0.001 are much greater than one. Note
that such unreasonable values of the estimates do not occur when the methodology is applied appropriately to both the
numerators and the denominators and the self-correction mechanism applies (as shown in the third column of each table).

In almost all cases in Table 1 and in Table 2 the errors from the proposed methodology with self-correction mechanism
aremuch smaller than the corresponding values without the feature. The exceptions are row 4, row 7 and row 10 in Table 2.
The errors with the self-correction mechanism are not smaller than those without the feature in these cases, although they
are close. One explanation for this is that the distribution function is evaluated at a low quantile, so that A is much smaller
than B in Eq. (21). Furthermore, at this low quantile Â and B̂ do not share a lot of common integration sequences, so that
εA and εB may be quite different. Consequently, the error cancellation in Eq. (21) does not apply substantially, although in
these exceptional cases the differences between the errors are very small.

In Table 3 the estimates with the self-correction mechanism are much more accurate than those without the self-
correction mechanism. According to Eq. (21), this is because the value of A is comparable to that of B, causing a strong
error cancellation. In Table 4 when the true value of E[X51] is known to be zero, A is zero. According to Eq. (21) there is
therefore no error cancellation, and consequently the errors of the estimates with or without self-correction mechanism
are quite similar. In the case where the true value of E[X17] is unknown it can be observed that the estimate converges to a
certain value as the grid size becomes smaller. The estimate with the self-correction mechanism seems to converge more
quickly than the estimate without this feature.
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Table 5
Example 1—Medical conditions of five patients.

Reactor Expectation Standard deviation Correlation matrix P(Xi ≤ 5)

Prior

1 3 1.73 1 0 0 0 0 0.876
2 6 3.46 1 0 0 0 0.456
3 9 5.20 1 0 0 0.234
4 12 6.93 1 0 0.132
5 15 8.66 1 0.080

Reinforcing ranking X1 ≤ X2 ≤ X3 ≤ X4 ≤ X5

1 2.32 1.22 1 0.36 0.17 0.08 0.03 0.968
2 4.89 2.03 1 0.49 0.24 0.10 0.578
3 8.19 3.05 1 0.52 0.23 0.132
4 12.86 4.63 1 0.45 0.010
5 21.41 8.34 1 0.000

Opposing ranking X5 ≤ X4 ≤ X3 ≤ X2 ≤ X1

1 7.99 2.18 1 0.82 0.69 0.57 0.40 0.064
2 6.68 1.86 1 0.85 0.70 0.49 0.184
3 5.64 1.69 1 0.82 0.58 0.382
4 4.58 1.56 1 0.71 0.641
5 3.24 1.45 1 0.881

4. Examples

Three examples are presented in this section. The first is a healthcare example where the random variables are taken
to have independent gamma distributions with equal shape parameters but different scale parameters. The second is a
soil contamination example where the random variables are taken to have amultivariate normal distribution with different
means but equal variances and covariances. It is shownhow information on both reinforcing rankings and opposing rankings
affects the distributions, expectations, variances, and covariances of the variables. The third example concerns portfolio
selection in finance.

4.1. Healthcare

Suppose that the levels Xi of a medical condition of n = 5 patients are of interest, but that they cannot be directly
measured. However, the levels can be modeled with a gamma distribution

f (x; 3, θ) =
1

2θ3
x2e−x/θ

with a shape parameter k = 3 and with a scale parameter θ that depends upon some covariate values of the patients.
Specifically, suppose that the five patients have scale parameters θi = i, 1 ≤ i ≤ 5, so that based upon these distributions
the prior expectations and variances are E(Xi) = 3i and Var(Xi) = 3i2, 1 ≤ i ≤ 5. It should also be noted that the variables
Xi are modeled to be independent.

Now suppose that an ancillary measurement becomes available for the five patients that provides the information that

X1 ≤ X2 ≤ X3 ≤ X4 ≤ X5

(or equivalently, this same ranking with strict inequalities). This is a reinforcing ranking since it matches the ranking of
the prior expectations of the Xi. It is interesting to note that under the prior distributions this reinforcing ranking has a
probability of 0.107 (this is B in Eqs. (2) and (3)). Using the recursive integration techniques discussed in Section 2, the
conditional expectations, standard deviations, and correlations of the Xi (conditionally the Xi are no longer independent)
are shown in Table 5.

It can first be noted that with this reinforcing ranking the conditional expectations of the Xi have maintained their
ordering but are now more spread out than the prior expectations. Furthermore, the conditional standard deviations are
each smaller than the prior standard deviations. Also, it can be seen that the correlations are largest for adjacent variables.

In addition, suppose that it has been decided that urgent corrective action needs to be taken whenever the level of this
deterioration condition is less than 5. Table 5 also shows how these probabilities change under the knowledge provided by
the reinforcing ranking. It can be seen that the probabilities that urgent corrective action needs to be taken become larger
for patients 1 and 2, and become smaller for patients 3, 4 and 5.

Now consider the opposing ranking

X5 ≤ X4 ≤ X3 ≤ X2 ≤ X1
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Table 6
Example 2—Toxic contamination levels at six locations.

Location Expectation Standard deviation Correlation matrix P(Xi ≥ 18)

Prior

1 10 3 1 0.40 0.40 0.40 0.40 0.40 0.004
2 10 3 1 0.40 0.40 0.40 0.40 0.004
3 12 3 1 0.40 0.40 0.40 0.023
4 15 3 1 0.40 0.40 0.159
5 18 3 1 0.40 0.500
6 20 3 1 0.748

Reinforcing ranking X1 ≤ X2 ≤ X3 ≤ X4 ≤ X5 ≤ X6

1 8.21 2.59 1 0.79 0.67 0.59 0.56 0.52 0.000
2 10.28 2.45 1 0.78 0.65 0.60 0.55 0.001
3 12.47 2.45 1 0.74 0.62 0.56 0.012
4 15.12 2.50 1 0.71 0.58 0.125
5 17.97 2.54 1 0.69 0.494
6 20.95 2.71 1 0.863

Partially opposing ranking X1 ≤ X2 ≤ X5 ≤ X4 ≤ X3 ≤ X6

1 8.52 2.64 1 0.76 0.60 0.61 0.62 0.48 0.000
2 10.88 2.52 1 0.65 0.68 0.69 0.51 0.002
3 16.13 2.36 1 0.92 0.86 0.60 0.214
4 15.08 2.31 1 0.92 0.59 0.104
5 14.05 2.34 1 0.58 0.046
6 20.34 2.83 1 0.794

which is completely opposite to the ranking of the prior expectations of the Xi. In fact, under the prior distributions this
opposing ranking has a very small probability of 0.00003. Under this opposing ranking the conditional expectations, standard
deviations, and correlations of the Xi are also shown in Table 5.

It can be seen that with this opposing ranking the order of the conditional expectations has switched to match this
ranking, and that the conditional expectations are less spread out than the prior expectations. The conditional standard
deviations are also much smaller than the prior standard deviations, and their order also matches the opposing ranking.
Again, the correlations are largest for the adjacent variables, and they are all much larger than the correlations for the
reinforcing ranking. Also, the probabilities that urgent corrective action needs to be taken are now ordered to match the
opposing ranking.

In summary, this example illustrates how knowledge of the ranking can result in important changes in the distributions
and moments of the variables, which will be important information for practitioners.

4.2. Hazardous waste sites

Suppose that based upon knowledge of polluting activities, scientists originally model the unknown toxic contamination
levels Xi at n = 6 locations with a multivariate normal distribution with means µ = (10, 10, 12, 15, 18, 20), standard
deviations all equal to 3, and correlations all equal to 0.4. Then suppose that subsequently surface features indicate the
reinforcing ranking

X1 ≤ X2 ≤ X3 ≤ X4 ≤ X5 ≤ X6.

Under the prior distribution this reinforcing ranking has a probability of 0.111. In this case the conditional expectations,
standard deviations, and correlations of the toxic contamination levels are shown in Table 6.

It can be seen that with this reinforcing ranking the conditional expectations are quite similar to the prior expectations,
although for location 1 the expectation has decreased from 10 to 8.21, while for location 6 the expectation has increased
from 20 to 20.94. The standard deviations have all decreased and are all fairly similar, while the correlations have increased
and are largest for the adjacent variables.

Also, suppose that it has been decided that decontamination needs to be taken whenever the toxic contamination level
is larger than 18. It can be seen from Table 6 that the reinforcing ranking has increased the probability that decontamination
needs to be taken at location 6 from 0.748 to 0.865, while these probabilities have fallen at the other 5 locations.

Now suppose that subsequently surface features indicate the partially opposing ranking

X1 ≤ X2 ≤ X5 ≤ X4 ≤ X3 ≤ X6

where the ordering of the toxic contamination levels at locations 3, 4, and 5 is opposite to their prior expectations. This
partially opposing ranking has a probability of 0.002 under the prior distribution.

Table 6 shows that the conditional expectations are nowordered in the sameway as this ranking. In addition, the standard
deviations have decreased, but now there are very high correlations of 0.92 between locations 3 and 4, and between locations
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4 and5,which are the locationswhere the ranking contradicts the prior expectations. The probabilities that decontamination
needs to be taken are now ordered in the same way as the partially opposing ranking, and specifically the probability at
location 3 has risen from 0.023 to 0.214.

Aswith Example 1, this example illustrates how the different rankings can result in important changes in the distributions
andmoments of the variables, and the methodology presented in this paper allows practitioners to calculate those changes.

4.3. Portfolio selection

The celebrated mean–variance portfolio selection model requires two sets of moments (the means and the
variance–covariance matrix) of the returns on N assets in order to recommend the proportions of capital, or the portfolio
weights, to be invested in these N assets. The objective is to optimize the risk-return trade-off of the entire portfolio.

The problem can be expressed as

max
wt

µ⊤

t wt −
γ

2
w⊤

t 6twt (22)

where µt and 6t are the mean vector and the variance–covariance matrix of the return (in excess of risk free) at time t ,
γ is a parameter representing risk aversion of the investor which we set equal to 1 in this analysis, and wt is the vector of
decision variables that represent the portfolio weights at time t . The objective function in (22) is the certainty-equivalent
returnwhich is a utility function interpreted as the return that is penalized by risk. The solution to the optimization problem
is

w∗

t =
6−1

t µt

1⊤6−1
t µt

(23)

(see, for example, DeMiguel et al. (2009) for more details). Themain difference between one portfolio selection strategy and
another is how the parameter estimates µ̂t and 6̂t are obtained.

In this example the estimate µ̂t is based on the rank constrained statistical estimates proposed by Chiarawongse et al.
(2012), where the estimates are obtained by aMarkov chainMonte Carlo. Here the calculations are replaced by the recursive
integration methodology presented in this paper in order to obtain more accurate estimates. Furthermore, in Chiarawongse
et al. (2012) the authors perform their experiments based on simulated data sets, whereas in this example a real data set
is considered instead of ten industry monthly asset returns during the period of 01/1999–06/2014 obtained from Kenneth
French’s web site.

Our objective is the same as that in Chiarawongse et al. (2012), which is to demonstrate the potential benefit of adopting
a rank constrained statistical estimate. Two experiments are performed, one using prior parameter estimates µ̃ and the
other using rank constrained statistical estimates µ̂. The performances of the two models are then compared.

In the analysis that follows the rolling-sample approach appearing in DeMiguel et al. (2009) is employed. An estimation
window of length 66months is fixed. Then, starting from t = 66 and applying the capital asset pricing model, the data from
month t − 65 to month t are used to estimate the prior parameters (µ̃t , 6̃t). These are then applied to (23) to obtain the
weight vector w̃t for t = 66, 67, . . . , 185. The weight at time t is applied to the out-of-sample returns at t + 1 and summed
across assets to provide 120 out-of-sample portfolio returns r̃t , t = 67, 68, . . . , 186. Subsequently, the 120 portfolio returns
are then divided into 10 twelve-month periods. In each period a certainty equivalent return is estimated as

ũi = ¯̃r i − s̃2i /2, i = 1, . . . , 10,

where ¯̃r i and s̃2i are the averages and the sample variances of the r̃t in period i. These certainty equivalent returns are
the performance measurements of the prior model which were compared with those obtained from the following rank
constrained statistical counterpart.

The experiment was repeated with (µ̂t , 6̃t) in (23) to obtain different portfolio weights, where µ̂t are the rank
constrained estimates based on Chiarawongse et al. (2012) and 6̃t is the same as in the prior model. To estimate µ̂t , (µ̃t , 6̃t)
are first estimated as in the prior model, and then for each t = 66, 67, . . . , 185, µ̂t is estimated as the expectation of a
multivariate normal distribution parameter (µ̃t , 0.16̃t) conditioned on the ranking obtained from that of the ten industry
returns at time t+1. This can be interpreted as a process to improve the quality of priormean estimates by a one-step ahead
ranking. Note that in practice the rankingwould usually be obtained from another database of investor views. However, this
approach affords an understanding of the potential benefit of the one-step ahead ranking methodology. As with the prior
model, the portfolio returns r̂t , t = 67, 68, . . . , 186 are computed for the rank constrained model, and finally the certainty
equivalent returns ûi are computed for the 10 twelve-month periods.

The certainty equivalence returns for the ten periods obtained from the prior model and the rank constrained model are
plotted against each other in Fig. 1. The certainty equivalence returns from the rank constrained model outperform those
from the priormodel consistently in every period. This analysis indicates the potential benefit of the rank constrainedmodel
and demonstrates the advantages in this area of study available from employing the recursive integration methodology
discussed in this paper.
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Fig. 1. Certainty equivalence returns of the 10 twelve-month period from the rank constrained model (solid line) and the prior model (dashed line). The
returns from the rank constrained model consistently outperform those from the prior model.

5. Conclusion

This paper has addressed the situation where a set of variables has independent specified prior distributions, and where
some information becomes available on the ordering of the variables. This is a common phenomenon which has been
discussed and utilized in other statistical methodologies such as ranked set sampling. In this paper it is shown how updated
distributions and moments of the variables can be calculated conditional on the knowledge provided by the ranking. It
has been shown how the technique of recursive integration can be used to perform these calculations in a straightforward
manner as a series of one-dimensional integral computations regardless of the number of variables.

For these particular problems of conditional probability and conditional expectation computations, it has been
demonstrated that the errors in the numerators and the denominators can partially cancel each other, providing a self-
correction mechanism that improves the accuracy of the recursive integration methodology.

Themethodology presented in this paper has been implemented for a simple ordering of the variables. Themethodology
has also been generalized to variables with a multivariate normal distribution with a product correlation structure. In
principle, the methodology can be extended to more complicated orderings such as an umbrella ordering or tree orderings,
which are topics planned for future research.

Examples have been presented which illustrate how different kinds of rankings, such as reinforcing rankings and
opposing rankings, can have different and substantial effects on the distributions, expectations, standard deviations, and
correlations of the variables. This can be valuable information for practitioners, and the methodology presented in this
paper allows this information to be obtained. Finally, the methodology has been applied to a decision problem in portfolio
selection with ranking information, where it has been shown to provide a potential benefit. R code is available from the
authors to replicate the tables and examples in this paper, and to implement the algorithms discussed
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a b s t r a c t

Incorporating statistical multiple comparisons techniques with credit risk measurement, a new method-
ology is proposed to construct exact confidence sets and exact confidence bands for a beta distribution.
This involves simultaneous inference on the two parameters of the beta distribution, based upon the
inversion of Kolmogorov tests. Some monotonicity properties of the distribution function of the beta
distribution are established which enable the derivation of an efficient algorithm for the implementation
of the procedure. Themethodology has important applications to financial riskmanagement. Specifically,
the analysis of loss given default (LGD) data are oftenmodeledwith a beta distribution. This new approach
properly addresses model risk caused by inadequate sample sizes of LGD data, and can be used in
conjunction with the standard recommendations provided by regulators to provide enhanced and more
informative analyses.

© 2017 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

Practitioners in risk management necessarily employ a wide
array of statistical estimation techniques in their day-to-day ac-
tivities. However, statistical inferences which quantify the reli-
ability of an adopted statistical model based upon limited data
have long been downplayed. For example, a 99% value at risk is
regularly computed and shown on a riskmanagement report, even
though its confidence interval has generally been ignored. With
current advances in multiple comparisons techniques, risk man-
agers should nowbecomeequippedwithnovel statistical inference
tools that enable them to easily incorporate statistical inferences
into their standard riskmanagement procedures. In this article, we
introduce these ideas through multiple comparisons on the beta
distribution model with applications to credit risk measurement.

* Corresponding author.
E-mail address: seksan@cbs.chula.ac.th (S. Kiatsupaibul).

The beta distribution is an important probability distribution
whose range is defined on the interval of real numbers between 0
and 1. It may be employed to describe the probabilistic behavior
of system responses as a percentage, or to describe the rate of
occurrence of an event, for example. Beta distributions also arise in
measurements resulting from basic stochastic processes and order
statistics. In addition, the beta distribution is the conjugate prior of
the binomial likelihood (see, for example, Feller, 1971; Johnson et
al., 1995).

The probability density function of the standard beta distribution
is
xa−1(1− x)b−1

B(a, b)

where 0 < x < 1 and B(a, b) =
∫ 1
0 xa−1(1 − x)b−1 dx is the beta

function, which depends upon two positive shape parameters a
and b. Therefore, inferences on this distribution require simulta-
neous inferences of these two parameters, which is the objective
of this paper.

http://dx.doi.org/10.1016/j.insmatheco.2017.05.006
0167-6687/© 2017 Elsevier B.V. All rights reserved.
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Recent advances in the construction of simultaneous confi-
dence bands for distribution functions have focused on developing
exact bands (Frey, 2008; Kiatsupaibul and Hayter, 2015) rather
than using the traditional asymptotic bands (Cheng and Iles, 1983;
Bickel and Freedman, 1981; Bickel and Krieger, 1989). Parametric
exact confidence bands for distributions with multiple parameters
have been developed based on nonparametric statistics, such as
Kolmogorov statistics. The Weibull distribution (Hayter and Ki-
atsupaibul, 2013) and the gamma distribution (Hayter and Kiat-
supaibul, 2014) are two examples. Exact inferences are possible
from the principle of inverse hypothesis testing to construct a
confidence set for the parameters at a specified confidence level
1 − α. Confidence bands for the distribution function then follow
readily from a mapping of the confidence set into the distribution
function space.

This paper shows how exact confidence sets and exact confi-
dence bands can be constructed for the beta distribution based on
this methodology. As part of this process, a monotonicity property
of the beta distribution function with respect to its parameters is
established. This property proves useful in the efficient construc-
tion of the confidence set for the parameters, and consequently for
the construction of the confidence bands for the distribution.

Confidence bands for distribution functions have important
applications to risk management. For example, when a Weibull
distribution is adopted as a parametric model for a mortality
distribution of interest to an insurer, its confidence band (Hayter
and Kiatsupaibul, 2013) can be employed to measure the risk of
the portfolio of the life insurance products. In addition, when the
arrival times of abnormal internet connections are modeled by a
gamma distribution, its confidence band (Hayter and Kiatsupaibul,
2014) provides information about the risk of the internet security
system.

Furthermore, in the area of credit risk management the beta
distribution is recommended by some standards as amodel for the
Loss Given Default (LGD). The LGD is a crucial factor in calculating
the loss in an event of a credit default, along with the default rate
and the exposure at default (see, for example, Gupton et al., 1997;
Duffie and Singleton, 2003; Altman, 2008; Frontczak and Rostek,
2015; Wei and Yuan, 2016). However, since there is uncertainty in
fitting the LGD model, financial institutions are recommended by
the regulators to perform stress tests, and a particularly rigorous
way of stress testing the LGD model is to use the confidence
band of the model distribution function. Therefore, an important
application of the confidence band methodology proposed in this
paper can be found in this process of credit risk management, and
an example is provided in this paper.

This paper is organized as follows. In Section 2 the proposed
methodology is described by first deriving amonotonicity property
of the distribution function as functions of its parameters. An algo-
rithm to construct the exact confidence set and confidence band
for the beta distribution is then provided. In Section 3 examples
of the confidence band construction are given for both simulated
data sets and a real data set. In the real data example it is shown
how to construct a confidence band for the LGD distribution and a
discussion is provided of its application in credit riskmanagement.
Finally, a summary is provided in Section 4.

2. Methodology

In this section the proposed methodology for the construction
of confidence sets and confidence bands for a beta distribution is
provided. The theoretical development is discussed in Section 2.1,
and algorithms are outlined in Section 2.2.

Fig. 1. Some contours of the distribution function F (x; a, b).

2.1. Theoretical development

Consider a vector of n independent identically distributed ran-
dom variables X = (X1, . . . , Xn) having the beta distribution
function F (x; a, b), with positive shape parameters a and b, given
by

F (x; a, b) =

∫ x
0 f (t; a, b) dt∫ 1
0 f (t; a, b) dt

(1)

where

f (x; a, b) = xa−1(1− x)b−1.

Examples of the distribution function contours at various x on
the parameter (a, b) plane are shown in Fig. 1, and notice that
F (x; a, b) = 1− F (1− x; b, a). The expectation of this distribution
is a/(a + b), which remains unchanged if the parameters a and
b are both scaled by the same quantity, and it can be seen that
the contours are reasonably straight lines extending out from the
origin a = b = 0.

Consider the acceptance set A(a, b) defined by

A(a, b) =
{
X : sup

x
|GX (x)− F (x; a, b)| ≤ dα,n

}
, (2)

where GX (x) is the empirical cumulative distribution function of
a sample of X and dα,n is the Kolmogorov critical point. It follows
from Kolmogorov’s test that there is a probability of exactly 1− α
that the observed X will fall within the acceptance set of the true
parameter values. Moreover, Eq. (2) can be written as
i
n
− dα,n ≤ F (X(i); a, b) ≤

i− 1
n
+ dα,n, i = 1, . . . , n, (3)

where X(1) ≤ · · · ≤ X(n) are the ordered values of X1, . . . , Xn.
Consequently, for an observed value X , a 100(1 − α)% confidence
set Kα(X) for the beta parameters is the set of pairs (a, b) for which
(3) is satisfied.

It should be noted that the confidence set Kα(X) may be empty.
This occurs when there are no values of a and b that satisfy Eq. (3),
and it alerts the experimenter to the fact that the data should not
bemodeledwith a beta distribution. In otherwords, the confidence
set Kα(X) is empty if there is no beta distribution consistent with
the data according to Kolmogorov’s test.
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The following theoremand corollary are useful for the construc-
tion of the algorithms in Section 2.2 for finding the solutions to
Eq. (3). Specifically, Theorem 1 states that the beta distribution
function at a given quantile, also known as the regularized incom-
plete beta function or the incomplete beta function ratio (see Johnson
et al., 1995; Johnson et al., 2005), is a monotone function in each
of the parameters. This implies that, with one parameter fixed, the
confidence set with respect to the other parameter is a connected
interval. This fact helps in the derivation of an efficient algorithm
to construct the desired confidence set of the parameters.

Theorem 1. Let F (x; a, b) be the cumulative distribution function
of the beta distribution given in Eq. (1). Then for any 0 < x < 1
and fixed b > 0, g(a) = F (x; a, b) is a continuous nonincreasing
function in a > 0. In addition, for any 0 < x < 1 and fixed a > 0,
h(b) = F (x; a, b) is a continuous nondecreasing function in b > 0.
Furthermore,

lim
a→∞

g(a) = 0 = lim
b→0

h(b) and lim
a→0

g(a) = 1 = lim
b→∞

h(b).

Proof. For fixed b > 0, it is first shown that g(a1) ≥ g(a2) for any
0 < a1 < a2. Observe that

s(x) =
f (x; a1, b)
f (x; a2, b)

= x(a1−a2)

is decreasing in x. Now define

u(x) =

∫ x
0 f (t; a1, b) dt∫ x
0 f (t; a2, b) dt

=

∫ x
0 f (t; a2, b)s(t) dt∫ x

0 f (t; a2, b) dt

which is a weighted average of the decreasing function s(x). There-
fore, for 0 < x1 < x2,

u(x1) ≥ s(x1) ≥

∫ x2
x1

f (t; a2, b)s(t) dt∫ x2
x1

f (t; a2, b) dt
.

Observe further that

u(x2) = w · u(x1)+ (1− w) ·

(∫ x2
x1

f (t; a2, b)s(t) dt∫ x2
x1

f (t; a2, b) dt

)
,

where

0 ≤ w =

∫ x1
0 f (t; a2, b) dt∫ x2
0 f (t; a2, b) dt

≤ 1,

so that u(x2) is a convex combination of u(x1) and the smaller term.
Hence, u(x1) ≥ u(x2) which implies that for 0 ≤ x ≤ 1,∫ x
0 f (t; a1, b) dt∫ x
0 f (t; a2, b) dt

= u(x) ≥ u(1) =

∫ 1
0 f (t; a1, b) dt∫ 1
0 f (t; a2, b) dt

.

Multiplying both sides of this inequality by
(∫ x

0 f (t; a2, b) dt
/

∫ 1
0 f (t; a1, b) dt

)
gives the required result g(a1) ≥ g(a2). Further-

more, it is clear that g is continuous in a > 0 since f is continuous
in a > 0.

It is now shown that lima→∞g(a) = 0 for each 0 < x < 1. For a
fixed x ∈ (0, 1),

g(a) =

∫ x
0 ta−1(1− t)b−1 dt∫ 1
0 ta−1(1− t)b−1 dt

≤

∫ x
0 ta−1(1− t)b−1 dt∫ 1
x ta−1(1− t)b−1 dt

≤
max{1, (1− x)b−1}

∫ x
0 t

a−1 dt

min{1, (1− x)b−1}
∫ 1

x t
a−1 dt

=
max{1, (1− x)b−1}xa

min{1, (1− x)b−1}(1− xa)
.

Since 0 < x < 1, the last term goes to 0 so that g(a) → 0 as
a→∞.

Now it is shown that lima→0g(a) = 1 for each 0 < x < 1. Define
ḡ(a) = 1− g(a). Then for a fixed x ∈ (0, 1),

ḡ(a) =

∫ 1
x ta−1(1− t)b−1 dt∫ 1
0 ta−1(1− t)b−1 dt

≤

∫ 1
x ta−1(1− t)b−1 dt∫ x
0 ta−1(1− t)b−1 dt

≤
max{1, (1− x)b−1}

∫ 1
x t

a−1 dt

min{1, (1− x)b−1}
∫ x

0 t
a−1 dt

=
max{1, (1− x)b−1}(1− xa)

min{1, (1− x)b−1}xa
.

Now as a → 0 the last term goes to 0, and hence ḡ(a) → 0 and
g(a)→ 1.

The analogous properties of h(b) can be obtained similarly, or
by recognizing that F (x; a, b) = 1− F (1− x; b, a). □

The following corollary is useful for finding the solutions to
Eq. (3).

Corollary 1. For 0 < X(1) ≤ · · · ≤ X(n) < 1 and fixed b > 0, there
exists an interval [la, ra] with la > 0 such that a satisfies Eq. (3) iff
a ∈ [la, ra]. In the same way, for a fixed a > 0 there exists an interval
[lb, rb] with lb > 0 such that b satisfies (3) iff b ∈ [lb, rb].

Proof. For fixed b > 0 and fixed i ∈ {1, . . . , n}, by Theorem 1 there
exists 0 < la,i < ra,i such that a satisfies

i
n
− dα,n ≤ F (X(i); a, b) ≤

i− 1
n
+ dα,n (4)

iff a ∈ [la,i, ra,i]. In fact, the interval [la,i, ra,i] is the inversemapping
of the interval [ in −dα,n,

i−1
n +dα,n] under g(a) = F (xi; a, b), which

is a bounded continuous nonincreasing function. Then

[la, ra] =
n⋂

i=1

[la,i, ra,i]

which may be empty. In fact, la = maxi{la,i} and ra = mini{ra,i}
when the first of these is smaller than the second (and the interval
is empty otherwise). For fixed a > 0 the interval [lb, rb] can be
found in a similar way. □

2.2. Algorithms

This section contains an algorithm for obtaining the confidence
set from Eq. (3). R-code is available from the authors to implement
this algorithm.

Corollary 1 implies that the cross-section of the desired con-
fidence set Kα(X) at a given b is a connected interval of a (and
similarly, at a given a is a connected interval of b). Therefore,
the confidence set construction can be reduced to finding these
two interval end points at each value of b, which can easily be
performed by, for example, the bisectioning method. Algorithm
1 illustrates a possible version of the confidence set construction
procedure.

In Algorithm 1, define the left and the right cross-sectional end
points at b as lb and rb as in Corollary 2.2, so that

lb = argmin
a
{(a, b) : (a, b) satisfies Eq. (3)},

rb = argmax
a
{(a, b) : (a, b) satisfies Eq. (3)}.
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Algorithm 1 Confidence Set Construction
Require:

A data set of size 0 < X(1) ≤ · · · ≤ X(n) < 1.
An initial pair of parameters (a0, b0) that satisfies equation (3).
Confidence level, 100(1 − α)%; precision parameter, ∆ > 0;
cross-sectional tolerance, ϵ > 0; maximum of parameter b,
denoted by bmax.

1: Set j = 0. Given bj, find lbj and rbj .
2: while rbj − lbj ≥ ϵ and bj +∆ ≤ bmax do
2: Set j← j+ 1. Let bj = bj−1 +∆. Find lbj and rbj .
3: end while
4: Let j+ = j, set j = −1 and b−1 = b0 − ∆. Given bj, find lbj and

rbj .
5: while rbj − lbj ≥ ϵ and bj −∆ > 0 do
5: Set j← j− 1. Let bj = bj−1 −∆. Find lbj and rbj .
6: end while
7: return The confidence set, Kα(X), defined by the sequences of

left end points and right end points:

{(lj− , bj− ), (lj−+1, bj−+1), . . . , (lj+ , bj+ )},

{(rj− , bj− ), (rj−+1, bj−+1), . . . , (rj+ , bj+ )}.

Once the confidence set Kα(X) has been constructed, the confi-
dence band of the distribution function is themapping into the dis-
tribution function space of all distribution functionswith respect to
all parameter pairs in Kα(X). Specifically, for each x the confidence
band of the distribution function at x has a lower bound Fl(x) and
an upper bound Fu(x), where

Fl(x) = inf{F (x; a, b) : (a, b) ∈ Kα(X)},

and

Fu(x) = sup{F (x; a, b) : (a, b) ∈ Kα(X)}.

For each x, finding Fl(x) and Fu(x) is ostensibly an optimization
problem in two dimensions. However, by the monotonicity of the
distribution function with respect to the beta parameters given in
Theorem 1, it is known that Fl(x) and Fu(x) can be found from the
boundary of Kα(X). Therefore, once the confidence set has been
constructed, the confidence band construction entails only a one
dimensional optimization problem.

It is sometimes more convenient to construct the confidence
band of the distribution function from the quantile function. In this
case, for each probability 0 < q < 1, the lower bound, F−1l (q) and
the upper bound F−1u (q) of the quantile function are

F−1l (q) = inf{F−1(x; a, b) : (a, b) ∈ Kα(X)},

and

F−1u (q) = sup{F−1(x; a, b) : (a, b) ∈ Kα(X)}.

Since F−1l and F−1u form the same confidence band as those from
Fl and Fu, the values of F−1l (q) and F−1u (q) can also be found on
the boundary of Kα(X). Notice that since the confidence set has an
exact confidence level of 1− α, the confidence bands also have an
exact confidence level of 1− α.

3. Examples

In this section examples of the confidence set and confidence
band construction are given simulated data sets in Section 3.1, and
for a real data set in Section 3.2. In the real data example it is shown
how to construct a confidence band for the Loss Given Default
(LGD) distribution and a discussion is provided of its application
in credit risk management.

Table 1
The simultaneous 95% confidence lower bounds and upper bounds for some key
quantities of the beta distribution constructed from the simulated data sets of sizes
25, 50, 75 and 100 with parameters (a = 2, b = 5).

Parameter True value Size 25 Size 50

LCB UCB LCB UCB

a 2.000 0.504 30.766 0.932 15.518
b 5.000 1.213 107.213 2.474 47.844
a/(a+ b) (mean) 0.286 0.179 0.296 0.224 0.296
F−1(0.01) 0.027 0.000 0.147 0.003 0.133
F−1(0.25) 0.161 0.051 0.211 0.097 0.215
F−1(0.50) (median) 0.264 0.159 0.279 0.200 0.286
F−1(0.75) 0.389 0.237 0.489 0.273 0.416
F−1(0.99) 0.706 0.311 0.959 0.380 0.838

Parameter True value Size 75 Size 100

LCB UCB LCB UCB

a 2.000 1.042 8.730 1.150 6.171
b 5.000 2.646 25.126 2.863 17.513
a/(a+ b) (mean) 0.296 0.248 0.312 0.250 0.308
F−1(0.01) 0.027 0.005 0.109 0.007 0.090
F−1(0.25) 0.161 0.111 0.224 0.121 0.216
F−1(0.50) (median) 0.264 0.231 0.299 0.239 0.297
F−1(0.75) 0.389 0.300 0.424 0.312 0.424
F−1(0.99) 0.706 0.447 0.830 0.489 0.816

3.1. Simulated data

Observations were simulated from a beta distribution with
parameters a = 2 and b = 5 and with sample sizes n equal to 25,
50, 75 and 100. In each case themethodology described in Section 2
was used to construct a 95% confidence set for the parameter pair
(a, b), which are shown in Fig. 2. These confidence sets were then
used to form 95% confidence bands for the cumulative distribution
function, which are shown in Fig. 3. Table 1 contains confidence
bounds for some key quantities of the beta distribution which are
obtained from the confidence sets in Fig. 2.

It can be seen from Fig. 2 that the confidence sets possess a
needle shape, which is not surprising considering the contour plots
shown in Fig. 2, and the fact that the expectation of the distribution
is a/(a+b), which remains unchanged if the parameters a and b are
both scaled by the same quantity, as discussed at the beginning of
Section 2.1. As expected, the confidence sets become dramatically
smaller when the sample size becomes larger, as shown by the ar-
eas given in Fig. 2. Each confidence set contains the true parameter
values a = 2 and b = 5.

It can be seen from Fig. 3 that, as expected, the confidence bands
becomes narrower when the sample size grows larger. In all cases
the band is widest at high quantiles, narrowest at mid quantiles,
and slightlywider again at lowquantiles. Observe that even though
the confidence set areas in Fig. 2 become much smaller when
the sample size increases, there is not such a dramatic change
in the confidence band areas. The true distribution function with
parameter values a = 2 and b = 5 is shown by the dashed lines in
Fig. 3, and in all cases it stays within the confidence bands (since
the true parameter values are containedwithin the confidence sets
in Fig. 2). An estimated distribution function corresponding to the
maximum likelihood estimates of the parameters is also shown by
thedotted lines in Fig. 3. This estimate canbequite far from the true
distribution function, although it also stays within the confidence
bands.

3.2. Loss given default (LGD) data

In credit risk management the loss from a default to a loan can
be estimated by the following simple relationship

Expected Loss = PD× LGD× Exposure, (5)
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Fig. 2. The exact 95% confidence sets for the beta distribution parameters (a, b) constructed from simulated data sets of sizes 25, 50, 75 and 100 with parameters
(a = 2, b = 5).

where PD is the probability of default, LGD is the loss given default,
and Exposure is the outstanding value of the loan at the time of the
estimation (see, for example, Duffie and Singleton, 2003; Altman,
2008). In practice, the LGD is often modeled as a random quantity,
and its expectation is substituted into Eq. (5). To guard against
risk in economic downturns, the BIS Basel II (2004) financial reg-
ulations suggested that financial institutions perform stress tests
on their LGD. Moreover, the Federal Reserve System of the United
States recommends that a downturn LGD of the form

LGD in Downturn = 0.08+ 0.92E[LGD]

is employed where E[LGD] is the expected loss given default (Alt-
man, 2008).

J.P. Morgan’s CreditMetricsTM recommends a beta distribution
for LGD (Gupton et al., 1997), which provides a motivation for the
work in this paper. This recommendation can provide more infor-
mation about an LGD other than merely its expected value. With
a distribution specified for the LGD, risk managers are equipped
with a more powerful tool to assess and manage risk in different
economic climates. Of course, the distribution of the LGD cannot
be knownwith certainty, and so themethodology developed in this
paper can be used to make inferences about the LGD.

Neither the downturn LGD suggested by the US Federal Reserve
System nor the beta model suggested by CreditMetricsTM account
for the model risk caused by an inadequate sample size. Therefore,
it is proposed that an upper confidence band (UCB) fitted to a
data set of LGD values experienced by financial institutions can
be employed in conjunction with the recommendations already
in place. This will be a rigorous stress test model for credit risk
management purposes because this confidence band aggregates

the information regarding the recovery risk and the model risk.
In addition, it is a distribution function in its own right that can
conveniently be applied to a wide range of risk calculations.

As a demonstration of the new suggested approach using the
methodology developed in this paper, Moody’s Default & Recovery
Database was used to obtain a data set of defaults during the 10-
year period from 2006 to 2015 whose recovery rate was greater
than zero and less than one. This data set contains 249 events. The
recovery rate of an eventwas computed from theweighted average
of the discounted settlements corresponding to the instruments of
the event. The LGD was then calculated as one minus the recovery
rate.

Confidence sets and confidence bands at 95% and 99% confi-
dence levels based on the proposedmethodologywere constructed
from the data set of 249 LGD events, and they are shown in Fig. 4.
Some key quantities obtained from the confidence set and the
confidence bands are given in Table 2. Notice that the confidence
sets in Fig. 4 is not empty, which confirms that this data set of LGD
events can be modeled with a beta distribution.

FromFig. 4, it is natural that the 99% confidence set is larger than
and covers the 95% confidence set. As a result, the 99% confidence
band is also wider than the 95% confidence band. Observe that the
area of a 99% confidence band is 0.1520/0.1212 ≈ 1.25 times
that of 95% confidence band. This ratio can be considered as the
average ratio between the 99% and 95% confidence intervals of a
quantile of the estimated beta distribution. Recall that the width
of a 99% confidence interval formed by a normal distribution is
z0.005/z0.025 = 1.31 times that of the corresponding 95% confidence
interval. Therefore, the ratio from the newly proposed methodol-
ogy is not very far from the ratio from a regular normal approxi-
mation (1.25 versus 1.31). However, in this case, the new method
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Fig. 3. The exact 95% confidence bands for the cumulative distribution function constructed from simulated data sets of sizes 25, 50, 75 and 100 with parameters
(a = 2, b = 5).

Table 2
Some key quantities of the beta distribution fitted to the 249 LGD events. The point
estimates are computed using the maximum likelihood estimates of the parame-
ters. The lower confidence bounds (LCB) and the upper confidence bounds (UCB),
at 95% and 99% confidence levels, are computed using the new proposed method-
ology.

Parameter Point estimates 95% Conf. Interval 99% Conf. Interval

Max likelihood LCB UCB LCB UCB

a 1.1611 0.7487 2.0453 0.6695 2.3580
b 1.3215 0.8665 2.4215 0.7715 2.7915
a/(a+ b) (mean) 0.4677 0.4211 0.5057 0.4095 0.5173
Downturn LGDa 0.5103 0.4674 0.5453 0.4568 0.5559
F−1(0.01) 0.0146 0.0025 0.0533 0.0014 0.0672
F−1(0.25) 0.2417 0.1801 0.3113 0.1642 0.3286
F−1(0.50) (median) 0.4579 0.4002 0.5074 0.3859 0.5222
F−1(0.75) 0.6864 0.6065 0.7436 0.5917 0.7622
F−1(0.99) 0.9732 0.9087 0.9935 0.8900 0.9961

a Downturn LGD is defined as 0.08+ 0.92a/(a+ b).

comparatively provides a little more aggressive 99% confidence
interval.

In Table 2 the point estimates can be viewed as standard
CreditMetricsTM estimates. The point estimate of the mean 0.4677
is computed from the mean formula of the beta distribution, and
is almost the same as the sample mean 0.4634. Consequently, the
downturn LGD suggested by the US Federal Reserve Systemwould
become slightly lower (0.5064) if the mean was replaced by the
sample mean.

The UCB column contains the new estimates based on the
proposed upper confidence band. The mean in the UCB column is
computed from the maximum of a/(a + b) over all pairs (a, b) in

the confidence set Kα(X) shown in the left panel of Fig. 4. It is then
substituted into the downturn LGD formula to obtain the UCB of
the downturn LGD. The values for the quantiles in the UCB column
are taken from the upper confidence band shown in the right panel
of Fig. 4.

The UCB values are naturally larger than the point estimates,
with the discrepancies reflecting the model risk caused by the
finiteness of the sample size. This implies that the UCB approach is
more conservative, and hence more appropriate for a comprehen-
sive riskmanagement program that aims to take into consideration
model risk. It is therefore proposed that this new UCB approach be
employed in conjunction with the methodology developed in this
paper. The discrepancies between the UCB estimates and the point
estimates will become smaller as the analysis is based on larger
data sets.

4. Summary

A new methodology has been proposed to construct an exact
confidence set and exact confidence bands for a beta distribution.
This involves simultaneous inference on the two parameters of the
beta distribution, based upon the inversion of Kolmogorov tests.

It has been shown that the distribution function of the beta
distribution is a monotone function with respect to either of its
parameters, and this has enabled the derivation of an efficient al-
gorithm for the confidence set and confidence band constructions.
Themethodology has been demonstrated with simulated data sets
of different sample sizes.

Moreover, the methodology has been applied to an important
problem in financial risk management. For the analysis of loss
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Fig. 4. The exact 95% and 99% confidence sets and confidence bands for the beta distribution fitted to the data set of 249 LGD events during the period 2006–2015 obtained
from Moody’s Default & Recovery Database.

given default (LGD) data, it has been proposed that the method-
ology be employed to calculate upper confidence bounds (UCB) for
the quantities of interest. This new approach properly addresses
model risk caused by inadequate sample sizes of LGD data, and
can be used in conjunction with the standard recommendations
provided by regulators to provide enhanced andmore conservative
analyses.
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ABSTRACT

This paper considers the problem of comparing two processes or
treatments which are each modelled with a Weibull distribution. Win-
probabilities are considered, which compare potential single future
observations from each of the two treatments. This information can
be useful in helping decide which of the two treatments to adopt,
and can be combined with other factors relevant to a practitioner
such as the availabilities, costs and side-effects of the two treatments.
A methodology employing joint confidence sets is developed which
not only allows estimation and confidence interval construction for
the win-probabilities, but at the same guaranteed confidence level
also tests whether Weibull distributions are appropriate for the data,
identifies any commonWeibull distributions for the twoprocesses and
also provides individual inferences for the two Weibull distributions.
Examples are given to illustrate the implementation and application
of this methodology, for which R computer code is available from the
authors. This methodology can be extended to different models such
as other two-parameter and three-parameter Weibull models, and to
the comparison of three or more Weibull distributions.

ARTICLE HISTORY
Accepted 10 May 2016
Published online 19 July 2016

KEYWORDS
Weibull distribution; failure
times; win-probabilities;
joint confidence sets;
confidence intervals;
two-sample problem

1. Introduction

Let
f (x; a, λ) = a

λ

(x
λ

)a−1
e−(x/λ)a

be the probability density function of aWeibull distribution with parameters a and λ, with
a cumulative distribution function

F(x; a, λ) = 1 − e−(x/λ)a ,

for x ≥ 0, with a > 0 and λ > 0. This distribution has received considerable attention
in the reliability literature, and most standard approaches to making inferences with this
model involve graphical methods or approximate theoretical methods (see, for example,
Abernethy, 2006; Lawless, 2003; Rinne, 2008).

Consider the two sample problem with independent data X1i, 1 ≤ i ≤ n1, from a
Weibull distribution with parameters a1 and λ1, and independent data X2i, 1 ≤ i ≤ n2,
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2 A. J. HAYTER ET AL.

from a Weibull distribution with parameters a2 and λ2, with all four parameters being
unknown. The comparison of these two Weibull distributions based on the two samples
is a difficult problem, and the methodologies available in the literature generally rely on
asymptotic approximate arguments with some assumptions about the parameters.

For example, Schafer and Sheffield (1976) discuss how to test the equality of the two
scale parameters λ1 and λ2 under the assumption that the two shape parameters a1 and a2
are equal. More recently, Hudak and Tiryakioglu (2011) show how to compare the shape
parameters of twoWeibull distributions and discuss applications to the fracture properties
of ceramics and metals. Also, Louzada-Neto, Bolfarine, and Rodrigues (2002) provide a
goodmotivation for the related problem of comparing twoWeibull regressionmodels with
respect to assessing the reliability of manufactured items, and provide a Bayesian solution
for accelerated data. Finally, Parsi, Ganjali, and Farsipour (2011) provide approximate
methods for this two sample problem based on the asymptotic normality of the maximum
likelihood estimators and using bootstrap methods when there is Type-II progressive
censoring.

In this paper, the comparison of the two Weibull distributions is based upon the
construction of joint confidence sets for the parameters, and the consideration of win-
probabilities which are defined as follows. Let X∗

1 be a potential future observation from
the Weibull distribution with parameters a1 and λ1, and let X∗

2 be a potential future
observation from the Weibull distribution with parameters a2 and λ2. Then for ρ > 0 a
win-probability is defined as

W2(ρ) = P(X∗
2 ≥ ρX∗

1 ) =
∫ ∞

0
f (x; a1, λ1)(1 − F(ρx; a2, λ2))dx

=
∫ ∞

0

a1
λ1

(
x
λ1

)a1−1
e−(x/λ1)a1 e−(ρx/λ2)a2 dx.

For τ = ρλ1/λ2 this is

W2(ρ) =
∫ ∞

0
a1xa1−1e−(xa1+(τx)a2 )dx. (1)

Thus, if the two Weibull distributions represent two processes or treatments, and if
larger observations are better, then the win-probability W2(1) provides the probability
that a potential future observation from the second treatment will be at least as large as a
potential future observation from the first treatment. The values ofW2(ρ) for other values
of ρ also provide further information on howmuch better the observation from the second
treatment will be. Also, it is clear that

W1(ρ) = P(X∗
1 ≥ ρX∗

2 ) = 1 − W2(1/ρ)

and if small observations are better then these win-probabilities can similarly be used to
compare the two distributions.

The information provided by the win-probabilities can be of direct use in helping decide
which of the two treatments to adopt when a practitioner has a choice between the two
treatments, and it can be combined with other factors relevant to a practitioner such as the
availabilities, costs and side-effects of the two treatments. Discussions of win-probabilities
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can also be found inHayter (2013) for normally distributed data, inWiwatwattana, Hayter,
and Kiatsupaibul (2015) for binomial data, in Hayter (in press) for Poisson data, and in
Hayter (2012) for regression models.

Standard approaches to two sample problems generally involve testing the equality
of parameters and comparing expectations and quantiles. This can be useful from a
policy perspective in the sense that allocating all future observations to the treatment
with the largest expectation, say, will guarantee the largest long run average for the future
observations. However, as has been discussed, there are no direct procedures available
to apply these standard approaches to the situation of two Weibull distributions without
resorting to asymptotic arguments and assumptions.

The use of win-probabilities provides a way around this problem, and it also provides
more pertinent information from an individual perspective rather than from a policy
perspective. This is because an individual will have a potential outcome X∗

1 if the first
treatment is undertaken, and a potential outcomeX∗

2 if the second treatment is undertaken.
The win-probabilities then provide direct information to the individual concerning what
might happen if either treatment is taken, and this information can be combined with
other considerations such as the costs, availabilities and side-effects of the two treatments
which may be specific to that individual for that particular decision.

Thus, even if it is possible to establish that thefirst treatmenthas a larger expectation than
the second treatment, say, with larger observations being better, for a particular individual
it may be advantageous to take the second treatment if it is more readily available, has a
substantially lower cost or if its detrimental side-effects are less. If it is found that W2(ρ)

is not too small for certain values ρ of interest, then it may be judged that the ‘penalty’ for
taking the second treatment due to its smaller expectation is not too severe, and so it may
be considered to be the better decision when all aspects are taken into account.

These win-probabilities can be used in any of the reliability areas where the Weibull
distribution is typically adopted. Thus, the two treatments may correspond to two manu-
facturing processes, say, or to different carbon fibres as illustrated in Example 1 in Section
4.2. Also, an application of win-probabilities to compare the costs of two processes is
provided in Example 2 in Section 4.2. The win-probabilities can be particularly relevant
to medical studies where a patient may be faced with choosing between two medical
treatments, and where measurements of interest such as times to recovery or failure can
reasonably be modelled with a Weibull distribution.

In the medical setting, increasing attention has been directed recently towards non-
inferiority studies (see, for example, Fleming, 2008; Kwong, Cheung, Hayter, and Wen,
2012), where it has been recognized that as long as a new treatment is not worse than
a standard treatment by more than a specified non-inferiority margin, then it can be
preferable due to other reasons such as cost and availability. The calculation of win-
probabilities W2(ρ) with ρ corresponding to a particular non-inferiority margin can be
particularly useful in this case.

Kundu and Gupta (2006) provide a nice discussion of the estimation of the win-
probability W2(ρ) when ρ = 1 and when it is assumed that the two shape parameters a1
and a2 are equal. They show how to obtain an approximate maximum likelihood estimate
of the win-probability in this setting, and they derive approximate confidence intervals
based on asymptotic normality arguments, bootstrap methods and also using a Bayesian
approach.
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Kundu and Gupta motivate the problem with respect to a standard engineering context
concerning the mechanical reliability of a system, in which the first treatment corresponds
to the stress that a system is subjected to, while the second treatment corresponds to its
strength. Thus,W2(1) is the probability that the system’s strength is larger than the stress to
which it is subjected, in which case there will be no failure. This problem is also considered
by Lin and Ke (2013) for general location-scale distributions with progressive Type-II
censored data.

The approach taken in this paper is to consider inferences on win-probabilitiesW2(ρ)

for general values of ρ, and without the assumption of equal shape parameters. Further-
more, the objective is to obtain confidence intervals for thewin-probabilities that guarantee
a nominal confidence level through the construction of confidence sets for the two sets of
parameters with a guaranteed confidence level.

Moreover, a practitioner will usually be interested in a range of questions for this two-
sample problem, starting with an assessment of whether the two data-sets can actually be
modelled with Weibull distributions, progressing to whether there is a difference between
the two distributions and leading to questions about the magnitude of such a difference
if it exists. In addition, if one or both of the treatments are selected for further use, then
individual inferences will be required on one or both of the distributions. Usually these
questions are tackled separately with distinct error rates, which make it difficult to assess
the overall confidence level of the complete statistical analysis.

The methodology presented in this paper through the construction of confidence sets
for the two sets of parameters allows all of these questions to be answeredwith a guaranteed
specified overall simultaneous confidence level. The use of a procedure such as this which
addresses the multiplicity of the range of questions of interest to the practitioner has been
discussed in Hayter (2014) with respect to normally distributed data.

The layout of this paper is as follows. Section 2 discusses the estimation of the win-
probabilities, while the generalmethodologywhich in particular allows confidence interval
construction for the win-probabilities is considered in Section 3. Some examples and
illustration of these methodologies are provided in Section 4, and Section 5 contains a
summary.

2. Estimation of the win-probabilities

It can be seen from Equation (1) that the win-probabilityW2(ρ) depends upon a1, a2 and
τ = ρλ1/λ2. To provide an indication of this dependence, Figures 1–3 provide contour
plots ofW2(ρ) for τ = 1, 2 and 3 (for τ = 1/2 and 1/3 the contour plots can be obtained
from those for τ = 2 and 3 by switching a1 and a2 and subtracting the contour values
from 1). Also, Figure 4 provides an illustration of how the win-probabilities depend upon
the value of ρ for several sets of parameter values. The R code to calculate the win-
probabilities, which is available from the authors, uses R’s standard numerical methodolo-
gies to evaluate the integral in Equation (1).

For given data-sets X1i, 1 ≤ i ≤ n1 and X2i, 1 ≤ i ≤ n2, the win-probabilityW2(ρ) for
a particular value ρ of interest can be estimated by evaluating Equation (1) with estimates
of the parameters

Ŵ2(ρ) =
∫ ∞

0
â1xâ1−1e−(xâ1+(τ̂x)â2 )dx,
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Figure 1. Contour plot of the win-probabilityW2(ρ) for τ = 1.
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Figure 2. Contour plot of the win-probabilityW2(ρ) for τ = 2.

where τ̂ = ρλ̂1/λ̂2. These parameter estimatesmay, for example, be obtained bymaximum
likelihood, as discussed by Balakrishnan and Kateri (2008).

Specifically, for data X1i, 1 ≤ i ≤ n1, from a Weibull distribution with parameters a1
and λ1, the derivatives of the log-likelihood function l are



6 A. J. HAYTER ET AL.

Table 1. Averages from N = 100 simulations of the maximum likelihood estimates (with standard
deviations in brackets) and 1 − α = 0.95 confidence intervals for the win-probabilities.

a1 = 2 λ1 = 1 a2 = 3 λ2 = 1

n1 = n2 W2(0.5) = 0.869 W2(1) = 0.527 W2(2) = 0.193

20 0.874 (0.056) (0.534,0.997) 0.534 (0.092) (0.193,0.862) 0.194 (0.062) (0.010,0.526)
40 0.868 (0.037) (0.630,0.989) 0.522 (0.060) (0.273,0.766) 0.183 (0.045) (0.029,0.417)
70 0.869 (0.028) (0.693,0.975) 0.521 (0.050) (0.336,0.712) 0.186 (0.038) (0.058,0.364)
100 0.866 (0.025) (0.723,0.964) 0.525 (0.037) (0.365,0.684) 0.192 (0.027) (0.074,0.338)
200 0.871 (0.019) (0.771,0.944) 0.527 (0.031) (0.415,0.642) 0.191 (0.022) (0.104,0.292)

a1 = 2 λ1 = 1 a2 = 3 λ2 = 0.6

n1 = n2 W2(0.5) = 0.634 W2(1) = 0.261 W2(2) = 0.077

20 0.648 (0.091) (0.290,0.932) 0.263 (0.083) (0.032,0.615) 0.077 (0.043) (0.001,0.381)
40 0.642 (0.068) (0.389,0.873) 0.266 (0.058) (0.072,0.508) 0.079 (0.029) (0.004,0.280)
70 0.636 (0.041) (0.444,0.818) 0.259 (0.041) (0.106,0.445) 0.076 (0.022) (0.010,0.223)
100 0.638 (0.039) (0.474,0.788) 0.262 (0.034) (0.127,0.412) 0.077 (0.017) (0.015,0.197)
200 0.635 (0.024) (0.520,0.744) 0.260 (0.023) (0.162,0.366) 0.076 (0.012) (0.026,0.157)

a1 = 2 λ1 = 1 a2 = 3 λ2 = 1.4

n1 = n2 W2(0.5) = 0.945 W2(1) = 0.719 W2(2) = 0.331

20 0.947 (0.031) (0.635,1.000) 0.730 (0.087) (0.374,0.972) 0.339 (0.098) (0.073,0.695)
40 0.944 (0.024) (0.734,0.998) 0.715 (0.060) (0.457,0.923) 0.325 (0.061) (0.114,0.574)
70 0.946 (0.016) (0.803,0.996) 0.720 (0.042) (0.530,0.888) 0.329 (0.044) (0.160,0.517)
100 0.942 (0.014) (0.826,0.992) 0.709 (0.035) (0.549,0.853) 0.318 (0.035) (0.174,0.472)
200 0.945 (0.009) (0.869,0.986) 0.719 (0.025) (0.606,0.823) 0.332 (0.029) (0.229,0.443)

∂ l
∂a1

= n1
a1

− n1 log λ1 +
n1∑
i=1

logX1i + λ
−a1
1 log λ1

n1∑
i=1

Xa1
1i − λ

−a1
1

n1∑
i=1

Xa1
1i logX1i,

and
∂ l

∂λ1
= −a1n1

λ1
+ a1λ−a1−1

1

n1∑
i=1

Xa1
1i .

Setting these derivatives to be zero gives λ1 =
(

1
n1

∑n1
i=1 X

a1
1i

) 1
a1 and

n1
a1

+
n1∑
i=1

logX1i − n1
∑n1

i=1 X
a1
1i logX1i∑n1

i=1 X
a1
1i

= 0.

A method such as Newton–Raphson can be used to solve this latter equation to give â1,
which can then be used to obtain λ̂1. In a similar way the estimates â2 and λ̂2 can be
obtained from the data X2i, 1 ≤ i ≤ n2.

Indications of the accuracy of these maximum likelihood estimates of the win-
probabilities are given by Table 1 and Figure 6 which are discussed in the subsequent
sections.

3. Confidence interval construction for the win-probabilities

Confidence intervals for the win-probabilitiesW2(ρ) can be derived from confidence sets
for a1, a2 and τ . In order to construct confidence intervals that guarantee a nominal
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Figure 3. Contour plot of the win-probabilityW2(ρ) for τ = 3.
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Figure 4. Dependence of the win-probabilityW2(ρ) on ρ for various parameter values.

confidence level of 1− α, the method of Hayter and Kiatsupaibul (2013) can be employed
which derives a confidence set for the two parameters of a Weibull distribution with a
guaranteed confidence level.

This method can be used to generate a confidence set for a1 and λ1 based on the data
X1i, 1 ≤ i ≤ n1, with a confidence level of 1− α1, and a confidence set for a2 and λ2 based
on the data X2i, 1 ≤ i ≤ n2, with a confidence level of 1− α2. If 1− α = (1− α1)(1− α2)
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then these confidence sets can be used to provide confidence intervals for W2(ρ) with a
guaranteed confidence level of 1 − α.

In addition to providing confidence intervals for the win-probabilities, these two confi-
dence sets for the parameters can also be used to indicate whether the data-sets fit Weibull
distributions, since as explained by Hayter and Kiatsupaibul the confidence sets will be
empty if there are no plausible Weibull distributions that fit the data. Furthermore, the
intersection of the two confidence sets also indicates whether there are any common
Weibull distributions which fit the two data-sets, and if so what their parameter values are.
Finally, the confidence sets can also be used to provide individual confidence bounds on
the two distribution functions, and all of these inferences are provided with a guaranteed
overall simultaneous confidence level of 1 − α = (1 − α1)(1 − α2).

For the Weibull parameterization used in this paper, the method of Hayter and Kiatsu-
paibul can be employed as follows. For order statisticsX1(1) ≤ . . . ≤ X1(n1) from aWeibull
distribution with parameters a1 and λ1, the 1 − α1 confidence set for these parameters is
given by

−dα1,n1 + i
n1

≤ 1 − e−(X1(i)/λ1)
a1 ≤ dα1,n1 + i − 1

n1
for 1 ≤ i ≤ n1, where dα1,n1 is the Kolmogorov critical point. Equivalently,

l1i ≤ a1 logX1(i) − a1 log λ1 ≤ u1i

for 1 ≤ i ≤ n1, where

l1i = log
(
max

{
0,− log

(
n1 − i
n1

+ dα1,n1

)})

and
u1i = log

(
− log

(
max

{
0,
n1 − i + 1

n1
− dα1,n1

}))
.

Consequently, the values of a1 satisfy

max
{
l1i
a1

− logX1(i), 1 ≤ i ≤ n1
}

≤ min
{
u1i
a1

− logX1(i), 1 ≤ i ≤ n1
}

(2)

and for these values of a1 the parameter λ1 satisfies

e−min{u1i/a1−logX1(i),1≤i≤n1} ≤ λ1 ≤ e−max{l1i/a1−logX1(i),1≤i≤n1}. (3)

Therefore, the confidence set can be constructed by first finding the upper and lower
bounds for a1 from Equation (2). After this confidence interval for a1 has been obtained,
it is then straightforward to calculate the bounds on λ1 corresponding to each value of a1
from Equation (3). The confidence set for a2 and λ2 based on the data X2i, 1 ≤ i ≤ n2,
with a confidence level of 1 − α2 can be constructed in a similar manner.

A confidence interval for W2(ρ) with a guaranteed confidence level of 1 − α = (1 −
α1)(1 − α2) can be derived from these confidence sets as follows. Notice that W2(ρ) is
monotonically decreasing in λ1 and monotonically increasing in λ2, so that W2(ρ) is
maximized by searching for the maximum value of
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∫ ∞

0
a1xa1−1e−

(
xa1+(

ρxλmin
1 /λmax

2
)a2)

dx

over the confidence intervals for a1 and a2, andW2(ρ) is minimized by searching for the
minimum value of ∫ ∞

0
a1xa1−1e−

(
xa1+(

ρxλmax
1 /λmin

2
)a2)

dx

over the confidence intervals for a1 and a2, where

λmax
1 = e−max{l1i/a1−logX1(i),1≤i≤n1}

λmin
1 = e−min{u1i/a1−logX1(i),1≤i≤n1}

λmax
2 = e−max{l2i/a2−logX2(i),1≤i≤n2}

and
λmin
2 = e−min{u2i/a2−logX2(i),1≤i≤n2}.

It can be noted that the Kolmogorov critical point, required for this methodology, has
been extensively tabulated. In addition, it can be conveniently obtained from the R package
using the routine ‘kolmim’, which uses the algorithm proposed by Marsaglia, Tsang, and
Wang (2003) with an improvement by Luis Carvalho. Another efficient set of codes to
compute the Kolmogorov critical point in C and Java has been provided by Simard and
L’Ecuyer (2011).
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Figure 6. Estimates and confidence intervals for the win-probabilitiesW2(ρ) with a confidence level of
0.95 for simulated data-sets with n1 = n2 = 60 fromWeibull distributions with parameters a1 = 3 and
λ1 = 1, and a2 = 1 and λ2 = 1.

As an illustration of this methodology, data-sets of size n1 = n2 = 60 were simulated
from Weibull distributions with parameters a1 = 3 and λ1 = 1, and with a2 = 1 and
λ2 = 1. The resulting confidence sets for the two sets of parameters with 1 − α1 =
1−α2 = √

0.95 are shown in Figure 5. The first thing to note from Figure 5 is that neither
confidence set is empty, which implies that both data-sets can be modelled with a Weibull
distribution, as would be expected. If this methodology is applied and a confidence set is
empty, then this is a warning that aWeibull distribution is not appropriate for that data-set.

Furthermore, it is interesting to note from Figure 5 that there is a small non-empty
intersection of the two confidence sets. This indicates that it is plausible that the two
data-sets could be modelled with a common Weibull distribution, which would have a
shape parameter a between 1.53 and 1.82 and a scale parameter λ between 1.00 and 1.11.
The confidence sets can also be used to provide confidence bands for the two individual
distribution functions, as explained in Hayter and Kiatsupaibul (2013).

Confidence intervals for the win-probabilities W2(ρ) for all ρ can also be obtained
which together with all of these other inferences have an overall simultaneous confidence
level of 0.95. Figure 6 shows the true values of the win-probabilities together with their
maximum likelihood estimates discussed in Section 2, which can be seen to be very close
for these sample sizes.

The confidence intervals are also shown, and for example, despite the difference in
the shape parameters, the true value of W2(1) is close to 0.5 and the confidence interval
W2(1) ∈ (0.295, 0.667) is obtained. Thus, the inference can be drawn from the data-sets
that the probability that a potential future observation from the second treatment will
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exceed a potential future observation from the first treatment is at least 0.295 but no more
than 0.667.

In addition, the lower confidence interval is equal to 0.5 when ρ = 0.44, and so it can be
inferred that it is at least as likely as not that a potential future observation from the second
treatment will exceed 44% of a potential future observation from the first treatment. Also,
the upper confidence interval is equal to 0.5 when ρ = 1.62, and so it can be inferred that
it is at least as likely as not that a potential future observation from the first treatment will
exceed 1/1.62 = 62% of a potential future observation from the second treatment.

4. Examples and illustrations

In this section, some simulations and examples are presented to illustrate themethodology
proposed in this paper.

4.1. Simulations

Table 1 shows some simulation results of the estimates of the win-probabilities W2(0.5),
W2(1) and W2(2), together with their confidence intervals with a guaranteed confidence
level of 1 − α = 0.95. Three sets of parameter configurations are considered, and the
averages of N = 100 simulations are presented, together with the sample standard
deviations of these 100 values. Individual confidence levels of

√
0.95 were used for the

two confidence sets of the parameters.
These results provide an indication of how the confidence interval lengths depend

upon the sample sizes, which are taken to be equal for the two treatments. It should be
remembered that many other inferences besides the assessment of the win-probabilities
are included with this confidence level, as illustrated in the following two examples.

4.2. Examples

Two examples with real data-sets are presented to illustrate the methodologies proposed
in this paper.
Example 1: Kundu and Gupta (2006) analyse data on carbon fibre strengths taken from
Badar and Priest (1982). In their example, the first sample is n1 = 69 observations of fibre
strengths for gauge lengths of 20mm, while the second sample is n2 = 63 observations
of fibre strengths for gauge lengths of 10mm. They argue that Weibull distributions are
appropriate to model the two data-sets when a value of 0.75 has been subtracted from the
strengths.

Figure 7 shows the individual
√
0.95 level confidence sets for the Weibull parameters

of these two data-sets (with 0.75 subtracted). It is first important to note that neither
confidence set is empty, which confirms the analysis of Kundu and Gupta that the two
data-sets can be modelled with Weibull distributions. It is also interesting to note that the
two confidence sets are disjoint,which establishes that the twodata-sets cannot bemodelled
with a commonWeibull distribution. Thus, a hypothesis test that the two treatments have
identical Weibull distributions is rejected at size α = 0.05.

Figure 8 shows the estimates and confidence intervals for the win-probabilitiesW2(ρ),
and Table 2 provides some values of these estimates and confidence intervals together with
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Figure 7. Confidence sets with individual confidence levels of
√
0.95 for the carbon fibre strength data

in Example 1.

Table 2. Some estimates and confidence intervals for the carbon fibre strength data in Example 1 with
an overall simultaneous confidence level of 0.95.

Win-probabilities
W2(0.5) 0.980 (0.903,0.999)
W2(1) 0.765 (0.566,0.907)
W2(2) 0.182 (0.032,0.347)

Gauge length 20mm
Expectation 1.700 (1.517,1.875)
F−1(0.05) 0.868 (0.481,1.254)
F−1(0.25) 1.360 (1.096,1.581)
F−1(0.50) 1.709 (1.518,1.891)
F−1(0.75) 2.047 (1.820,2.333)
F−1(0.95) 2.501 (2.088,3.356)

Gauge length 10mm
Expectation 2.304 (2.018,2.519)
F−1(0.05) 1.191 (0.730,1.607)
F−1(0.25) 1.850 (1.562,2.074)
F−1(0.50) 2.317 (2.021,2.542)
F−1(0.75) 2.766 (2.461,3.150)
F−1(0.95) 3.369 (2.755,4.433)

some inferences on the expectations and quantiles of the individual strengths of the two
types of carbon fibres. It can be seen thatW2(1) is estimated to be 0.765 with a confidence
interval (0.566, 0.907) so that it can be inferred that a 10mm fibre has at least a 0.566
probability of having a strength greater than a 20mm fibre. In fact, the confidence interval
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Figure 8. Estimates and confidence intervals for the win-probabilitiesW2(ρ) with a confidence level of
0.95 for the carbon fibre strength data in Example 1.

forW2(2) indicates that there could be a probability of as high as 0.347 that a 10mm fibre
has a strength at least twice that of a 20mm fibre.

Kundu and Gupta discuss several ways of calculating approximate confidence intervals
for W2(1) under the assumption that the shape parameters are equal (which is not an
unreasonable assumption for these data where the maximum likelihood estimates are
â1 = 3.844, λ̂1 = 1.880, â2 = 3.910, and λ̂2 = 2.545). They report similar estimates of
about 0.762 forW2(1) with approximate 95% confidence intervals of about (0.700, 0.828),
which are substantially shorter than the confidence interval given in Table 2. From this
perspective Kundu and Gupta’s method is preferable.

However, this is balanced by the fact that with the guaranteed nominal confidence
level of 0.95, the methodology presented in this paper has also tested whether the data
can be modelled with Weibull distributions (this is examined separately by Kundu and
Gupta with its own individual error rate), has established that the two data-sets cannot be
modelled with a common Weibull distribution, has provided confidence intervals on the
win-probabilities W2(ρ) for all values of ρ, and has provided confidence intervals on the
expectations and quantiles of the individual strengths of the two types of carbon fibres,
without having to assume that the two shape parameters are equal. The next example
considers a situation where it is not reasonable to assume that the two shape parameters
are equal.
Example 2: A communication switching machine undergoes cycles of up-time when it
functions, and down-time when it is out of order and requires repairing. The following
data-sets containn1 = 38down-times of themachine andn2 = 44up-times of themachine
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Figure 9. Confidence sets with individual confidence levels of
√
0.95 for the down-times and up-times

data in Example 2.

in hours. This original real data-set was extracted from the log file of a communication
switching machine operating in Khon Kaen University in Thailand.

Down-times:
6.650 0.233 0.683 0.450 2.417 2.933
3.334 0.867 3.200 0.200 1.233 6.361
0.019 1.683 11.467 2.917 0.093 0.783
0.933 3.951 4.592 28.101 0.0003 0.283
8.167 6.183 0.0006 0.0003 0.133 1.800
7.650 5.533 0.133 10.417 1.117 3.483
0.767 0.550

Up-times:
1.333 35.783 119.167 233.817 1323.133 68.017

120.967 1100.317 716.017 52.517 476.467 0.050
314.150 12.183 233.050 42.750 149.417 818.383
154.483 67.500 19.333 0.001 0.0008 0.0006
0.0006 1.050 23.617 8.117 0.050 0.002
0.002 0.006 0.003 4.517 243.217 182.417
13.133 305.050 171.050 325.400 138.317 513.083
40.583 2.000

It is useful to be able to compare the distributions of the down-times and the up-
times. Specifically, if the benefits of the machine functioning are a linear function of the
up-time, while the repair costs are a linear function of the down-time, then the win-
probabilities provide an assessment of the benefit to cost ratios of this communication
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Figure 10. Estimates and confidence intervals for the win-probabilitiesW2(ρ)with a confidence level of
0.95 for the down-times and up-times data in Example 2.

switching machine. For example, if the benefit per unit time is twice the repair cost per
unit time, then W2(0.5) is the probability that one cycle of repairing the machine and
running it until failure will be economically advantageous.

Figure 9 shows the individual
√
0.95 level confidence sets for theWeibull parameters of

these two data-sets, which can be seen to be disjoint and possessing quite different shapes.
First of all, the fact that neither confidence set is empty indicates that both data-sets can
be modelled with aWeibull distribution. In addition, since the confidence sets are disjoint
it can be inferred that the two data-sets cannot be modelled with a common Weibull
distribution. In fact, while the up-times are generated from the machine reliability, the
down-times depend upon the human repair policy, and so it is quite reasonable to expect
that the two distributions would be unequal.

The parameter estimates are â1 = 0.572, λ̂1 = 2.314, â2 = 0.324, and λ̂2 = 58.276,
and even though the projections of the two confidence sets onto the shape parameter
axis have some intersection, the non-intersected parts are much larger. Consequently, it
is unreasonable to simplify the analysis by assuming that the two data-sets have identical
shape parameters.

Figure 10 shows the estimates and confidence intervals for the win-probabilitiesW2(ρ).
For example,W2(0.5) is estimated to be 0.787 with a confidence interval of (0.540, 0.963),
so that (when the benefit per unit time is twice the repair cost per unit time) it can be
inferred that one cycle of repairing the machine and running it until failure is more likely
than not to be economically advantageous, with an estimated chance of about 79%. Also,
W2(1) is estimated to be 0.743 with a confidence interval of (0.509, 0.945), and W2(2) is
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estimated to be 0.693 with a confidence interval of (0.477, 0.924). Thus, it can be inferred
that there is at least about a 48% chance that one cycle of repairing themachine and running
it until failure will generate benefits of four times the cost, and that this can be estimated
to occur with a chance of about 69%.

On the other hand, in this communications setting a shutdown can be catastrophic in
terms of cost, and so it may be the case that the benefit per unit time is only 1% of the repair
cost per unit time. In this caseW2(100) is estimated to be 0.326 with a confidence interval
of (0.156, 0.629) so that there is an estimated chance of only about 33 that one cycle of
repairing the machine and running it until failure will be economically advantageous.

5. Summary

This paper has considered the problem of comparing two Weibull distributions. The
current statistical literature does not offer much scope for addressing this problem, with
available procedures relying on large sample asymptotic results and assumptions about the
parameters.

The procedure proposed in this paper allows a thorough investigation of the twoWeibull
distributions, so that testing whether Weibull distributions are appropriate, identifying
whether the twoWeibull distributions can be taken to be identical (and if so, identification
of the common parameter values), and comparisons of the difference between the two
Weibull distributions with win-probabilities are all achieved with a guaranteed overall
simultaneous confidence level.

The win-probabilities with different choices of ρ allow an assessment of the practical
difference between the two Weibull distributions. They can be particularly useful when
a choice must be made between the two distributions and provide information that can
be combined with other factors such as the costs, availabilities and side-effects of the two
choices. R code is available to implement the methodology discussed in this paper, and it
can be requested from the authors.

Thismethodology can also be applied tomaking inferences on other parametricmodels,
and in particular to the wide range of additional two-parameter and three-parameter
Weibull models, which are discussed inMurthy, Bulmer, and Eccleston (2004a, 2004b) and
Nadarajah and Kotz (2008), for example. Extensions can also be made to the comparisons
of three or more distributions through the construction of joint confidence sets for the
parameters from each of the distributions.
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