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บทที่ 1
บทนํา

ความสําคัญละท่ีมาของปญหา
การจําลองปญหากลศาสตรของไหลเปนสิ่งที่ซับซอน  ประกอบกับวิธีการเชิงตัวเลข ในทุก

วิธีจะมีความยุงยาก โดยเฉพาะอยางยิ่งเมื่อตองดําเนินการกับปญหาของสมการอนุพันธยอยไมเชิง
เสน  ( n o n - l i n e a r  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n )   อี กทั้ งปญหาจํานวนมาก  ของ
กลศาสตรของไหลไดศึกษาการเคลื่อนที่ของของไหลรอบโดเมนและการไหลภายในโดเมน เมื่อ
ขอบของโดเมนเปนของแข็งที่ของไหลไมสามารถไหลผานขอบได ซ่ึงมีงานวิจัยจํานวนมากศึกษา
ปญหาเหลานี้แลว แตมีปญหาที่ผูวิจัยสนใจคือปญหาการเคลื่อนที่ของของไหลที่เคลื่อนที่ผานโด
เมนที่เปนชองทางเปด โดยที่ขอบโดเมนแบงเปน 3 สวนคือ สวนที่ของไหลไหลเขาขอบของโดเมน
(inflow parts) ไหลออกขอบของโดเมน (outflow parts) และสวนที่ของไหลไมสามารถไหลผานขอบของ
โดเมน (impermeable parts) ขอบของโดเมน ซ่ึงผูวิจัยเรียกวา ปญหาการไหลผานตลอด (Flowing-through 

Problem) ดังรูปที่ 1.1  ประกอบกับการตรวจสอบปญหาคาเงื่อนไขขอบเริ่มตนสําหรับสมการออย
เลอร ไดมีการศึกษาโดย N.M. Gunter ในป ค.ศ. 1927 และในป ค.ศ. 1929  L. Lichtenstein ไดศึกษาสม
การออยเลอรกับกรณีเมื่อของเหลวที่ไหลอยูในภาชนะบรรจุที่มีผนังขอบที่ของเหลวไมสามารถ
ไหลผานผนังขอบได ในป ค.ศ. 1956  N.E. Kochin เปนนักวิจัยคนแรกที่ศึกษาปญหานี้  สําหรับปญหา
การไหลที่ไมคงที่ในสองมิติ และ ในป ค.ศ. 1980  โดย A.V. Kazhikhov และ V.V. Ragulin ทําการศึกษา
การมีอยูจริงและมีเพียงหนึ่งเดียวของผลเฉลยของปญหาคาขอบเขต เมื่อสวนของของไหลที่ไหล
ผานขอบกําหนดตัวประกอบทั้งสามของความเร็วหรือตัวประกอบปกติของความเร็วและสองตัว
ประกอบสัมผัสของความเร็ววน และสําหรับสวนของของไหลที่ไหลผานออกจากขอบกําหนดให
เปนตัวประกอบปกติของความเร็วหรือความดัน

ในป ค.ศ. 1990, S.N. Antontsev, A.V. Kazhikov ไดทําการพิสูจนการมีอยูจริง ผลการวิจัยพบวา
สําหรับปญหาของของเหลวอุดมคติที่เคลื่อนที่ไหลผานตลอดขอบโดเมน เมื่อผลรวมเวคเตอรของ
ความเร็วถูกกําหนดใหสวนที่ของไหลไหลเขาขอบเขต โดยที่ตัวประกอบปกติหรือความดันถูก
กําหนดในสวนที่ของไหลไหลออกจากขอบ

ปญหาการวิจัยนี้ไมเพียงเปนปญหาคณิตศาสตรที่นาสนใจแตยังเกี่ยวของกับปญหาตางๆ
ทางฟ สิกสด วย    โดยผู วิ จั ยสนใจการวิจั ยนี้ เนื่ องจากมีการพัฒนาควบคู กับวิ ธีการ
เชิงตัวเลขสําหรับปญหาคาขอบเขต โดยคุณสมบัติของการอนุรักษของความเร็ววนบนเสนสายธาร
ไดนําไปใชในการสรางขั้นตอนเชิงตัวเลขในกรณีของสองมิติ  เมื่อในการไหลหมุนวน



2

ถูกกําหนดใหไหลเขาในสวนของขอบโดเมน  ประกอบกับประสิทธิภาพของเครื่องคอมพิวเตอรใน
ปจจุบัน และการใชความรูพื้นฐานทางภาษาคอมพิวเตอร จึงเปนสิ่งจูงใจที่ทําใหผูวิจัยสนใจ
ที่จะพัฒนาวิธีการเชิงตัวเลข โดยวิธีการผลตางสืบเนื่อง(Finite Difference Method) ในการศึกษาสม
การออยเลอร ซ่ีงเปนสมการอนุพันธยอยไมเชิงเสนดังสมการ  ดังสมการ

                                ( . ) 0, ,u u P x Ω∇ +∇ = ∈                       (1.1)
                                           . 0.u∇ =

เมื่อ  u เปนความเร็ว
        P  เปนความดัน
       ∇   เปนตัวกระทําเกรเดียนท
และ Ω   เปนโดเมน
จากสมการออยเลอร กับปญหาการไหลของของไหลที่อัดตัวยากไหลผานในอาณาบริเวณชองทาง
เปด (Flowing Through Problem) ดังรูป (1 )a

                                                              รูป 1
                                                  รูปที่ 1.1  โดเมน

เมื่อกําหนดให 1Γ เปนชองการไหลเขาของโดเมน
             และ 2Γ  เปนชองการไหลออกของโดเมน
และเงื่อนไขขอบเริ่มตนกับเงื่อนไขขอบ
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                โดย 1
lS เปนเสนสัมผัสสองเสนประกอบกันของเวคเตอรความเร็ววนไหลเขาบริเวณบาง

สวนของขอบเขต
            และ 2

mS เปนสวนประกอบปกติของเวคเตอรความเร็วหลออกบริเวณบางสวนของขอบเขต

0 0: ( . ) 0, ( , )S u n x t S= ∈
1 1

1: ( . ) 0, ( , ) , 2,3, ( , ) , 1, 2,...l i i lS u n g h i x t S lω τ= < = = ∈ =
2 2: ( . ) 0, ( , ) , 1, 2,3,...m mS u n l x t S m= > ∈ =

สาเหตุสําคัญที่ทําใหผูวิจัยสนใจในการทําวิจัยในปญหานี้ เนื่องจากเปนงานวิจัยที่ศึกษา
ปญหาในระบบ 2 มิติ  ซ่ึงถาจะขยายการศึกษาเปนระบบ 3 มิติ จะเปนปญหาที่ยุงยากมาก ผูวิจัยจึง
ใชวิธีการดําเนินการวิจัยที่ผูวิจัยสนใจคือวิธีการเปลี่ยนตัวแปรในเทอมของตัวแปรงาย (Primitive
Variables)    ที่ประกอบดวย ความเร็ววนและฟงกชันเสนสายธาร ซ่ึงสะดวกในการแกปญหานี้ เพื่อ
จะไดขยายเปนระบบ 3 มิติ ในการทําวิจัยตอไปอีก ผูวิจัยจึงสนใจที่จะดําเนินการวิจัยในปญหานี้

วัตถุประสงค
1  เพื่อพัฒนาระเบียบวิธีการเชิงตัวเลขสําหรับปญหาการไหลของของไหลที่อัดตัวยาก

ไหลผาน ตลอดอาณาบริเวณที่กําหนด  กับเงื่อนไขขอบ  ในเทอมของตัวแปรงาย
 2  พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการหาผลเฉลยนี้

การดําเนินงานวิจัย
     1  พัฒนารูปแบบคณิตศาสตรเกี่ยวกับการเปลี่ยนตัวแปรใหมและระบบพิกัดใหม
     2  พัฒนารูปแบบวิธีการเชิงตัวเลข โดยการเปลี่ยนบริเวณและขอบเขตใดๆใหอยูในรูปสี่

เหล่ียม แลวใชวิธีการผลตางสืบเนื่องในการแกปญหา
     3  เขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร  ภาษาฟอรแทรนในการหาผลเฉลย ตอจากนั้นใช

โปรแกรมสําเร็จรูปในการเปลี่ยนตัวแปรและเขียนกราฟ
4  ศึกษาเปรียบเทียบผลเฉลยวิธีการเชิงตัวเลขกับผลเฉลยแมนตรง
5  วิเคราะหขอมูลและสรุปผล
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ขอตกลงเบื้องตน
-  การวิจัยนี้เปนการศึกษาสมการออยเลอร ในรูปตัวแปรงายกับปญหาคาขอบเขต

ที่กําหนดใหในสองมิติ
-  ผลเฉลยที่ไดโดยวิธีการเชิงตัวเลขอาจมีความคลาดเคลื่อน เนื่องจากขั้นตอนการคิด

คํานวณ หรือจากการใชเครื่องคอมพิวเตอร ตลอดจนการเลือกคาพารามิเตอร

ประโยชนท่ีไดรับจากการวิจัย
-  ไดรูปแบบทางคณิตศาสตรในการศึกษาปญหานี้
-  เปนแนวทางในการศึกษาปญหาในสามมิติ
-  ไดองคความรูใหมสําหรับคณิตศาสตรประยุกต



บทที่ 2
       วิธีดําเนินการวิจัย

ผูวิจัยศึกษาสมการออยเลอร โดยเปลี่ยนตัวแปรจากสมการเดิมในเทอมของความเร็ววน 
และฟงกชันเสนสายธารของการไหล ในระบบ 2 มิติ  ตอจากนั้นเปลี่ยนระบบพิกัดจากเดิมพิกัดฉาก 
เปนระบบพิกัดเชิงเสนโคง เพื่อใหสะดวกตอการใชวิธีการเชิงตัวเลข แบบวิธีผลตางสืบเนื่อง ในการ
หาผลเฉลย ผูวิจัยไดเขียนโปรแกรมภาษาฟอรแทรน ตอจากนั้นจะใชโปรแกรมสําเร็จรูปชวยในการ
แสดงผลการวิจัยดวยกราฟ  ซ่ึงไดรูปกราฟตางๆเปลี่ยนไปตามคาตัวแปรที่ไดกําหนดขึ้น ในการ
ดําเนินการวิจัยนั้นผูวิจัยแบงการดําเนินงานออกเปน 2 แบบ ดังนี้

1. ปญหาเงื่อนไขขอบเขตที่ของไหลไหลเขาและออกในชองทางเดียว
2. ปญหาเงื่อนไขขอบเขตที่ของไหลไหลเขาและออกในสองชอง

ปญหาเงื่อนไขขอบเขตที่ของไหลไหลเขาและออกในชองทางเดียว
จากการศึกษาสมการออยเลอร เมื่อกรณีที่ของไหลอัดตัวยากมีการไหลคงที่ จะไดสมการดัง

นี้
( ). 0,u u p∇ +∇ =   x Ω∈                                ( )2.1

                                                                               . 0u∇ =

เมื่อ Ω  เปนโดเมนในรูปแบบงายในสองมิติ โดยที่ ∇  ,
x y

 ∂ ∂
=  ∂ ∂ 

 เปนตัวดําเนินการเกรเดียน

( , )u u v=   เปนเวคเตอรความเร็วของตัวประกอบ ,u v ตลอดพิกัดแกน ,x y และ p  เปนความดัน  
โดยที่กําหนดคาความหนาแนนมีคาเปนหนึ่ง

ปญหาการไหลผานตลอด เมื่อกําหนดคาความเร็ววนใหไหลเขาในชองทางเดียวในสวน
ของขอบโดเมน ในการหาผลเฉลยของสมการ ( )2.1   ในโดเมน Ω  กับเงื่อนไขขอบ ดังสมการ

0 : . 0,u nΓ =       0x Γ∈              ( )2.2           
      2 2: . ( ),u n v xΓ =     2x Γ∈                     ( )2.4

0 0( )p M p const= =

โดยที่ ω เปนความเร็ววน, n เปนเวคเตอรที่สัมผัสขอบภายนอกของโดเมน , ( ), ( )g x v xΩ และ
( )u x เปนฟงกชันที่กําหนดให, 0Γ  เปนสวนที่ของไหลไมสามารถไหลซึมผานขอบของโดเมนได
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1Γ เปนสวนที่ของไหลไหลเขาสูโดเมน และ 2Γ  เปนสวนที่ของไหลไหลออกจากโดเมน, 0M  เปน
จุดใดๆในโดเมน Ω  ในการกําจัดความดัน ผูวิจัยไดใชฟงกชันเสนสายธารและความเร็ววน ซ่ึงมีรูป
แบบดังนี้

                                           ;u
y
ψ∂

=
∂

;v
x
ψ∂

= −
∂

u v
y x

ω ∂ ∂
= − +

∂ ∂
       ( )2.5

สมการออยเลอรในเทอมของตัวแปรงาย

ในเทอมของ ψ  และ ω   ปญหาคาขอบของสมการ ( )2.1) (2.4−   จะได

   ( ). 0u ω∇ = , ψ ω∆ = −                                              ( )2.6

                    1 : ( ),g xωΓ =   
0

0 1( ) ( ) ( ) ,
x

x

x x v x dψ ψ γ= + ∫    0 1,x x Γ∈                ( )2.7

                        
0

2 0 2: ( ) ( ) ( ) ,
x

x

x x v x dψ ψ γΓ = + ∫    0 2,x x Γ∈                             ( )2.8

                        0 : ( ) ,x constψΓ =   0,
n
ψ∂

=
∂

    0x Γ∈                                            ( )2.9

เมื่อการอินทิกรัลเปนการหาคาตลอดขอบ 1Γ  และ 2Γ

ปญหาในสองมิติท่ัวไปในพิกัดเชิงเสนโคง
 ในการคํานวณของสนามการไหลในโดเมนซึ่งมีรูปแบบที่ซับซอนยุงยากเชนในรูปที่ 2.1 

ขอบโดเมนที่เกี่ยวกับการคํานวณไมเหมือนกับเสนพิกัดในโดเมนทางธรรมชาติ  สําหรับวิธีผลตาง
สืบเนื่อง  การกําหนดเงื่อนไขขอบสําหรับปญหาเชนนี้ ตองแทรกขอมูล จะเกิดการคลาดเคลื่อนใน
การคํานวณผลเฉลย   ความยุงยากในการกระทําการสงจากโดเมนทางธรรมชาติในระนาบ ( , )x y

ไปในพิกัดเชิงเสนโคงในระนาบ 1 2( , )q q   ในพิกัดโดเมนทางธรรมชาติกําหนดให 1 2( , ),x x q q=

1 2( , )y y q q=  เปนการยายแบบหนึ่งตอหนึ่งของพิกัดโดเมน ABCD  ไปในโดเมนที่มีรูปทรงสี่
เหล่ียม ' ' ' 'A BC D  ผูวิจัยกําหนดใหสวนการไหลเขา สวนการไหลออก และสวนที่ของไหลไม
สามารถไหลออกจากผนังขอบโดเมนเปน :iΓ  0,1, 2i =  ของขอบโดเมนทางธรรมชาติ ซ่ึงยายไป
ตามในโดเมนของการคํานวณ : 0,1, 2i iγ = , ตามลําดับ สวนในขอบ '

1 2 0, ,γ γ γ  และ "
0γ  เปนสวน
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ของการไหลเขา สวนการไหลออก และสวนที่ของไหลไมสามารถไหลออกจากผนังขอบโดเมน ดัง
รูป 2.1
                              1 1,γΓ →            2 2 ,γΓ →         ' '

0 0 ,γΓ →          
0

" "
0γΓ →

รูปที่ 2.1 โดเมนตามธรรมชาติและโดเมนที่ใชในการคํานวณ

ผูวิจัยไดดําเนินการวิจัยในปญหาการไหลผานตลอด ตามสมการ (2.1), (2.3), (2.4)  และ
(2.5)  ในเทอมของฟฟงกชันเสนสายธารและความเร็ววนในพิกัดเชิงเสนโคง 1 2( , )q q ปญหาการ
ไหลผานตลอด ขอบเขตไดดําเนินการในรูป

11 12 21 22
1 1 2 2 1 2

Jg Jg Jg Jg
q q q q q q

ψ ψ ψ ψ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

   
   
   

       =  Jω−           ( )2.10

      1
1 2

2( ) ( )JU JU
q q

ω ω∂ ∂
+

∂ ∂
          =       0         ( )2.11

กับเงื่อนไขขอบบน  '
1 2 0, ,γ γ γ  และ "

0γ

'
0 :γ        1( , 0)qψ    =    0 ;  "

0 :γ     1( ,1)qψ   =  c  =  ( )
1

1
0

g s ds∫   =  
1

0

( )l s ds∫                     ( )2.12

1 :γ         2(0, )qψ   =  
2

1
0

( )
q

g s ds∫ ,  2(0, )qω  =   3 2( )h q ;    2 :γ       2(1, )qψ  =  
2

0

( )
q

l s ds∫

เมื่อ 1 3, ,g l h  เปนคาที่กําหนดใหของตัวประกอบปกติของเวคเตอรความเร็วและความเร็ววน ตาม
ลําดับ
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และกําหนดให จาโคเบียน J เปน
                                                                                    J   =     

1 2

( , )
( , )
x y
q q

∂
∂

สมการพัวซองซ (2.6)  สามารถจัดในรูปพิกัดเชิงเสนโคงทั่วไปดังนี้

          11 12 21 22
1 1 2 2 1 2

K K K K
q q q q q q

ψ ψ ψ ψ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  
  

  
         =     Jω−                 ( )2.13

เมื่อ  11 11 12 21 12 22 22, ,K Jg K K Jg K Jg= = = =

โดยที่สมการการตอเนื่อง  สามารถแสดงในรูป
                                              1 2

1 2

( ) ( )JU JU
q q

ω ω
∂ ∂

+
∂ ∂

      =   0                                     ( )2.14

ตัวประกอบความเร็วคอนตราแวเรียน jU  สามารถจัดแสดงในเทอมของอนุพันธของ
ฟงกชันเสนสายธาร
                           1U   =   

2

1
,

J q
ψ∂

∂
      2U    =    

1

1
J q

ψ∂
−

∂
                             ( )2.15

การศึกษาความดัน ผูวิจัยใชสมการออยเลอรในรูป Gromeka-Lamb form โดยที่พิกัดเสน
โคงอยูในรูป

                                                  
[ ]

[ ]

11 2 12 1 11 12
1 2

21 2 22 1 21 22
1 2

,
H H

J g U g U g g
q q
H H

J g U g U g g
q q

ω ω

ω ω

∂ ∂
− = − −

∂ ∂
∂ ∂

− = − −
∂ ∂

การแกสมการเทียบกับ 
1

H
q
∂

∂
 และ 

2

H
q
∂

∂
เปนระบบสมการพีชคณิตเชิงเสน  เมื่อ

1

H
q
∂

∂
    =      2 ,J Uω−     

2

H
q
∂

∂
    =      1,J Uω            ( )2.16
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เมื่อ 2 / 2H p u= +  เปนความดันรวม และ 2 ( . )u u u=  เปนสี่เหล่ียมจัตุรัสของขนาดของเวค
เตอรความเร็ว

ขั้นตอนการดําเนินการหาผลเฉลย  
ผูวิจัยดําเนินการปญหาคาขอบจากสมการ ( ) ( )2.6 2.9−  ในเทอมของพิกัดเสนโคงทั่วไป

( )1 2,q q . ปญหาคาขอบดําเนินการใหมดัง สมการ ( )2.13  และ ( )2.14  กับเงื่อนไขขอบบน
'

1 2 0, ,γ γ γ  และ 0γ ′′

'
0 :γ  1( , 0)qψ  = 0;  "

0 :γ  1( ,1)qψ  = c =
1

1
0

( )v dτ τ∫ =
1

2
0

( )v dτ τ∫ ;

                             1 :γ 2(0, )qψ =  
2

1
0

( ) ,
q

v dτ τ∫   2(0, )qω   =    2( )g q ;

                              2γ :    2( , )dx qψ  =  
2

2
0

( )
q

v dτ τ∫                                                                     ( )2.17

การประมาณคาผลเฉลยของปญหา ( ) ( )2.13 , 2.14 และ ( )2.17 ใชวิธีการกระทําซ้ําซ่ึงผู
วิจัยกําหนดการประมาณคาเริ่มตนที่ 0 0 0, ,uω ψ  เมื่อ ( ) ( ) ( )1 1, 1 , ; 1, 2...k kk u kω ψ− −− = โดยหา
คา ( ) ( ) ( ), ,k k kuω ψ  โดยดําเนินการแกปญหาตามขั้นตอนทั้งสองดังนี้

1. ขอตกลงของฟงกชันเสนสายธาร ( ) ( )1 2,
k q qψ  โดยการไหลหมุนวน  ( )1kω −  จากสม

การพัวซองด ( )2.13

2. การสรางสนามการไหลวน ( ) ( )1 2,
k q qω  จากสมการ Helmholtz ( )2.14

ในโดเมนของการคํานวณ A B C D′ ′ ′ ′  ถูกกําหนดในรูปกริตสี่เหล่ียมหนึ่งหนวย

( )1 2 1 1 2 2

2 1 1 1 2 2

[( ) , ( ) ], ( ) 1 * , ( ) ( 1)* ,

1,..., ; 1,..., , 1/( 1) , 1/ ( 1)
j i j i

h

q q q j h q i h

i N j N h N h N
Ω

= − = −
=

= = = − = −

 
 
 

คาของฟงกชันเสนสายธารถูกประมาณคาที่จุดกริต สวนคาความเร็ววนสามารถหาไดที่จุด
กึ่งกลางของแตละเซลล  ที่ขอบในสวนที่ของไหลไหลเขาที่ 1 0q =  โดยที่ความเร็ววนสามารถหา
คาไดที่จุดกึ่งกลางระหวางจุดที่เสน 2 เสนบรรจบกัน ดังรูปที่ 2.2
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การประมาณคาของผลเฉลยของสมการพัวซองด (2.13)  สามารถใชวิธีการผอนปรนเกิน
สืบเนื่อง หรือวิธี Stabilizing Correction

วิธีการ Stabilizing Correction   
ประกอบดวย 2 ขั้นตอน  ดังนี้
ขั้นตอนที่ 1 : การประมาณโดยปริยายของอนุพันธยอยในทิศทาง  1q

( , 1) ( , 1)

12 22
1 1 2 2

( , 1) ( , 1)
( 1)

12 21
1 2 2 2

2 1

,

2,..., 1: 2,..., 1.

hhk s k s
ij ij

ij ij
h hk s k s

k
ij ij

ij ij

K K
t q q q q

K K J
q q q q

i N j N

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ
ω

− −

− −
−

− ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∆ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂
= − = −

  
  

   
   
   
   

% %

การประมาณคาอนุพันธยอยในรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส ผูวิจัยใชวิธีผลตางสืบเนื่องกลางอันดับ
สอง  โดยการวิจัยในระบบสมการสามแนวเฉียงเปนการแกปญหาโดยวิธีการ Sweep method  อาง
อิงจาก N.N.Yanenko (1971)
ขั้นตอนที่ 2  ขั้นตอนนี้เปนขั้นตอนที่เลือกและเปนการชวยทําใหเกิดความมั่นคง

( , )k s
ij ij

t

ψ ψ−

∆

%
    =    

( , ) ( , 1)

22 22
2 2 2 2

,
h hk s k s

ij ij

K K
q q q q

ψ ψ −∂ ∂ ∂ ∂
−

∂ ∂ ∂ ∂

   
   
   

2 1 .2,..., 1; 2,..., 1; 1, 2,...,i N j N s S= − = − =

ถาการลูเขาสูเกณฑ ( , ) ( , 1) ,k s k s
ij ijψ ψ ε−− ≤ ซ่ึงเปนการเพียงพอ โดยที่   ( ) ( , )k k s

ij ijψ ψ=

วิธีการอินทิกรัลถูกดําเนินการในการสรางสมการผลตางสืบเนื่องสําหรับความเร็ววน รูป
แบบการอินทิกรัลที่เทียบเทากับสมการ ( )2.14  มีรูปแบบดังนี้

                                                       1 2 2 1( ) 0JU dq JU dqω ω− ≡∫
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เมื่อ C  เปนโคงปดรอบวงกลมซึ่งเปน homeomorphic การอินทิกรัลรอบคอนทัวรถูกคํานวณเมื่อจุด
กึ่งกลางเปน 1 1/ 2, 1/ 2 2 1/ 2, 1/ 2(( ) , ( ) )i j i jq q+ + + +  ดังรูป 2.2

                                  รูป 2.2   การดําเนินการของสมการผลตางสืบเนื่อง

ทฤษฎีการหาคากลางไดใชในการประมาณคาการอินทิกรัลเทียบกับขนาดของเซลล ซ่ึง
แทนที่การไหลในรูปตาขายของความเร็ววนตลอดขนาดเซลล โดยกําหนดสัญลักษณตัวประกอบ
คอนทราแวเรียนตของ เวคเตอรความเร็วเปน 1U  และ 2U  โดยทั่วไปคาความเร็ววนไดกําหนดใน
รูปสมการผลตางสืบเนื่อง ดังนี้

                         1 1/2, 1/2 2 1/2, 1/2 0i j i jω ωΛ Λ+ + + ++ =                 ( )2.21

เมื่อ

1 21/2, , 1/2

1 1/2,

1 1/2, 1/ 2 1 1/2, 1 1 1/2,
1

2 1/2, 1/2 2 1, 1 2 , 1/ 2
2

1/2, 1/ 2, 0 1/2, 1/ 2, 0

1/2, , 1/2
1/2, 1/2, 0

1
( ) ( ) ,

1
( ) ( ) ,

,
i j i j

i j

i j i j i j

i j i j i j

i j U i j U

i j i j
i j U i

JU JU
h

JU JU
h

ω ω ω

ω ω ω

ω ω
ω ω

ω ω

Λ

Λ

+ +

+

+ + + + +

+ + + + +

+ − ≥ + + <

+ +
+ + <

= −

= −

= =

  

  



 2 , 1/2

1/ 2, 1/2, 0
i j

j U
+

− + ≥





พบวาถาทราบคาของความเร็ววนบนจุดกริตในสวนที่ของไหลมีการไหลเขาในสวนของขอบโดเมน
เราสามารถใชสมการ (2.21)  ในการหาคาของความเร็ววนที่จุดกึ่งกลางของแตละเซลในโดเมนที่
คํานวณ  hΩ
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ปญหาเงื่อนไขขอบเขตที่ของไหลไหลเขาและออกในสองชองทาง
ให Ω  เปนขอบโดเมนใน  2R โดยขอบเขตของโดเมน Γประกอบดวย 3 สวน ดังรูปที่ 2.3

รูปที่ 2.3  โดเมนทางธรรมชาติ

โดยที่      สวนที่ 1 เรียกวา สวนของขอบเขตที่ของไหลไหลเขา แทนดวย  1, 1,...,i i LΓ =

สวนที่ 2  เรียกวา สวนของขอบเขตที่ของไหลไหลออก แทนดวย 1 , 1,...,j j KΓ =

สวนที่ 3 เรียกวา สวนที่ของไหลไมสามารถไหลผานขอบเขตของโดเมนได
แทนดวย 0 , 1,...,m m MΓ =

ตัวประกอบแตละตัวของ i
αΓ เปนเสนโคงเรียบ

สมการออยเลอรในเทอมของตัวแปรงาย
การไหลที่คงที่ของของไหลอุดมคติที่อัดตัวยากในระบบ 2 มิติที่มีลักษณะใกลเคียงกับของ

ไหลจริงนี้ถูกกําหนดขึ้น แทนดวย สมการออยเลอร ดังสมการ

,

,

0

x y x

x y y

x y

uu vu p
uv vv P
u v

+ = −

+ = −

+ =

เมื่อ ( , )x y  แทนดวยพิกัดคารทีเชียนของจุดบน Ω ,

( , )u u v=
r  แทนดวยตัวประกอบของความเร็วตามทิศทางบนแกน x  และ y  ตามลําดับ
และ p  เปนความดัน
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                                รูปที่ 2.4 โดเมนที่ศึกษา

ปญหาคาขอบเขตการไหลผานและสมการออยเลอรในเทอมของตัวแปรงายที่ประกอบดวย
ฟงกชันเสนสายธารและความเร็ววน ดังรูป 2.4 และไดสมการดังนี้

                                
,

( , ) 0
( , )x y

ψ ω
ψ ω

∆ = −
∂

=
∂

      ใน Ω                                                  (2.22)

เมื่อ ψ เปน ฟงกชันเสนสายธาร และ ω  เปนความเร็ววน
โดยกําหนดให

, , u uu v
y x x y
ψ ψ ω∂ ∂ ∂ ∂

= = − = −
∂ ∂ ∂ ∂

เมื่อ ( , )x y แทนดวยพิกัดคารทีเชียนของจุดบน ,Ω

         ,u v  แทนดวยตัวประกอบเวคเตอรความเร็ว ur  ตามทิศทาง x  และ y  ตามลําดับ

โดยที่สวนประกอบปกติของเวคเตอรความเร็วมีคาเปนศูนยในสวนที่ของไหลไหลผาน
ขอบของโดเมนไมได ดังนี้

                                         0( . ) 0, ( , ) , 1,...,mu n x y m M= ∈Γ =
r r                              (2.23)

เมื่อ nr  เปนเวคเตอรปกติซ่ึงที่มีทิศทางออกสูภายนอกขอบ
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ในป ค.ศ. 1980  Kazhikhov ไดศึกษาสมการออยเลอรกับเงื่อนไขขอบที่ตัวประกอบปกติของ
เวคเตอรความเร็วถูกกําหนดบนสวนที่ของไหลไหลเขาขอบของโดเมน  ตอมาในป ค.ศ. 1990

Antontsev ไดศึกษาสมการออยเลอรกับเงื่อนไขขอบที่สวนของของไหลที่ไหลเขาและไหลออกของ
ขอบเขตเปนปญหาที่ well – posed   ดังนี้

                                         
1

( ) ( , ),

( . ) ( , ), ( , ) , 1,...,
i

i i

curl u x y
u n f x y x y i L
ω ω= =

= ∈Γ =

r r

r r                         (2.24)

สวนที่ของไหลไหลออกผานขอบของโดเมนมีคาของตัวประกอบปกติของเวคเตอรความเร็ว ดังนี้

                                           2( . ) ( , ), ( , ) , 1,...,j ju n g x y x y j K= ∈Γ =
r r                    (2.25)

เงื่อนไขขอบเขตจากสมการ (2.22 2.25)−  แสดงฟงกชันเสนสายธารทั้งหมดที่ขอบเขตทั้งหมด
ของโดเมนและคาความเร็ววนถูกกําหนดในสวนของขอบเขตของโดเมน

ผูวิจัยศึกษาสมการ (2.22) กับเงื่อนไขขอบเขตจากสมการ (2.23 2.25)−  โดยการทําซ้ํา
เขาใกลกับวิธีการผลตางสืบเนื่อง  โดยการใชรูปตาขายทรงสี่เหล่ียมที่เหมือนกัน ขบวนการทําซ้ําถูก
กําหนดโดยขั้นตอนตามลําดับดังนี้

1. ขั้นตอนแรกกําหนดคา (0) (0),ψ ω

2. สําหรับคาที่กําหนดให ( )nω   เพื่อหาผลเฉลยของ ( 1)nψ + ของสมการพัวซองด ( Poisson 

equation ) (2.22)
                           ( 1) ( ) , 0,1, 2,...n n nψ ω+∆ = − =

กับเงื่อนไขดิริคเลค (Direchlet boundary conditions) สําหรับฟงกชันเสนสายธาร (2.23 2.25)−

3. กรณีของการไหลคงที่ ในสมการ (2.22)  ความเร็ววนมีคาคงที่บนเสนสายธารและสม
การนี้มีผลเฉลยทั่วไปในรูป ( )ω ω ψ=   ซ่ึงฟงกชัน ( )ω ψ ถูกหาไดจากเงื่อนไขขอบสําหรับ
ความเร็ววนบนสวนที่ของไหลไหลเขาผานขอบของโดเมน คาความเร็ววนที่จุด ( , )k lx y  บน  
( 1)n + การทําซ้ําถูกกําหนดจากเงื่อนไขขอบบนขอบเขตความเร็ววน *

1
i

Γ

         * *
( 1) * * * * ( 1) * * 1
,1 ,1( , ); ( , ) 0, ( , )n n
k ki i

x y x y x yω ω ψ ψ+ += − = ∈Γ    (2.26)
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4. การตรวจสอบเกณฑการลูเขาสูผลลัพธและถาการทําซ้ําไมลูเขา สูเกณฑใหกลับไป
ทํางานใหมในขั้นตอนที่ 2

ผลเฉลยจากการประมาณคาของปญหา โดยวิธีการกระทําซ้ํา โดยขั้นตอนการหาผลเฉลย
ของปญหาคาขอบเขตดังแสดงขั้นตอนดังรูปที่ 2.5  การแกสมการพัวซองด  สําหรับฟงกชันเสนสาย
ธารกับเงื่อนไขขอบดิริเลค  ผูวิจัยใชวิธีการผลตางสืบเนื่องกระชับอันดับสูง  ความสอดคลองของ
สมการผลตางสืบเนื่องถูกแกโดยวิธีผอนปรนเกินสืบเนื่อง (Successive  Over - Relaxation) โดยที่การลูเขา
ของสูศูนยของสมการ (2.26)  ผูวิจัยใชวิธีซีแคนท (Secant)  กระบานการทําซ้ําสิ้นสุดเมื่อการลูเขาสู

เกณฑ 
( ) ( 1) ( ) ( 1)

( ) ( )
,

n n n n

n nω ψ

ω ω ψ ψ
ε ε

ω ψ

− −− −
≤ ≤   เมื่อ ωε  และ ψε เปนการลูเขาสูผลเฉลยที่ยอม

รับได และ o  แทนนอรมในเซตของฟงกชันตาราง                              

     

               รูปที่ 2.5 ขั้นตอนการดําเนินงาน



บทที่ 3
ผลการวิเคราะหขอมูล

การลูเขาของสมการออยเลอรกับผลเฉลยที่แทจริงสําหรับการไหลในชองทางเดียว

ในบทนี้ เปนการนําเสนอผลเฉลยเชิงตัวเลขสําหรับการทดสอบปญหาโดยวิธีการผลตาง
สืบเนื่อง  โดยทําการเปรียบเทียบผลเฉลยที่ไดจากการคํานวณโดยวิธีของผูวิจัยกับเฉลยที่แทจริง 
ซึ่ง  G.V.Alekseev และ Yu.A.Mokin ไดทําการศึกษา  ในป ค.ศ. 1972  ในงานวิจัยนี้ผูวิจัยศึกษา
การไหลคงที่ของของไหลที่อัดตัวยากในอุดมคติในสองมิติ โดยที่ชองโดเมนการไหล Ω  เปนระนาบ

1 2 3 4A A A A  กับผนังโคง 1 4A A  ดังรูปที่ 3.1

รูปที่ 3.1 การทดสอบปญหาการไหลผานโดเมน

นักวิจัยเหลานั้นพบวาผลเฉลยที่แทจริงของสมการออยเลอรสําหรับการไหลวน จะมีฟงกชัน ( )f x

เปนผลเฉลยของสมการ        

                
2

2

( )d f x
dx

   =     ( )cf x                   ( )3.1

เมื่อ  c  เปนคาคงที่ และ  [ ]( ) 0, 0, , (0)f x x a f b> ∈ =  โดยที่ฟงกชัน  ( )f x  มีความตอเนื่อง
ถึงอนุพันธ อันดับที่ 3 และเพียงพอที่
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22

12

( ) ( )
( ).
d f x df x

f x c
dxdx

− = 
 
 

1,<                        ( )3.2

เมื่อ 1c  เปนคาคงที่ สําหรับคาคงที่ 2 0c >  โดยที่ผลเฉลยของสมการออยเลอรจะมีรูปแบบดังนี้

                                            1( , )v x y  = 2
2 2

1

( )
;

( )
c f x

f x c y−

                                           2 ( , )v x y  =
'

2
2 2

1

( )
;

( )
c yf x
f x c y−

                                              ( , )P x y =
2
2

0 2 2
12( ( ) )

c
f x c y

P ρ
−

−                                                    (3.3)

เมื่อ 0P  เปนคาคงที่ จากสมการ (3.3)  สามารถหาคาความเร็ววนและฟงกชัน Bernoulli  ไดดังสม
การ

( )

( )

2 2
1

2 2 2
1

2 2
20
2 22 2

1

( )
( , ) ( ) ,

( )
( )

( , ) ( )
2 ( )

f x c y
x y cc y x

f x c y
P y f x

H x y cc y x
f x c y

ω

ρ

+
= −

−

= +
−

ถา  2
1 0c σ= − <  แลว โดยสมการ (3.3)  สามารถหาฟงกชันเสนสายธารและความเร็ววนไดดังนี้

                                                               
2

2

2

( , ) arctan ,
( )

4
sin

4

c y
x y

f x
cc

c

σ
ψ

σ
σ

ψ ψ
σ

∆

=

= −
 
 
 

ผลเฉลยทั่วไปของสมการ (3.1)  สําหรับ 0c<  มีคาดังนี้

                                                           1 2( ) i cx i cxf x K e K e−= +

เมื่อ  2 1i = −  และคาคงที่   1K  และ   2K   เปนจํานวนจริงและเพียงพอสําหรับระบบสมการไม
เชิงเสน
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1 2 1 1 24 ,cK K c K K b− = + =

โดยเฉพาะในกรณีเมื่อ
2

c
b
σ

= −  
 
 

และตามดวย
( ) cos( ),f x x=      ( , ) 4 arctan( ),

cos( )
y

x y
x

ψ =    ( , ) sin( ( , ))x y x yω ψ=     

( )3.4

ผูวิจัยเลือกพารามิเตอรในการทดสอบปญหาดังนี้

                     2
1, 0.5, 1 , 4a b cσ = = = =

สําหรับพารามิเตอรนี้ ผลเฉลยที่แทจริงของสมการออยเลอรมีคาเปน
      ( ) cos( ),f x x=      ( , ) 4 arctan( ),

cos( )
y

x y
x

ψ =   ( , ) sin( ( , ))x y x yω ψ=        

( )3.5

ถา    2
10 1c σ< = <  แลว  จากสมการ (3.6)  สามารถหาสูตรสําหรับฟงกชันเสนสายธารและ

ความเร็ววน ไดดังนี้
                                                  ( , )x yψ    =      2 ( )

ln ,
2 ( )
c f x y

f x y
σ

σ σ
+

−
                                         

( )3.6

                                                       ψ∆        =     2

2

4
sinh( )

4
cc

c
σ
ψ

σ
                                          

( )3.7

ซึ่งผลเฉลยทั่วไปของสมการ ( )4.1  สําหรับ   0c >  เปน

1 2( ) cx cxf x K e K e−= +                                              ( )3.8

เมื่อคาคงที่ 1K  และ 2K  มีเพียงพอสําหรับระบบสมการดังนี้

1 2 1 2 1, 4K K b cK K c+ = =
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โดยเฉพาะในกรณีเมื่อ 
2

2b
c
σ

=

และ                                                      ( ) cosh( ),f x b cx=      [ ]0,x a∈

ผูวิจัยพิจารณาทําการทดสอบปญหาครั้งที่สองโดยเลือกพารามิเตอรดังนี้

2
2 10.5, 1, 1, 1, 0.25a b c c cσ σ= = = = = = =

สําหรับพารามิเตอรนี้ ผลเฉลยที่แทจริงของสมการ (3.6) (3.8)−  ของสมการออยเลอรมีรูปแบบดัง
นี้

   ( ) cosh( 0.5 ),f x x=  cosh(0.5 ) 0.5
( , ) ln( ),

cosh(0.5 ) 0.5
x y

x y
x y

ψ
+

=
−

( , ) 0.125sinh(2 ( , ))x y x yω ψ= ( )3.9

ข้ันตอนพัฒนาการทดสอบปญหา ในตารางที่ 3.1 และ 3.2 แสดงคานอรมอนันตของความคลาด
เคลื่อนสัมบูรณซึ่งเปนระบบกริตสําหรับ 1 1N N×  จุด กับคาอัตราของการลูโดยประมาณโดย
นิยาม

                                                                   1 1
ln ,

ln 2 2
err

m
err

=  
 
 

เมื่อ 1err   และ 2err  เปนคาคลาดเคลื่อนซึ่งสัมพันธกับระบบกริตกับ 1 1N N×  และ  2 2N N×

จุด ตามลําดับ  ซึ่งพบวาอัตราการลูเขามีคาโดยประมาณมีคาเทากับ 2 ซึ่งเปนการแสดงประสิทธิ
ภาพวาวิธีการดําเนินการของผูวิจัยที่ผูวิจัยพัฒนาข้ึนนี้มีความแมนตรงถึงอันดับที่สอง

ตารางที่ 3.1  คาคลาดเคลื่อนสมบูรณของฟงกชันเสนสายธารและ ความเร็ววน และการทดสอบ
อัตราการลูเขา ของสมการที่ (3.5)

Grid ψ error  510−× Rate ω  - error  510−× Rate
11× 11
21× 21
41× 41

5.5261
1.0365
0.2590

-
2.41
2.00

4.7549
1.2056
0.3167

-
1.9797
1.9287
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ตารางที่ 3.2  คาคลาดเคลื่อนสมบูรณของฟงกชันเสนสายธารและ ความเร็ววน และการทดสอบ
อัตราการลูเขา ของสมการที่ (3.9)

Grid ψ error  510−× Rate ω  - error  510−× Rate
11× 11
21× 21
41× 41

2.8226
0.3962
0.1031

-
2.83
1.94

1.6577
0.2842
0.1067

-
2.54
1.41

 รูปที่ 3.2  และ 3.3  แสดงการกระจายของสนามความดัน ซึ่งถูกกําหนดใหจากสมการ
(3.5)และ (3.9)  ผลเฉลยไดนําเสนอในรูปเสนคอนทัวรความดันในโดเมนที่มีสวนโคง เสนทึบมี
ความสอดคลองกับผลเฉลยเชิงตัวเลข และเสนปะมีความสอดคลองกับผลเฉลยที่แทจริงในสมการ
ที่ (3.5) ผูวิจัยใชกริตหนึ่งหนวยของ  41 41×  จุด ในกรณีของผลเฉลยที่แทจริง (3.9) ผูวิจัยใชกริต
11 11×  จุด เมื่อสังเกตพบวาผลเฉลยที่ไดจากการคํานวณมีคาใกลเคียงกับผลเฉลยที่แทจริง

รูปที่ 3.2 ความดันจากผลเฉลยของสมการ (3.5)          รูปที่ 3.3 ความดันจากผลเฉลยของสมการ (3.9)

รูปของชองผนังโคงและเงื่อนไขขอบเขต
รูปของชองผนังโคงและเงื่อนไขขอบเขตแสดงไวในรูปที่ 3.4

                   รูปที่ 3.4  โดเมนชองผนังโคง
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สําหรับสมการของสวนผนังที่ของไหลไหลผานไมได  0 0,Γ Γ′ ′′   คือ

1

1 2

2

; ,

( ) [1 sin ( ) ; ,

; ,

y x x
y x y h z x x x x

y x x

α

α α α

α

α

α α

α

<

= + + ≤ ≤

>







เมื่อ  dα =  ในกรณีของขอบลาง และ tα =  ในกรณีของขอบบนของชองโดเมน
สวนฟงกชัน  ( )z x  นิยามโดยสมการ

1 2
2 1

( ) [2( 1) (2 1) ], 1,3,5,...
2( )

z x K x K x x K
x x α α α
π

α α
α α

= + − + − =
−      (3.10)

สวนโคงตอนบนและตอนลางของขอบในชวง 1 2( , )x xα α  กําหนดโดยการเลือก Kα  ใน
สมการ (3.10)  คา hα  เปนขนาดความสูงของโคงตอนลางและตอนบน  ตัวประกอบปกติของเวค
เตอรความเร็วและความเร็ววนถูกกําหนดในสวนที่ของไหลไหลเขาขอบ 1γ   ดังนี้

1

1

) ( ) ,

( ) sin( ) ; 1,2,...

) ( ) ( )( ),

( ) sin( )

in in

d
in

t d

in in d t

d
in

t d

a U y C const

y y
y a K K

y y

b U y C y y y y
y y

y a K
y y

ω

ω

ω π

ω π ϕ

= =

−
= =

−

= − −
−

= +
−

สวนขอบที่ของไหลไหลซึมผานไมได '
0γ   และ "

0γ   มีเงื่อนไขที่ . 0u n =

สําหรับพารามิเตอร  ,inC K  และ  ϕ  ถูกกําหนดใหสอดคลองกับเงื่อนไขขอบ

1
1

: ( )
( )

d t

in t
in d

y y y y

U
yU yy

y

ω
ω

= =

∂
= −∂ ∂= −

∂

ตัวประกอบปกติของเวคเตอรความเร็วที่สวนของขอบที่ของไหลไหลออก 2γ :
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1

1

) ( ) ,
) ( ) ( )( ) ,

out out

out out d t

a U y C const
b U y C y y y y

= =
= − −

ผลเฉลยเชิงตัวเลข
รูป 3.5 - 3.10   แสดงการกระจายของความดันและเสนสายธาร สําหรับรูปโดเมนและ

เงื่อนไขขอบที่แตกตางกัน  รูป 3.5 3.10−  แสดงผลเฉลยจากการคํานวณสําหรับชองที่มีตอนบน
เปนเสนตรงและสวนโคงตอนลาง โดยที่รูปทรงที่มีสวนโคงตอนลางมีความสูงของสวนโคงเปน dh

ระหวาง 
1 2d dx x x≤ ≤  มีคาเปน 0.1  ความยาวของชองเปน dx  มีคา 3.0  การศึกษาผลเฉลย ผู

วิจัยใชกริตหนึ่งหนวยขนาด 81 81×  จุด ในแตละกรณี การกระทําซ้ํามีการลูเขาโดยยอมรับไดเมื่อ
6 610 , 10ω ψε ε− −= =  จากรูป 3.5 3.9−  แสดงเสนคอนทัวรในรูปโดเมนที่ศึกษา เงื่อนไขขอบ

สําหรับความเร็ววนที่สวนที่ของไหลไหลเขาขอบกําหนดใหโดยสมการ ( ) sin( )y a Kyωω π= .

รูปที่ 3.5 เสนความดันสําหรับ 5.0, 1a Kω = =           รูปที่ 3.6 เสนความดันสําหรับ 5.0, 2a Kω = =

 รูปที่ 3.7   เสนสานธารสําหรับ 5, 1a Kω = =                 รูปที่ 3.8 เสนสานธารสําหรับ 5, 2a Kω = =
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        รูปที่ 3.9 ความดัน เมื่อ x =1.5                                      รูปที่ 3.10 ความดันใตขอบ

การลูเขาของสมการออยเลอรกับผลเฉลยที่แทจริงสําหรับการไหลในสองชองทาง

โดยการทดสอบปญหากับผลเฉลยที่ได  ผูวิจัยระบุฟงกชันเสนสายธารและความเร็ววนใน
รูปสมการ
                                                  ( , ) , 2x y x yx y e eψ ω+ += = −

ผูวิจัยพิจาณาโดเมนสี่เหล่ียมจัตุรัส
                                                   { }( , ) : 0 , 1x y x yΩ = ≤ ≤

 ผลการวิจัยแสดงโดยตารางที่ 3.3 ซ่ึงเปนผลเฉลยของนอรมอนันตของคาคลาดเคลื่อน
สัมบูรณซ่ึงถูกกําหนดจากระบบตารางสี่เหล่ียม N N×  โดยที่ N เปนจํานวนจุดที่เลือกพิจาณา กับ
คาผลลัพธอัตราของการลูเขาสูผลเฉลยถูกประมาณ  โดยที่อัตราของการลูเขาสูผลเฉลยถูกนิยามโดย
สมการ

                                                   1 2

1 2

ln( ) ln( )
,

ln( ) ln( )
N Nerr err

m
N N

−

−

เมื่อ m  เปนอัตราของการลูเขาสู ,h h m
exactf f Ch− ≤ โดยที่  

1N
err  และ

2N
err  เปนคานอรมสูงสุด

ของผลตางระหวางผลเฉลยที่แทจริงกับผลเฉลยโดยประมาณบนตารางสี่เหล่ียม 1 1N N×  และ
2 2N N× จุดตามลําดับ ซ่ึงพบวาอัตราการลูเขาโดยประมาณมีคาใกลเคียง 4 ซ่ึงแสดงไดวาวิธีการผล

ตางสืบเนื่องของผูวิจัยถูกตองไมผิดพลาดถึงอันดับที่ส่ี
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ตารางที่ 3.3  นอรมอนันตของคาคลาดเคลื่อนสําหรับฟงกชันเสนสายธารและความเร็ววน  อัตรา
ของการลูเขาสูผลเฉลยที่แทจริงสําหรับการทดสอบปญหา

Grid h
exacterr ψ ψ

∞
= − Rate h

exacterr ω ω
∞

= − Rate

6 6×
11 11×
21 21×
41 41×

0.173E-05
0.979E-07
0.579E-08
0.413E-09

-
4.14
4.08
3.81

0.345E05
0.196E-06
0.116E-07
0.862E-09

-
4.13
4.08
3.81

โดเมนสองชองทางและเงื่อนไขขอบ
วิธีการเชิงตัวเลขไดพัฒนาและทดสอบ ซ่ึงไดแสดงมาแลวขางตน  จะนําไปใชประยุกตใช

ศึกษาการไหลภายในของของไหลที่อัดตัวยากในชองทางสองมิติกับทั้งสวนของการไหลเขาและ
ไหลออกจากขอบเขตของโดเมน ตัวอยางเชน การพิจารณาปญหาการไหลผานตลอดในโดเมนรูปสี่
เหล่ียมจัตุรัสกับทั้งสองสวนของการไหลเขาและไหลออกของขอบเขตโดเมน ดังรูปของโดเมนและ
ใชสัญลักษณดังแสดงในรูปที่ 3.11

                               

                   รูปที่ 3.11  โดเมนสองชองทางการไหลเขาและออก

เมื่อ      1 1
1 2,y y     เปนพิกัด y ของการไหลเขาสวนของขอบเขต 1

1,Γ

           1 1
1 2,x x      เปนพิกัด x ของการไหลเขาสวนของขอบเขต 1

2 ,Γ

โดยที่                                                
                                         2 2, , 1, 2y xα α α =
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และ ,y x เปนพิกัดของการไหลออกและไหลเขาสวนของขอบเขต  2 2
1 2,Γ Γ   ตามลําดับ

เงื่อนไขขอบสําหรับฟงกชันเสนสายธารและความเร็ววนคือ

0 0: , 1, 2,3,4m m const mψ ψΓ = = =
1 1 1

1 1 0 0 1 1 12 1 1
1 1 4 1 1 1 1 21 1 1 1 1 1

2 1 2 1 2 1

: ( ) , ( ) sin ,y s s y s ys s A K y s y
y y y y y yωψ ψ ψ ψ ω ω π

 − − −
Γ = = + = = ≤ ≤ − − − 

1 1 1
1 1 0 0 2 1 12 1 1
2 2 1 2 2 2 1 21 1 1 1 1 1

2 1 2 1 2 1

: ( ) , ( ) sin ,x s s x s xs s A K x s x
x x x x x xωψ ψ ψ ψ ω ω π

 − − −
Γ = = + = = ≤ ≤ − − − 

2 2
2 2 0 0 2 22 1
1 1 3 2 1 22 2 2 2

2 1 2 1

: ( ) ,y s s ys y s y
y y y y

ψ ψ ψ ψ− −
Γ = = + ≤ ≤

− −
2 2

2 2 0 0 2 22 1
2 2 4 3 1 22 2 2 2

2 1 2 1

: ( ) ,x s s xs x s x
x x x x

ψ ψ ψ ψ− −
Γ = = + ≤ ≤

− −

กําหนดพารามิเตอร  1 1
1 2, , ,A A K Kω ω  เปนคาของความเร็ววนที่ไหลเขาสวนของขอบเขต

และสมมุติให 1 1
2 1( ) ( )s sψ ψ′ ′′>  สําหรับทุก s′ และ s′′

ผลเฉลยเชิงตัวเลข
ตัวอยางของเสนสายธารและเสนความดันของของไหลผานตลอดโดเมนแสดงในรูปที่ 3.12 

- 3.15 สําหรับคาของพารามิเตอรซ่ึงกําหนดรูปของโดเมนและการกําหนดคาของสวนการไหลออก
และการไหลเขาของขอบเขตดังนี้

                            { }1
1 ( , ) : 0,0.2 0.8 ,x y x yΓ = = ≤ ≤

                { }1
2 ( , ) : 1,0.2 0.8 ,x y y xΓ = = ≤ ≤

                            { }2
1 ( , ) : 1,0.2 0.8 ,x y x yΓ = = ≤ ≤

                { }2
2 ( , ) : 0,0.2 0.8x y y yΓ = = ≤ ≤

คาคงที่ของเสนสายธารบนสวนของขอบเขตที่ของไหลไมสามารถไหลผานได 0 0 0
1 2 3, ,Γ Γ Γ

และ 0
4Γ  มีคาดังนี้ 0 0 0

1 2 31, 2, 1ψ ψ ψ= = =  และ 0
4 0ψ = ตามลําดับ
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               รูป 3.12       เสนสายธาร                             เสนความดัน

                

                รูป 3.13      เสนสายธาร                             เสนความดัน

                รูป 3.14       เสนสายธาร                        เสนความดัน
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                 รูป 3.15           เสนสายธาร                         เสนความดัน

รูป 3.12 - 3.15 แสดงผลของการเปลี่ยนแปลงคาขอบเขตของความเร็ววนทั้งสองชองทาง
ไหลเขาของขอบเขต รูปที่ 3.12 และ 3.13 แสดงเสนสายธารและเสนความดันสําหรับกรณีที่กําหนด
คาของความเร็ววน บนสวนที่ไหลเขาที่แตกตางกัน  มีคาความเร็ววนที่มีคาเปนลบ   เชน 

1
110, 1A Kω = − =  บน 1

1Γ  และความเร็ววนที่เปนบวก เชน  2
210, 1A Kω = =  บน 1

2Γ  สําหรับรูป
ที่ 3.12 ในทางตรงกันขามมีความเร็ววนที่เปนบวก เมื่อ  1

110, 1A Kω = =  บน 1
1Γ  และคาความเร็ว

วนที่มี่คาเปนลบ  2
210, 1A Kω = − =  บน 1

2Γ  สําหรับรูปที่ 3.13  ในกรณีตัวอยางของการไหลที่ได
ที่เหลืออยูเกี่ยวกับความสมมาตรของเสนทแยงมุมของรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสคลายกับการไหลที่มีความ
สามารถที่แฝงอยู รูปที่ 3.14 และ  3.15  แสดงเสนสายธารและเสนความดันสําหรับ

1 2
1 210, 1A A K Kω ω= = = =  และ 1 2

1 210, 1A A K Kω ω= = − = =  ตามลําดับ ซ่ึงเปนตัวอยางของ
การไหลที่ไมสมมาตรในแนวทแยงมุม



บทที่ 4
สรุป  อภิปรายผล  และขอเสนอแนะ

การวิจัยนี้เปนการศึกษาขั้นตอนผลตางสืบเนื่องในการไหลคงที่สําหรับสองมิติในปญหาที่
ของไหลที่อัดตัวยากไหลผานตลอดซึ่งทําการศึกษาโดยสมการออยเลอร ขั้นตอนที่สําคัญสําหรับ
ปญหาคาขอบเมื่อของไหลมีการไหลเขาในบางสวนของขอบ โดยที่กําหนดใหตัวประกอบปกติของ
เวคเตอรความเร็วและตัวประกอบสัมผัสของความเร็ววน   โดยกําหนดใหตัวประกอบปกติในสวน
ที่ของไหลมีการไหลออกจากขอบของโดเมน  ซ่ึงตัวประกอบปกติถูกกําหนดใหในสวนที่ของไหล
มาสามารถไหลออกจากขอบได   สมการออยเลอรในรูปของความเร็ววนและฟงกชันเสนสายธาร
สามารถดําเนินการตามขั้นตอนเชิงตัวเลข  เทคนิคสําหรับฟงชชันในหนึ่งมิติถูกนํามาใชทําใหเกิด
ความสอดคลองระหวางจุดในโดเมนที่ใดๆและจุดในโดเมนที่คํานวณสมการทางพีชคณิตไดถูกนํา
มาใชในการคํานวณสมการออยเลอรในรูปฟงกชันเสนสายธารและความเร็ววนเปนสมการไมเชิง
เสนที่สําคัญสําหรับการไหลหมุนวน โดยดําเนินการดวยกระบวนการทําซ้ํา กระบวนการทําซ้ําภาย
นอกทั้งสมการพัวซองดสําหรับฟงกชันสายธารและสมการ Helmholtz  สําหรับความเร็ววน  แตละขั้น
ของกระบวนการทําซ้ําภายนอกระบบของสมการเชิงเสนถูกดําเนินการโดยวิธีผอนปรนเกินสืบเนื่อง 
หรือ วิธี Stabilizing Correction สมการ Helmholtz  สําหรับความเร็ววนมีลักษณะเปนไฮเพอรโบลิก  
การลูเขาของขั้นตอนเชิงตัวเลขสูผลเฉลยที่แทจริงสําหรับการทดสอบปญหากับผลเฉลยที่แทจริง 
ผลเฉลยที่แทจริงมีความสอดคลองกับการไหลหมุนวนกับ สมการไมเชิงเสนของฟงกชันเสนสาย
ธารและความเร็ววน  สําหรับในสองมิติในชองโคง อัตราการลูเขาของวิธีการเชิงตัวเลขไดนํามา
เปรียบเทียบผลเฉลยเชิงตัวเลขตามลําดับของกริต พิกัดเชิงเสนโคงไดนํามาใชในการพัฒนาขั้นตอน
เชิงตัวเลขสําหรับโดเมนที่มีความแตกตางกัน

สรุป
1.  งานวิจัยนี้เปนการศึกษาการแกปญหาที่อยูบนพื้นฐานของกฎอนุรักษความเร็ววนตลอด

เสนสายธาร
2.  งานวิจัยนี้ศึกษาการไหลผานตลอดปญหาขอบ เมื่อกําหนดสวนของขอบโดเมนเปน

ความเร็ววน
3.  งานวิจัยนี้ทําการศึกษาการลูเขาสูผลเฉลยที่แทจริง โดยระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่องของผู

วิจัย ซ่ึงเปนขอยืนยันการทดสอบผลเฉลยของปญหาโดยวิธีของผูวิจัยกับผลเฉลยจากการคํานวณ
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4.  งานวิจัยนี้ทําการคํานวณโดยวิธีการเชิงตัวเลข ซ่ึงเปนวิธีการประมาณคา วิธีใหมในการ
หาผลเฉลยของสมการออยเลอรของการไหลของของไหลที่คงที่ในสองมิติที่ของไหลนั้นไมมีความ
หนืด ที่มีการไหลผานโดเมนที่เปนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสขนาดหนึ่งหนวย กับชองทางการไหลเขาและ
ไหลออกหนึ่งและสองชองทาง

อภิปรายผล
งานวิจัยนี้แสดงผลการวิจัยโดยแสดงภาพตางๆประกอบ  เมื่อกําหนดคาความเร็ววนที่ไหล

เขาผานขอบของโดเมนที่มีคาแตกตางกัน

ขอเสนอแนะ
1.  งานวิจัยนี้ เปนการศึกษาปญหาในระบบสอง มิติ ซ่ึงควรมีการขยายในระบบ สามมิติ

หรือใชวิธีการอื่นในการหาผลเฉลยของปญหานี้
2.  ควรมีการวิจัยในปญหานี้โดยใชระเบียบวิธีช้ินประกอบอันตะ (finite element)  หรือระเบียบ

วิธีปริมาตรอันตะ (finite volume)
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-  ไปเสนอผลงานวิจัยในตางประเทศ ในงาน International Computational 

Mathematics Application 2002, 30August - 3 September, 2002 , Dalian University of 
Technology,  ณ ประเทศจีน

-  ไปเสนอผลงานวิจัยในตางประเทศ ในงาน The Sixth Asian Symposium on 
Computer Mathematics and Workshop on Geometric Constraint Solving, 23- 25  
October, 2003 ,  Institute of Systems Science Chinses Academy of Sciences Bei Jing,  
ณ ประเทศจีน

-  ไปเสนอผลงานวิจัยในประเทศ ในการประชุม วทท 28. ในระหวางวันที ่  9-

11  ตุลาคม 2546, ณ หองประชุมศูนยประชุมแหงชาติสิริกิตต   จ.กรุงเทพ
-  ไปเสนอผลงานวิจัยในประเทศ ในการประชุมเสนอผลงานวิจัยของนักวิจัยรุน

ใหม และพบกับเมธีวิจัยอาวุโส สกว. ในระหวางวันที ่ 9-11  มกราคม 2547 ,      จ.กาญจนบุรี
-  ไปเสนอผลงานวิจัยในประเทศ ในการประชุม The 8 th Annual National 

Symposium on Computational Science and Engineering . ในระหวางวันที ่  21-23  

กรกฎาคม 2547, ณ มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีสุรนารี  จ. นครราชสีมา

3.3  หนังสือ  ไมมี
          3.4  การจดสิทธิบัตร  ไมมี
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ระเบียบวิธีการเชิงตัวเลขสําหรับการแกปญหาการไหลผานของของไหลอุดมคติท่ีอัดตัวยากในเทอมของตัวแปรงาย
NUMERICAL METHOD FOR SOLVING THE FLOW-THROUGH PROBLEM OF IDEAL
INCOMPRESSIBLE FLUID FLOW IN TERM OF PRIMITIVE VARIABLES
เพียงพบ มนตนวลปรางค
Peiangpob Mounnumprang
Program of Mathematics, Faculty of Science and Technology, Rajabhat Institute
Pecthburiwittayalongkorn, Pathumthani, 13180, Thailand; e-mail address: peiangpb@sut.math.ac.th

บทคัดยอ: งานวิจัยนี้เปนการพัฒนาขั้นตอนเชิงตัวเลข ในการศึกษาปญหาเงื่อนไขขอบกับสมการออยเลอรในสถานะอยู
ตัว โดยเปลี่ยนสมการออยเลอรในเทอมของตัวแปรงาย โดยพิจารณาการลูเขาของผลเฉลยของสมการกับผลเฉลยแมน
ตรง ผลการวิจัยนี้แสดงผลเฉลยโดยรูปภาพที่แตกตางกันตามพารามิเตอรที่กําหนดให

Abstract: In this paper, we develop numerical algorithm to study a boundary value problem in which 
the governing equations are the steady state Euler equations and the vorticity is given on the inflow 
parts of the boundary.  We rewrite Euler equations in term of primitive variables. The convergence of 
the finite difference equations to the exact solution is shown experimentally by comparing the 
computational results with the exact solution on the sequence of grids.  Plots of the flow structure and 
isobars, for different geometries of channel and for different values of vorticity on entrance, are also 
presented.

Methodology:  The Euler equations are implemented in terms of the stream function and vorticity. An 
irregular physical domain is transformed into a rectangle in the computational domain and the Euler 
equations are rewritten with respect to a curvilinear co-ordinate system. An appropriate iterative 
process is suggested in this work. The convergence of the numerical algorithm is confirmed by a test 
problem with known analytical solution. Numerical calculations are performed for the two-dimensional 
inviscid flow through a channel with curved walls. The proposed schemes are confirmed to be efficient 
for a wide range of parameters. Strong dependence of the pressure field on the boundary conditions for 
the vorticity is shown.

Results, Discussion and Conclusion: Figure 1 illustrates the pressure contours and figure 2 illustrates 
the streamlines computed for various geometries of curved channel. The boundary conditions for 
vorticity at the inflow part of the boundary were prescribed by the equation ( ) sin( )y a Kyωω π= . In 

each case, the iterative process converged with tolerance 6 610 , 10ω ψε ε− −= = .

                                     Figure 1                                                               Figure 2

References: (1) Kazhikhov AV,et al. Boundary Value Problems in Mechanics of Nonhomogeneous
Fluids. Netherlands, (1990).

Keywords: flowing-through problem, ideal incompressible fluid flow
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STREAMFUNCTION-VORTICITY NUMERICAL METHOD
FOR FLOWING THROUGH PROBLEM OF IDEAL INCOMPRESSIBLE

FLUID WITHIN 2D DOMAIN

N.P. Moshkin,1 Peiangpob Mounnamprang 2

ABSTRACT: A numerical algorithm to study the boundary value problem in which the gov-
erning equations are the steady Euler equations and the vorticity is given on the inflow parts
of the domain boundary is developed. The property of conservation of vorticity along stream
line are utilized to construct numerical algorithm in the case of several inflow and outflow parts
of domain boundary. The convergence of the finite-difference equations to the exact solution
is shown experimentally for the test problem by comparing the computational results with the
exact solution on the sequence of grids. The numerical algorithm is illustrated with several
examples of steady flow through a two-dimensional channel with two inflow and outflow parts
of boundary.

KEYWORDS: ideal incompressible fluid, Euler equations, flowing through problem

1. INTRODUCTION

The well-posed statement of the internal flow problem for an ideal incompressible fluid is com-
plicated if on some parts of domain boundary fluid enters the domain or is flowing out of it.
Some special boundary conditions must be imposed to comply with the ”hyperbolic” character
of the convective part of the Euler equations. Statement of the problem for rotational flows
of incompressible fluid and for irrotational ones appear to be quit different. In particular, the
stationary irrotational flow of incompressible ideal fluid is determined uniquely by the prescrib-
ing the value of the normal component of velocity on the boundary. In the stationary case
the determination of the rotational flow needs additional information on inflow and outflow
parts as compared with the irrotational flow. For example Kazhikhov and Ragulin 1980 studied
the existence and uniqueness of the boundary value problem where on the inflow parts of the
boundary either three components of velocity or normal component of velocity and two tangent
components of vorticity were prescribed, and on the outflow parts of the boundary either the
normal component of velocity or pressure were prescribed. In reality, the vorticity is given also
on inflow parts of boundary in the case of the stationary irrotational flow. It is simply equal to
zero, and this information is perceived usually as an absence of information.

In this paper we study a rotational flow of an ideal incompressible fluid through bounded domain
with inflow and outflow parts of domain boundary. We are following the results of Kazhikhov
and Ragulin [1] and assume that tangent components of vorticity are given on inflow parts of
domain boundary. The novel contributions in this study are developing the suitable numerical
method for such kind of boundary value problems. The property of conservation of vorticity on
streamline are utilizes to construct numerical algorithm in the case of 2-D stationary rotational

1Suranaree University of Technology, School of Mathematics, Nakhon Ratchasima, 30000, Thailand.
2Rajabhat Petchburiwittayalongkorn Institute, Pathumthani, Thailand.
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flow of an ideal incompressible fluid flow.

2. FORMULATION OF FLOWING THROUGH PROBLEM

Let Ω be a bounded domain in R2 whose boundary Γ consists of the three kinds of parts. The
inflow parts of domain boundary are denoted by Γ1

i , i = 1, . . . ., L , and the outflow parts of the
boundary are denoted by Γ2

j , j = 1, . . . ., K . The impermeable parts of boundary are denoted
by Γ0

m, m = 1, . . . .,M . Each components of Γi
α, is a sufficiently smooth curves. The steady

motion of a homogeneous ideal incompressible fluid is described by the Euler equations

∆ψ = −ω, in Ω, (1)

∂(ψ, ω)
∂(x, y)

= 0, in Ω. (2)

The stream function ψ and the vorticity ω are determined as u = ∂ψ
∂y , v = −∂ψ

∂x , ω = ∂v
∂x− ∂u

∂y ,
where (x, y) denotes the Cartesian coordinates of points on Ω, u, v denote the components of
velocity vector −→u on x and y directions, respectively. We assume that on the solid (impermeable)
parts of the boundary the normal component of velocity vector is vanish

(−→u · −→n ) = 0, (x, y) ∈ Γ0
m, m = 1, . . . ., M , (3)

where −→n is outward normal vector. Special boundary conditions must be imposed at the inflow
and the outflow parts of the boundary in order have a well-posed problem Antontsev 1990,
Kazhikhov 1980. The normal component of the velocity vector are given on the inflow parts of
the boundary

−→ω = curl(−→u ) = ωi(x, y), (−→u · −→n ) = fi(x, y), (x, y) ∈ Γ1
i , i = 1, . . . ., L. (4)

On the outflow parts of the boundary only the values of normal component of velocity vector
are needed to be prescribed

(−→u · −→n ) = gj(x, y), (x, y) ∈ Γ2
j , j = 1, . . . ., K. (5)

Boundary conditions (3)-(5) imply that stream function is known on whole domain boundary
and additionally the values of vorticity are given on inflow parts of domain boundary.

3. THE SOLUTION PROCEDURE

We solve the governing equations (1),(2) with boundary conditions(3)-(5) using the iterative
approach with finite-difference method. A uniform rectangular mesh is used. The iterative
process is performed by realizing the following steps:
1. Give initial guess ψ(0), ω(0).
2. For given ω(n) find solution ψ(n+1) of the Poisson equation (1)

4ψ(n+1) = −ω(n), n = 0, 1, 2, . . . ,

with the Direchlet boundary conditions for stream function (3)-(5).
3. In the case of steady flow, equation (2) means that vorticity is constant on stream line and
this equation has general solution in the form ω = ω(ψ). The function ω(ψ) may be found from
boundary conditions for vorticity on inflow parts of domain boundary. The value of vorticity
at the grid point (xk, yl) on (n + 1) iteration defines from boundary condition on vorticity at
boundary Γ1

i∗

ω
(n+1)
k,l = ωi∗(x∗, y∗); ψ(x∗, y∗)− ψ

(n+1)
k,l = 0, (x∗, y∗) ∈ Γ1

i∗ (6)
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4. Verify convergence criterion and if iterations does not converge return to step 2.

To solve the Poisson equation for stream-function with the Direchlet boundary conditions we
used high order compact finite difference scheme, see for example Yanenko 1971. The corre-
sponding finite difference equation was solved by SOR method. To find zero of equations (6)
we used standard secant method.The iterative process is terminated when the convergence cri-

terion is achieved ‖ω(n)−ω(n−1)‖
‖ω(n)‖ ≤ εω,

‖ψ(n)−ψ(n−1)‖
‖ψ(n)‖ ≤ εψ, where εω and εψ are convergence

tolerances, and ‖◦‖ denotes some norm in the set of grid functions.

4. NUMERICAL RESULTS

To construct the test problem with known solution, we specify the stream function and
vorticity in the form ψ(x, y) = ex+y, ω = −2 ex+y. We consider a square domain Ω =
{(x, y) : 0 ≤ x, y ≤ 1} . Table 1 shows the infinity norm of the absolute errors which are ob-
tained from the grid systems having N × N nodes. With these values, the resulting rate of
convergence is estimated.

Table 1. Norm of errors for stream function and vorticity. Rates of convergence

for test problem.

Grid err = ||ψh − ψexact||∞ Rate err = ||ωh − ωexact||∞ Rate
6× 6 0.173E-05 - 0.345E-05 -

11× 11 0.979E-07 4.14 0.196E-06 4.13
21× 21 0.579E-08 4.08 0.116E-07 4.08
41× 41 0.413E-09 3.81 0.862E-09 3.81

The rates of convergence are defined by equation m ' ln(errN1
)−ln(errN2

)

ln(N1)−ln(N2) where m is rate of
convergence

∥∥fh − fh
exact

∥∥ ≤ Chm, errN1 and errN2 are maximum norm of difference between
exact solution and approximated solution on grid with N1×N1 and N2×N2 nodes, respectively.
It is observed that the convergence rate is approximately equal to four. This confirms that the
finite-difference scheme is of fourth-order accuracy.
The numerical method developed and tested above will now

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
y 

x 

y1
1
 

y1
2
 

x1
1
 x1

2

     
y2

2
 

y2
1
 

x2
1
 

x2
2
 

Ω Γ1
1
 

Γ1
2
 

Γ2
1
 

Γ2
2
 

ψ
=

ψ
11
(s

) 
 

ω
=

ω
1
(s

)

ψ=ψ
2
1(s)  

ω=ω
2
(s)

ψ
=

ψ
12
(s

) 

ψ=ψ
2
2(s) 

Γ0
1
 Γ0

2
 

Γ0
3
 Γ0

4
 

Figure 1.

be applied to study the internal flow of an ideal incompressible
fluid in two dimensional channel with several inflow and outflow
parts of domain boundary. As an example, let us consider the
flowing through problem in square domain with two inflow and
two outflow parts of the domain boundary. The sketch of the
domain and notations are shown on Figure 1, where y1

1, y1
2

are y coordinates of inflow part of boundary Γ1
1 , x1

1, x1
2 are x

coordinates of inflow part of boundary Γ1
2, and y2

α, x2
α, α =

1, 2 are y and x coordinates of outflow parts of boundary Γ2
1

and Γ2
2, respectively.

The boundary conditions for stream function and vorticity are

Γ0
m : ψ = ψ0

m = const, m = 1, 2, 3, 4
Γ1

1 : ψ = ψ1
1(s) = y1

2−s

y1
2−y1

1
ψ0

4 + s−y1
1

y1
2−y1

1
ψ0

1, ω = ω1(s) = A1
ω sin

(
K1

s−y1
1

y1
2−y1

1
π
)

, y1
1 ≤ s ≤ y1

2

Γ1
2 : ψ = ψ1

2(s) = x1
2−s

x1
2−y1

1
ψ0

1 + s−x1
1

x1
2−x1

1
ψ0

2, ω = ω2(s) = A2
ω sin

(
K2

s−x1
1

x1
2−x1

1
π
)

, x1
1 ≤ s ≤ x1

2

Γ2
1 : ψ = ψ2

1(s) = y2
2−s

y2
2−y2

1
ψ0

3 + s−y2
1

y2
2−y2

1
ψ0

2, y2
1 ≤ s ≤ y2

2

3



Γ2
2 : ψ = ψ2

2(s) = x2
2−s

x2
2−x2

1
ψ0

4 + s−x2
1

x2
2−x2

1
ψ0

3, x2
1 ≤ s ≤ x2

2

Parameters A1
ω, A2

ω , K1 , K2 permit to manage the values of vorticity at the inflow parts of
boundary, and we assume additionally that ψ1

2(s
′) > ψ1

1(s
′′), for any s′ and s′′.

Patterns of streamlines and pressure contours through the fluid domain are shown in Fig-
ures 2,3 for the following set of parameters which determined geometry of domain and loca-
tion of outflow and inflow parts of the boundary Γ1

1 = {(x, y) : x = 0, 0.2 ≤ y ≤ 0.8} , Γ1
2 =

{(x, y) : y = 1, 0.2 ≤ x ≤ 0.8} , Γ2
1 = {(x, y) : x = 1, 0.2 ≤ y ≤ 0.8} ,

Γ2
2 = {(x, y) : y = 0, 0.2 ≤ x ≤ 0.8} . The constant values of streamfunction on impermeable

parts Γ0
1, Γ0

2, Γ0
3, and Γ0

4 are ψ0
1 = 1, ψ0

2 = 2, ψ0
3 = 1, ψ0

4 = 0, respectively.

Figures 2 a), b) correspond to the potential flow where vorticity at inflow parts of boundary is
equal to zero ( A1

ω = A2
ω = 0). The lines ψ = const and p = const are symmetrical about the

diagonals of square. The largest pressure gradient occurs at the neighborhood of lower left and
upper right angles of domain.
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Figures 3 a), b) plot streamlines and pressure contours for A1
ω = A2

ω = 10, K1 = K2 = 1,
respectively. In this case the patterns of flow are not more symmetric with respect to both
diagonals.

5. CONCLUSION

In this paper we have studied the flowing through boundary value problem where on inflow
parts of boundary domain the values of vorticity are given. The new method to the approximate
solution to the Euler equation of steady two dimensional inviscid flow is developed. Method is
based on the property of vorticity conservation along streamline.
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