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Abstract 
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 The project aims to study the electronic properties, structural properties, and deformation behavior 
of two dimensional materials based on first-principles calculations. The structural deformation of single-
layer boron nitride (BN), graphene, and silicene under different strain conditions (in the range of -0.2 to 0.2) 
have been investigated using first-principles density functional theory. The information of lateral relaxation 
under uniaxial strain can be extracted from the strain energy surface. The results provide key mechanical 
properties of the membranes such as Poisson’s ratio, ultimate strength, and in-plane elastic stiffness. 
Under pressurized blister test, the deformation behavior of the membrane is describe by using Hencky’s 
solution. This solution provides the membrane profile and the relationship between the pressure and the 
blister height that can directly estimate strain in the membrane. Materials with different Poisson's ratio and 
in-plane elastic stiffness are suitable for different pressure range. At the same strain, graphene is suitable 
for high pressure application whereas silicene is suitable for low pressure application. The relationship 
between pressure or strain and diffusion properties of various gas molecules is subjected for further study 
for renewable energy applications and hydrogen storage.  
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a . รศัมขีองแผน่เยือ่  
E . มอดุลสัของสภาพยดืหยุน่  
h . ความหนาของแผน่เยือ่  

r ar = . พกิดัในแนวรศัมทีีไ่มม่หีน่วย 

W z a= . ความสงูของแผน่เยือ่ในแนวดิง่ทีไ่มม่หีน่วย 

q pa Eh= . ภาระต่อแผน่เยือ่ 

( )N Nr º . ความเครยีดทีไ่มม่หีน่วย 
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บทท่ี  1 
บทนํา 

ความสาํคญัและท่ีมาของปัญหาการวิจยั 

นบัตัง้แต่มกีารสงัเคราะหแ์กรฟีน [1-5] ซึง่เป็นวสัดุทีบ่างเพยีงหน่ึงชัน้ของอะตอมคารบ์อน ทาํใหเ้กดิกระแส
งานวจิยัอยา่งกวา้งขวางในการศกึษาคุณสมบตัทิีแ่ปลกใหมข่องวสัดุทีม่โีครงสรา้งระดบันาโนแบบสองมติ ิ[6]  ระบบ
โครงสรา้งทีม่กีารจํากดัมติมิผีลกระทบอย่างมากในการลดขนาดของวสัดุ อุปกรณ์ทีใ่ชง้านในเชงิเทคโนโลยดีา้นต่าง 
ๆ ในปจัจุบนั ไดแ้ก่ ดา้นการพฒันาวสัดุเฉพาะทางขัน้สูง และ เทคโนโลยทีีเ่กี่ยวขอ้งกบัพลงังานทดแทน การสรา้ง
ความเขา้ใจพืน้ฐานจากความรูใ้นระดบัอะตอมเชงิทฤษฎจีงึมบีทบาทสําคญัในการพฒันาคุณสมบตัทิี่สําคญัต่าง ๆ 
เพือ่การประยกุตใ์ชง้าน งานวจิยัน้ีมุง่เน้นการศกึษาคุณสมบตัเิชงิโครงสรา้งของวสัดุสองมติโิดยระเบยีบวธิเีชงิทฤษฎี
คํานวณ โดยศกึษาความเหมาะสมของโครงสรา้งสองมติแิละการปรบัเปลี่ยนโครงสรา้งเพื่อใชใ้นวสัดุจรงิ ทัง้น้ีการ
ประยกุตใ์ชคุ้ณสมบตัเิชงิโครงสรา้งของวสัดุสองมติคิอืการนําไปใชเ้ป็นเยื่อคดักรองโมเลกุลในระบบกกัเกบ็ไฮโดรเจน 
ระบบคดักรองโมเลกุล โดยมกีารใหค้วามดนัของแกส็ระหว่างสองดา้นของแผ่นเยื่อเพื่อทําใหเ้กดิความดนัโดยแผ่น
เยื่อสองมติทิัว่ไปจะสามารถคดักรองโมเลกุลไฮโดรเจนจากแกส็อื่นในบรรยากาศได ้[7, 8] อตัราการสง่ผ่านจะมคี่า
สงูขึน้เมื่อใหค้วามดนัมากขึน้เน่ืองจากความดนัทีม่ากขึน้ทาํใหแ้ผน่เยื่อมกีารขยายตวัออก การพฒันาทฤษฎตีน้แบบ
เพื่อสร้างความเขา้ใจเกี่ยวกบัลกัษณะการผดิรูปของโครงสร้างภายใต้ความดนั จงึช่วยให้ทราบถึงความสมัพนัธ์
ระหว่างความดนักบัปรมิาณอื่น ๆ ทีเ่กีย่วขอ้งกบัคุณสมบตักิารส่งผ่านโมเลกุลไดช้ดัเจนยิง่ขึน้และเป็นขอ้มูลสาํคญั
สาํหรบัการทดลอง  

ทฤษฎีพืน้ฐานของการผดิรูปภายใต้ความดนัดงักล่าวจะช่วยใหเ้กดิความรู ้ความเขา้ใจเกี่ยวกบัปจัจยัและ
ผลกระทบทีม่ต่ีอวสัดุ เป็นรากฐานสาํคญัในการออกแบบวสัดุเพือ่กาํหนดหน้าทีก่ารใชง้านในสภาวะต่าง ๆ การเขา้ใจ
ถงึคุณสมบตัเิชงิกลของวสัดุเมื่อมปีจัจยัภายนอกมากระทําต่อระบบ เช่น ความเคน้ ความเครยีด ความดนั มผีลต่อ
การผดิรปูของโครงสรา้ง ความสมัพนัธข์องคุณสมบตัเิชงิกลของวสัดุทีเ่กดิจากปจัจยัภายนอกจงึเป็นขอ้มลูสาํคญัเพื่อ
สรา้งพืน้ฐานในการศกึษาวสัดุสองมติเิพือ่ใชเ้ป็นเยือ่คดักรองโมเลกุลต่าง ๆ ต่อไป 

วตัถปุระสงคข์องการวิจยั 

- ศกึษาความสมัพนัธ์ของคุณสมบตัเิชงิกลของวสัดุที่เกดิจากปจัจยัภายนอก เช่น ความเคน้ ความเครยีด 
ความดนั ทีม่ผีลต่อการผดิรปูของโครงสรา้งผลกึ  

- ศกึษาลกัษณะการผดิรปูของโครงผลกึทีเ่กดิจากปจัจยัเชงิกลภายนอกในโครงสรา้งระดบันาโนเชงิทฤษฎ ี
- หาความสมัพนัธร์ะหวา่งการเปลีย่นแปลงของโครงผลกึกบัเงือ่นไขและปจัจยัทีท่าํใหเ้กดิการผดิรปู 
- สร้างต้นแบบเชงิทฤษฎี และแบบแผนการวเิคราะห์เพื่อใช้ศึกษาในสารที่มโีครงสร้างอื่น ๆ เพื่อพฒันา

สมบตัขิองวสัดุจรงิ 

ขอบเขตของการวิจยั 

โครงการน้ีเน้นศกึษาวสัดุทีม่โีครงสรา้งระดบันาโนและโครงสรา้งหรอืระบบอื่นทีม่คีวามน่าสนใจ โดยศกึษา
คุณสมบตัเิชงิกลทีเ่กี่ยวขอ้งกบัการผดิรูปของโครงสรา้งเน่ืองจากความเคน้ และความดนัจากภายนอก ซึ่งสามารถ
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จําลองและเปรยีบเทยีบกบัปรมิาณที่วดัไดจ้ากการทดลอง สารตวัอย่างที่จะทําการศกึษาไดแ้ก่ ชัน้โบรอนไนไตรด ์
(BN) แกรฟีน (C)  และซลิซินี (Si) 

วิธีดาํเนินการวิจยั 

การศกึษาสมบตัเิชงิกลในโครงสรา้งผลกึ เริม่จากการศกึษาโครงสรา้งปกตขิองโครงผลกึทีอ่ยู่ในสถานะพืน้ 
ขัน้ถดัไปคอืการศกึษาลกัษณะการเปลี่ยนแปลงของตําแหน่งอะตอมแต่ละตวัในโครงผลกึเมื่อทําการเปลี่ยนแปลง
รูปทรงของโครงสร้างผลึกเพื่อจําลองความเค้นในทิศทางต่าง ๆ โดยทําการคํานวณพลงังานของระบบที่มีการ
เปลีย่นแปลงโครงสรา้งผลกึเทยีบกบัโครงสรา้งทีอ่ยูใ่นสถานะพืน้ ขอ้มลูทีไ่ดจ้ะใหค้วามสมัพนัธร์ะหว่างพลงังานของ
ระบบทีเ่ปลีย่นแปลงเน่ืองจากความเคน้รปูแบบต่าง ๆ  เมือ่ทราบถงึการตอบสนองต่อความเคน้ทีเ่กดิขึน้ในโครงสรา้ง
ผลึก ว่าอะตอมแต่ละตวัมกีารเคลื่อนที่ในลกัษณะใดได้บ้าง พลงังานของระบบเป็นอย่างไร สามารถแปรผลเพื่อ
วเิคราะหเ์ป็นคุณสมบตัคิวามยดืหยุ่นของวสัดุได ้สามารถคํานวณหาความสมัพนัธ์ระหว่างความเคน้กบัการผดิรูป
ของโครงสรา้งผลกึทีเ่ปลีย่นไป เขา้ใจพฤตกิรรมการผดิรปูของวสัดุ ขอ้มลูของการผ่อนคลายโครงสรา้งภายใตค้วาม
เคน้ในแนวต่าง ๆ สามารถหาไดจ้ากพืน้ผวิของพลงังานความเคน้ ผลลพัธท์ีไ่ดท้ําใหท้ราบคุณสมบตัเิชงิกลของแผ่น
เยื่อ เช่น อตัราส่วนปวัซง ความทนแตกหกั และ ความยดืหยุน่เชงิระนาบ ขอ้มลูทีไ่ดส้ามารถเปรยีบเทยีบไดก้บัการ
ทดสอบแบบโดมความดนั [9]  ขัน้ตอนการคาํนวณสรปุได ้ดงัน้ี 

ใชท้ฤษฎฟีงัชนันลัของความหนาแน่น (density functional theory) เพื่อแกป้ญัหาเชงิควอนตมัในวสัดุจรงิ 
และพฒันาระเบยีบวธิทีีเ่หมาะสมเพือ่ใชค้าํนวณการผดิรปูของวสัดุ 

เขยีนคําสัง่หรอืโปรแกรมเพื่อทําการวเิคราะหก์ารเปลี่ยนโครงสรา้งผลกึต่อความเคน้ทีเ่กดิขึน้ในโครงสรา้ง
ผลกึ วเิคราะหร์ปูแบบการเคลื่อนตวัของแต่ละอะตอมในผลกึในขนาดเซลลห์น่วยทีก่าํหนด  

ทาํการคาํนวณพลงังานของระบบ และคาํนวณโครงสรา้งอเิลก็ทรอนิกสเ์พือ่ใชใ้นการวเิคราะหผ์ลเชงิลกึ 
วเิคราะหป์จัจยัทีม่ผีลต่อการผดิรปู เช่น อตัราสว่นปวัซง ความยดืหยุน่เชงิระนาบ พนัธะทีย่ดึเหน่ียวระหว่าง

อะตอมในผลกึ เพือ่ไปใชเ้ปรยีบเทยีบกบัสารทีม่โีครงสรา้งเดยีวกนัแต่ต่างชนิดกนั 
จาํลองคุณสมบตัขิองวสัดุเพือ่เปรยีบเทยีบกบัคา่ทีว่ดัไดจ้ากการทดลอง 

จากแบบแผนต้นแบบ สามารถศึกษาในเชิงลึกเกี่ยวกบัการเชื่อมโยงระหว่างคุณสมบตัิของสารกบัรูปแบบของ
โครงสรา้งผลกึ เงือ่นไขต่าง ๆ ซึง่สามารถขยายผลไปสูก่ารศกึษาในสารอื่นได ้

ประโยชน์ท่ีได้รบัจากการวิจยั 

การศึกษาเชิงทฤษฎีในวสัดุยงัขาดแคลนในประเทศไทย โครงการน้ีจึงมุ่งเน้นการพฒันาบุคลากรและ
นักศึกษาให้มีความเชี่ยวชาญ ศกัยภาพและความรู้เพื่อการวิจยัที่เกี่ยวข้อง และสร้างองค์ความรู้ใหม่เพื่อเสริม
ศกัยภาพในการวิจยัของประเทศ นักศึกษาระดบับณัฑติศึกษาอย่างน้อย 1 คนจะได้เข้าร่วมวิจยัและได้รบัการ
สนับสนุนงบประมาณจากโครงการน้ี เป็นการพฒันาการศึกษาในระดบับณัฑติศึกษาในด้านวทิยาศาสตร์ซึ่งเป็น
สาขาวชิาขาดแคลน ขอ้สําคญัของการศกึษาเชงิทฤษฎีคอืลดการสิ้นเปลอืงทรพัยากร ผลการวจิยัสามารถใชเ้ป็น
แนวทางใหก้บันักทดลองในการสงัเคราะหส์ารได ้เครื่องมอืสําคญัทีใ่ชใ้นการคํานวณคอืคอมพวิเตอรซ์ึ่งมศีกัยภาพ
ทดัเทยีมกบัต่างประเทศ ทําใหน้ักวจิยัไทยสามารถแข่งขนักบันานาชาตไิด ้การพฒันาบุคลากรดา้นการคํานวณใน
วสัดุจะชว่ยใหก้ารพฒันาประเทศเป็นไปอยา่งกา้วกระโดด 
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องคค์วามรูท้ีไ่ดส้ามารถใชร้ว่มมอืกบัภาคการผลติเพือ่สรา้งมลูคา่เพิม่ในวสัดุสาํหรบัการใชง้านระดบันาโนขัน้
สงู ซึง่มสี่วนช่วยพฒันาเทคโนโลยกีารประยุกต์ใชแ้ผ่นเยื่อระดบันาโน กระบวนการในการผลติเชงิพาณิชยแ์ละเพิม่
ประสทิธภิาพของผลติภณัฑใ์นภาคการผลติ 

 
 
 

 
รปูท่ี 1.1 แสดงการผดิรปูของโครงสรา้งแผน่เยือ่สองมติภิายใตค้วามดนัทีแ่ตกต่างกนัระหวา่งดา้น [9] 
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บทท่ี  2 
วิธีดาํเนินการวิจยั 

ทฤษฎีและวิธีการคาํนวณคณุสมบติัความยืดหยุ่นของแผน่เย่ือ 

งานวจิยัน้ีไดท้ําการศกึษาเพื่อทําความเขา้ใจและสรา้งระเบยีบวธิทีีใ่ชอ้ธบิายพฤตกิรรมการผดิรูปของวสัดุ
โครงสรา้งแบบ 2 มติ ิโดยศกึษาการเปลีย่นแปลงของโครงสรา้งผลกึของชัน้โบรอนไนไตรด ์(BN) แกรฟีน (C) และซลิิ
ซนี (Si) ภายใตเ้งือ่นไขความเคน้ตามแกนเดยีว (uniaxial strain) e  ค่าต่าง ๆ (ในช่วง -0.2 ถงึ 0.2) โดยนิยามของ
ความเคน้เป็น ดงัน้ี 

 i i i
i

i i

L l L

L L
e

D -
= =  (1.1) 

โดยที ่ ,i x y=  แทนแกน x  และ y  ในระบบพกิดัฉาก il  คอื ความยาวของระบบทีถู่กยดืออกหรอือดัเขา้ iL  คอื 
ความยาวตัง้ตน้ของระบบ โดยโครงสรา้งผลกึและเซลลห์น่วยของ BN, C, และ Si แสดงดงัรปูที ่2.1  

การคาํนวณคุณสมบตัเิชงิกลทาํโดยใชท้ฤษฎฟีงักช์นันลัของความหนาแน่น (density functional theory) ทาํ
การคาํนวณแบบเฟิรส์พรนิซเิพลิ (first principles calculations) ดว้ยโปรแกรม VASP (Vienna Ab-initio Simulation 
Package) [10, 11, 12] ซึง่ใหข้อ้มลูของการผอ่นคลายโครงสรา้งและตําแหน่งอะตอมและพลงังานของระบบ เมื่อ
กาํหนดความเคน้ในแนวต่าง ๆ  แลว้นําขอ้มลูทีไ่ดม้าวเิคราะหด์ว้ยกราฟ 2 มติ ิหาความสมัพนัธร์ะหว่างความเคน้ใน
แนวแกน x  และ y  กบัพลงังานของระบบ SE  จะไดก้ราฟแสดงพืน้ผวิของพลงังานความเคน้ (strain energy 
surface) ดงัแสดงในรปูที ่2.2 
 
 
 

 
รปูท่ี 2.1 แสดงโครงสรา้งผลกึและเซลลห์น่วยของระบบผลกึแบบหกเหลีย่ม 

 
 

x

y
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รปูท่ี 2.2 ตวัอยา่งกราฟพืน้ผวิของพลงังานความเคน้ [13] โดยคา่ของพลงังานมหีน่วยเป็น eV 

 
 

จากกราฟแสดงพืน้ผวิของพลงังานความเคน้จะทราบถงึการผอ่นคลายของโครงสรา้งเมื่อไดร้บัความเคน้ตาม
แกนเดยีว คอืเมื่อโครงสรา้งไดร้บัความเคน้ตามแกน x  หรอื y   จะมกีารผอ่นคลายของโครงสรา้งตามแกน y  หรอื 
x  ดงัแสดงโดยเสน้กราฟบนพืน้ผวิของพลงังานความเคน้ในรูปที ่2.2 โดยวสัดุแต่ละชนิดจะมรีูปแบบและลกัษณะ
ของการผ่อนคลายโครงสรา้งที่แตกต่างกนัออกไป ความสมัพนัธ์ระหว่าง xe  และ ye  ที่ไดจ้ะสามารถคํานวณเป็น
อตัราสว่นปวัซงเมือ่ใหค้วามเคน้ตามแกน x  ( xn ) หรอืแกน y  ( yn ) ไดด้งัน้ี 

 y
x

x

d

d

e
n

e
= -  และ x

y
y

d

d

e
n

e
= -  (1.2) 

สามารถหาคา่อตัราสว่นปวัซงเฉลีย่เชงิเรขาคณติไดเ้ป็น 
 x yn n n=  (1.3) 

และสามารถคํานวณความยืดหยุ่นเชิงระนาบ [14] ได้โดยการประมาณพื้นผิวของพลังงานความเค้นด้วย
ความสมัพนัธร์ะหวา่งความเคน้ในแนวแกน x  และ y  กบัพลงังานของระบบ SE  [14] ดงัน้ี 

 2 2
1 2 3S x y x yE a a ae e e e= + +  (1.4) 

โดย 1 2a a=  และ 3a  เป็นตวัปรบัคา่ และสามารถคาํนวณความยดืหยุน่เชงิระนาบ Eh  ไดจ้าก [14] 

 
2
3

1 0
1

2
2

a
Eh a A

a

æ ö÷ç ÷= -ç ÷ç ÷÷çè ø
 (1.5) 

ผลลพัธ์ที่ไดจ้ากการคํานวณขา้งต้นทําใหท้ราบคุณสมบตัเิชงิกลของแผ่นเยื่อ ไดแ้ก่ อตัราส่วนปวัซง และ 
ความยดืหยุ่นเชงิระนาบ ขอ้มูลทีไ่ดส้ามารถนําไปใชค้ํานวณเพื่อวเิคราะหก์ารผดิรูปของแผ่นเยื่อเมื่อใหค้วามดนัที่
แตกต่างกนัระหว่างดา้นทัง้สองของแผ่นเยื่อภายใตก้ารทดสอบแบบโดมความดนั โดยช่องเปิดมลีกัษณะเป็นวงกลม 
จงึสามารถศกึษาการผดิรปูของแผน่เยื่อโดยพจิารณาว่าเป็นแผน่เยื่อวงกลมทีข่อบยดึตดิกบัช่องเปิดวงกลม สามารถ
เปรยีบเทยีบผลการคํานวณไดก้บัการทดสอบแบบโดมความดนัซึง่เป็นการใหค้วามดนัทีแ่ตกต่างกนัระหว่างดา้นทัง้



7 

 

สองของแผน่เยื่อวงกลม ทาํใหแ้ผ่นเยื่อวงกลมเกดิการเปลีย่นรปูร่างจากระนาบวงกลมเป็นรปูโดม พฤตกิรรมการผดิ
รูปของแผ่นเยื่ออธิบายได้โดยผลเฉลยของเฮงกี ผลเฉลยน้ีให้รูปแบบของแผ่นเยื่อภายใต้ความดันและให้
ความสมัพนัธร์ะหวา่งความดนัและความสงูของโดม ซึง่สามารถประมาณค่าความเคน้ของแผน่เยื่อไดโ้ดยตรง รวมทัง้
พลงังานการยดึตดิระหวา่งแผน่เยือ่กบัซบัสเตรตในการวดัจรงิ 

ทฤษฎีและวิธีการคาํนวณรปูแบบการผิดรปูของแผน่เย่ือภายใต้ความดนั 

ลกัษณะการผดิรูปของแผ่นเยื่อวงกลมภายใต้ความดนัที่ต่างกนัระหว่างดา้นทัง้สองอธบิายไดจ้ากผลเฉลย
ของเฮงก ี(Hencky’s solution) [15] โดย Fichter [16] เสนอรปูแบบของสมการเชงิอนุพนัธท์ีอ่ธบิายโครงสรา้งกรณีที่
แผน่เยือ่ไดร้บัความดนัทีส่มํ่าเสมอทัว่ทัง้แผน่ ตําแหน่งของแต่ละจุดบนแผน่เยือ่อธบิายโดยตวัแปรรศัม ีมมุ และความ
สงู (r , q , z ) ตามลําดบั ชุดตวัแปรทีเ่ป็นภาระต่อแผน่เยื่อประกอบดว้ย ความดนั p  รศัมขีองแผน่เยื่อ a  มอดุลสั
ของสภาพยดืหยุน่ E   และความหนาของแผน่เยื่อ h  ทัง้น้ีผลคณูระหว่าง Eh  คอืความยดืหยุน่เชงิระนาบ [14, 17] 
เพื่อความสะดวกในการแกส้มการเพื่อหาผลเฉลยนัน้ จะกําหนดตวัแปรทีไ่ม่มหีน่วย โดยใหร้ะยะต่าง ๆ เป็นระยะที่
เทียบกับรัศมีของแผ่นเยื่อ กําหนดให้พิกัดในแนวรัศมีเป็น r ar =  และความสูงของแผ่นเยื่อในแนวดิ่ง 

W z a=  และ ตวัแปรทีเ่ป็นภาระต่อแผน่เยือ่เป็น q pa Eh=   

ระบบแผ่นเยื่อวงกลมภายใตค้วามดนัสามารถอธบิายดว้ยตวัแปรความเครยีดทีไ่ม่มหีน่วย ( )N Nr º  ตวั
แปรทีเ่ป็นภาระต่อแผ่นเยื่อเป็น q  และอตัราส่วนปวัซง n  ของแผ่นเยื่อ ซึง่มคีวามสมัพนัธ์ตามสมการหลกั [16] ที่
อธบิายปญัหาได ้ดงัน้ี  

2 3 2
2 2 2

2

(3 )
3 0

2 2 8

d N dN dN
N N

d d qd

r n r
r r r

r rr

æ ö +÷ç ÷+ - + + =ç ÷ç ÷çè ø
 (1.6) 

โดยสมการขา้งต้นต้องสอดคลอ้งกบัสมการทีแ่สดงความสมัพนัธ์ระหว่างความสูงของแผ่นเยื่อในแนวดิง่กบัตวัแปร
ความเครยีด ดงัน้ี 

 
2

dW

d N

r
r

= -  (1.7) 

และเงือ่นไขขอบของความชนัของแผน่เยือ่ทีต่ําแหน่งรศัม ี 1r =   

 ( )
1

dW d
N N

d dr

r n
r r=

é ù
ê ú = -
ê úë û

 (1.8) 

งานวจิยัน้ีได้พฒันาขัน้ตอนเพื่อแก้ปญัหาและหาผลเฉลยของเฮงกีภายใต้ความดนัสมํ่าเสมอทัง้แผ่นเยื่อ
ภายใตค้า่ของ q  และ n  ทีก่าํหนด โดยวธิเีชงิตวัเลขแบบผลต่างอนัตะดงัน้ี 

1) เริม่จากการเดาค่าของตวัแปรความเครยีดทีต่ําแหน่งรศัม ี 1r =  (ค่าของ ( 1)N r = ) และทีต่ําแหน่ง
รศัมอีื่น ๆ สาํหรบัทุกคา่ r  ทีจ่ะทาํการคาํนวณดว้ยวธิผีลต่างอนัตะ 

2) แก้สมการที่ (1.6) ด้วยวิธีทําซํ้า เพื่อหาค่า N  ที่ดีขึ้นไปเรื่อย ๆ จนผลเฉลยที่ได้ลู่ เข้าถึงความ
คลาดเคลื่อนยนิยอมทีก่าํหนด โดยงานวจิยัน้ีใชค้วามคลาดเคลื่อนยนิยอมระดบั 810-   

3) เมือ่ไดค้า่ N  สาํหรบัทุกคา่ r  แลว้จะสามารถแกส้มการที ่(1.7) เพือ่หาคา่ ( )W Wr º  ทีทุ่กคา่ r  ได ้
4) ใชเ้งือ่นไขขอบ ในสมการที ่(1.8) เพือ่หาคา่ ( 1)N r =  ทีด่ขี ึน้โดยวธิผีลต่างอนัตะ 
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5) ทําขัน้ตอนที่ 2) ถึง 4) ไปเรื่อย ๆ จนกว่าค่าของ ( 1)N r =  จะลู่เขา้ถึงความคลาดเคลื่อนยนิยอมที่
กาํหนด โดยงานวจิยัน้ีใชค้วามคลาดเคลื่อนยนิยอมระดบั 810-   

ขัน้ตอนการหาผลเฉลยของเฮงกภีายใตค้วามดนัสมํ่าเสมอทัง้แผ่นเยื่อน้ีไดเ้ขยีนเป็นชุดคําสัง่ไพธอนสครปิต ์
(Python script) ในภาคผนวก ก 

การคาํนวณความเค้นท่ีเกิดขึน้ท่ีแต่ละตาํแหน่งของแผน่เย่ือภายใต้ความดนั 

จากค่าของ N  และ W  จะคํานวณความเคน้ที่เกดิขึน้ในแนวรศัม ี ( )r re r eº  และแนวที่ตัง้ฉากกบัรศัม ี
( )q qe r eº  ไดจ้าก 

 ( )r
dW d

qN q q N
d d

e n r r
r r

é ù
ê ú= + -
ê úë û

 (1.9) 

และ 

 ( )d dW
q N q qN
d dqe r r n
r r

= - -  (1.10) 

ตามลาํดบั โดยสามารถคาํนวณคา่เฉลีย่ของความเคน้ e  ทีเ่กดิขึน้ทัว่ท◌◌้ังแผน่เยือ่จากคา่ q  และ n  ทีก่าํหนดไดจ้าก 

 
1

avg avg

0

1
( ) 2 ( )d

r

e e r pre r r
p

=

º = ò  (1.11) 

เมื่อ avg( ) r qe r e e=  เป็นค่าเฉลีย่เชงิเรขาคณิตของความเคน้ในทัง้สองทศิทาง ทัง้น้ีข ัน้ตอนการคาํนวณค่าเฉลีย่
ของความเคน้น้ีไดเ้ขยีนเป็นชุดคาํสัง่ไพธอนสครปิต ์(Python script) ในภาคผนวก ข 

ในการทดลองสามารถใชข้ ัน้ตอนขา้งต้นเพื่อคํานวณความสมัพนัธ์ระหว่างความเคน้และภาระที่เกดิขึน้บน
แผ่นเยื่อไดเ้ช่นกนั ถ้าทราบค่าที่เป็นคุณลกัษณะของแผ่นเยื่อ ไดแ้ก่ ความยดืหยุ่นเชงิระนาบ และอตัราส่วนปวัซง 
ดงันัน้ความสมัพนัธ์ระหว่างความเค้นและภาระที่เกดิขึน้บนแผ่นเยื่อที่ได้จากการคํานวณจงึสามารถเปรยีบเทยีบ
ควบคูไ่ปกบัการทดลอง 
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บทท่ี  3 
ผลการคาํนวณ 

ผลการคาํนวณคณุสมบติัความยืดหยุ่นของ ชัน้โบรอนไนไตรด ์(BN) แกรฟีน (C)  และซิลิซีน (Si) 

จากการคํานวณจะทราบถงึค่าคงตวัของโครงผลกึของแผ่นเยื่อที่ยงัไม่มคีวามเคน้ ดงัแสดงในตารางที่ 3.1 
และเมื่อใหค้วามเค้นตามแกนเดยีวค่าต่าง ๆ แล้วคํานวณพลงังานที่เปลี่ยนไปของระบบจะได้ผลเป็นกราฟแสดง
พืน้ผวิของพลงังานความเคน้ ทีท่ําใหท้ราบถงึการผ่อนคลายของโครงสรา้งของวสัดุทัง้สามชนิดเมื่อไดร้บัความเคน้
ตามแกนเดยีว คอืเมื่อโครงสรา้งไดร้บัความเคน้ตามแกน x  หรอื y   จะมกีารผ่อนคลายของโครงสรา้งตามแกน y  
หรอื x  ดงัแสดงโดยเสน้กราฟบนพืน้ผวิของพลงังานความเคน้ในรูปที ่3.1 สําหรบัวสัดุทัง้สามชนิด ความสมัพนัธ์
ระหว่าง xe  และ ye  ที่ได้จะสามารถคํานวณเป็นอตัราส่วนปวัซงเมื่อใหค้วามเค้นตามแกน x  ( xn ) หรอืแกน y  
( yn ) ได ้อกีทัง้รปูแบบของการเปลีย่นแปลงพืน้ผวิของพลงังานความเคน้ในบรเิวณทีค่วามเคน้ไมม่ากนกัจะสามารถ
ประมาณคา่ความยดืหยุน่เชงิระนาบได ้ผลการคาํนวณทีไ่ดส้รปุในตารางที ่3.1  

 
ตารางท่ี 3.1 แสดงค่าคงตวัของโครงผลกึ อตัราสว่นปวัซง และความยดืหยุน่เชงิระนาบสาํหรบัแกรฟีน  โบรอนไน
ไตรด ์และ ซลิซินี 

 แกรฟีน โบรอนไนไตรด ์ ซิลิซีน 
คา่คงตวัของโครงผลกึ (Å ) 2.4685 2.5127 3.8679 
ระยะเหลื่อมจากระนาบ (Å ) 0 0 0.4471 
อตัราสว่นปวัซง 0.19 (0.16a) 0.22 0.30 
ความยดืหยุน่เชงิระนาบ (N/m ) 330 (335b, 340c) 280 (267d) 60 (62d) 

a) [18] 
b) [14] 
c) [17] 
d) [19] 

 
จากผลการคํานวณพบว่าแกรฟีนเป็นวสัดุทีผ่ดิรปูยากเน่ืองจากมคีวามแขง็แรงเชงิโครงสรา้งมาก จะเหน็ได้

จากค่าความยดืหยุน่เชงิระนาบทีส่งูและค่าอตัราสว่นปวัซงทีน้่อย ในทางกลบักนัซลิซินีจะผดิรปูไดง้า่ยทีสุ่ดเน่ืองจาก
มคีวามยดืหยุ่นเชงิระนาบตํ่าอกีทัง้ค่าอตัราส่วนปวัซงที่สูงแสดงถึงการผ่อนคลายในแกนที่ตัง้ฉากกบัทศิทางของ
ความเคน้ตามแกนเดยีวที่มาก วสัดุทัง้สามมอีตัราส่วนปวัซงและความยดืหยุ่นเชงิระนาบที่แตกต่างกนัออกไป จงึ
สามารถประยกุตใ์ชคุ้ณสมบตัเิชงิกลของวสัดุใหเ้หมาะสมกบัการใชง้านภายใตค้วามดนัทีแ่ตกต่างกนัได ้
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รปูท่ี 3.1 พืน้ผวิของพลงังานความเคน้ของ (a) แกรฟีน (b) โบรอนไนไตรด ์และ (c) ซลิซินี 

 
 

x

-0.20 -0.15 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

 y

-0.20

-0.15

-0.10

-0.05

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

x

-0.20 -0.15 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

 y

-0.20

-0.15

-0.10

-0.05

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

x

-0.20 -0.15 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

 y

-0.20

-0.15

-0.10

-0.05

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

(a) 

(c) 

(b) 
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(a) (b) (c) 

รูปท่ี 3.2 รูปแบบโครงสร้างของ (a) ซิลิซีนปกติ  (b) โครงสร้างที่ให้ความเค้นดึงตามแกนเดยีว xe  หรอื ye  มี
คา่ประมาณ 0.15  (c) โครงสรา้งทีใ่หค้วามเคน้อดัในชว่งที ่ xe  และ ye  มคีา่น้อยกวา่ -0.15   
 
 

จากพืน้ผวิของพลงังานความเคน้ จะเหน็ว่าแกรฟีนและโบรอนไนไตรดย์งัคงรูปแบบของโครงสรา้งพนัธะที่
เป็นระนาบในสองมติติลอดช่วงของความเค้นที่ศกึษา แต่ซลิซินีจะมกีารเปลี่ยนรูปแบบของโครงสรา้งจากที่มกีาร
เหลื่อมกนัดงัรปูที ่3.2 (a) กลายเป็นระนาบสมบูรณ์ในสองมติดิงัรปูที ่3.2 (b) ทีค่วามเคน้ดงึตามแกน x  หรอื y  ที ่

xe  หรอื ye  มคี่าประมาณ 0.15 และมกีารเปลีย่นแปลงของโครงสรา้งทีค่วามเคน้อดัในช่วงที ่ xe  และ ye  มคี่าน้อย
กวา่ -0.15 ซึง่เหน็ไดจ้ากการลดลงของพลงังานบนพืน้ผวิของพลงังานความเคน้ในรปูที ่3.1 (c) โดยพบว่าโครงสรา้ง
ของซลิซินีเกดิการเปลีย่นรปูแบบของโครงสรา้งเป็นระนาบแบบชัน้คู่ของซลิคิอน ดงัรปูที ่3.2 (c) ทาํใหพ้ลงังานของ
ระบบลดลงเน่ืองจากมกีารสรา้งพนัธะใหมร่ะหวา่งอะตอมซลิคิอนทีม่าอยูใ่นระนาบเดยีวกนั 

ผลลพัธ์จากการคํานวณอตัราส่วนปวัซง และ ความยดืหยุ่นเชงิระนาบที่ได้ สามารถนําไปใช้คํานวณเพื่อ
วเิคราะหก์ารผดิรปูของแผน่เยือ่เมือ่ใหค้วามดนัทีแ่ตกต่างกนัระหวา่งดา้นทัง้สองของแผน่เยื่อภายใตก้ารทดสอบแบบ
โดมความดนัต่อไป 

ลกัษณะการผิดรปูของ ชัน้โบรอนไนไตรด ์(BN) แกรฟีน (C)  และซิลิซีน (Si) ภายใต้ความดนั 

จากอตัราส่วนปวัซง และความยดืหยุ่นเชงิระนาบ สามารถคํานวณลกัษณะการผดิรูปของแผ่นเยื่อไดต้าม
สมการที ่(1.6) ถงึ (1.8) ในบทที ่2  ลกัษณะการผดิรปูของแผ่นเยื่อแกรฟีนทีค่่า q  ต่าง ๆ แสดงในรปูที ่3.3 จะเหน็
แนวโน้มของการผดิรปูเมื่อใหภ้าระต่อแผ่นเยื่อสูงขึน้ (ความดนัทีแ่ตกต่างกนัระหว่างสองดา้นของแผ่นเยื่อมากขึน้) 
โดยสามารถประมาณค่าของความดนัที่กระทํากบัแผ่นเยื่อได้จาก p qEh a=  โดยถ้าช่องเปิดมขีนาด 

10 ma m=  ที่ค่ า  0.10q =  จะสอดคล้องกับความดัน  3.3 MPap =  ซึ่ ง ให้รูปแบบของแผ่นเยื่ อดัง
ภาพประกอบในรปูที ่3.3  ในการทดลองสามารถวดัลกัษณะการผดิรปูของแผน่เยื่อไดจ้ากกลอ้งจุลทรรศน์แรงอะตอม 
(atomic force microscope) เพื่อเปรยีบเทยีบกบัการผดิรปูทีอ่ธบิายโดยผลเฉลยของเฮงกซีึง่สามารถอธบิายความ
เคน้และความเครยีดทีเ่กดิขึน้บนแผน่เยือ่ไดทุ้กจุด 

เมื่อเปรียบเทียบลักษณะการผิดรูปของวัสดุที่มีค่าอัตราส่วนปวัซง 0.19n =  0.22  และ 0.30  ที่ค่า 
0.01q =  และ 0.10  ดงัรปูที ่3.4 พบว่าวสัดุทีม่อีตัราสว่นปวัซงมากจะมคี่า ( )W r  ตํ่า โดยความแตกต่างระหว่าง

ค่า ( )W r  จะมากขึน้ตามค่า q  ทัง้น้ีวสัดุที่มคี่าอตัราส่วนปวัซงมากคอืวสัดุที่มกีารผ่อนคลายตวัมากเมื่อมกีารให ้
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รูปท่ี 3.3 แสดงลกัษณะการผดิรูปของแผ่นเยื่อแกรฟีน 0.19n =  ที่ค่า q  ต่าง ๆ และรูปแบบของแผ่นเยื่อที่ค่า 

0.10q =   
 

ความเคน้ตามแกนเดยีว โดยผลทีไ่ดด้งัรปูที ่3.4 ไม่ไดห้มายความว่าวสัดุทีม่คี่าอตัราส่วนปวัซงมากคอืวสัดุทีผ่ดิรูป
ยากกวา่แต่อยา่งใด เพราะผลทีไ่ดแ้สดงในรปูของปรมิาณทีไ่มม่หีน่วยซึง่เมือ่นําไปใชก้บัวสัดุจรงิยงัคงตอ้งคาํนึงถงึค่า 
ยงัตอ้งคาํนึงถงึความยดืหยุน่เชงิระนาบ (Eh ) ของวสัดุดว้ย 

จากผลเฉลยทีไ่ดจ้ากสมการของเฮงก ีนอกจากจะทราบถงึลกัษณะการผดิรูปของแผ่นเยื่อภายใต้ความดนั
แลว้ ยงัทราบถงึความเครยีดทีเ่กดิขึน้บนแต่ละจุดของแผน่เยือ่ซึง่สามารถทาํการวเิคราะหล์กัษณะเชงิกลของแผน่เยื่อ
ไดใ้นหวัขอ้ต่อไป 

 
 

 
รปูท่ี 3.4 แสดงลกัษณะการผดิรปูของแผ่นเยื่อทีม่คี่าอตัราส่วนปวัซง 0.19n =  0.22  และ 0.30  ทีค่่า 0.01q =  
และ 0.10   
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ความเครียดท่ีเกิดขึน้ใน ชัน้โบรอนไนไตรด ์(BN) แกรฟีน (C)  และซิลิซีน (Si) ภายใต้ความดนั 

ปรมิาณทีส่ําคญัทีไ่ดจ้ากผลเฉลยจากสมการของเฮงกคีอืการกระจายความเครยีดบนแต่ละจุดของแผ่นเยื่อ 
ซึง่เป็นปรมิาณทีไ่ม่สามารถวดัไดโ้ดยตรงจากการทดลอง การศกึษาเชงิทฤษฎจีงึมสี่วนสําคญัในการเพิม่เตมิขอ้มูล
เชงิลกึในการวเิคราะหค์ุณสมบตัขิองแผ่นเยื่อน้ีในระดบัอะตอมและระดบันาโน ผลเฉลยทีไ่ดจ้ากการแกชุ้ดสมการที ่
(1.6) ถงึ (1.8) ในบทที ่2 ประกอบดว้ยลกัษณะการผดิรปูของแผ่นเยื่อ และการกระจายความเคน้ ( )N r  ภายใตก้าร
เปลีย่นแปลงของคา่ q  ต่าง ๆ กนั โดยค่าของ N Eh  ทีค่่า q  ต่าง ๆ แสดงดงัรปูที ่3.5 จะเหน็ไดว้่าความเครยีดจะ

มคีา่สงูสดุทีจุ่ดศนูยก์ลางของโดม ( 0r = ) และลดลงเมือ่เขา้สูข่อบของรอยต่อที ่( 1r = ) 
เมื่อเปรยีบเทยีบความเครยีดของวสัดุทีม่คี่าอตัราส่วนปวัซง 0.19n =  0.22  และ 0.30  ทีค่่า 0.01q =  

และ 0.10  ดงัรูปที่ 3.6 พบว่าวสัดุที่มอีตัราส่วนปวัซงมากจะเกิดความเครยีดในวสัดุสูงกว่า ทัง้น้ีความแตกต่าง
ระหว่างค่าความเครยีดในวสัดุจะยิง่ชดัเจนเมื่อค่า q  เพิม่ขึน้ เน่ืองจากวสัดุทีม่คี่าอตัราสว่นปวัซงมากคอืวสัดุทีม่กีาร
ผ่อนคลายตวัได้ง่ายเมื่อมกีารให้ความเค้นตามแกนเดยีว ทัง้ผลที่ได้ดงัรูปที่ 3.6 เป็นค่าความเครยีด N Eh  ถ้า

ทราบคา่ความยดืหยุน่เชงิระนาบ (Eh ) ของวสัดุจะทาํใหเ้ขา้ใจผลลพัธท์ีเ่กดิขึน้กบัแผน่เยื่อไดช้ดัเจนมากขึน้ ทัง้น้ีค่า
ความยดืหยุน่เชงิระนาบสามารถวดัไดจ้ากการทดลองหรอืโดยวธิกีารคาํนวณในบทที ่2  

จากคา่ของ N  และ W  สามารถคาํนวณความเคน้ทีเ่กดิขึน้ทีแ่ต่ละจุดบนแผน่เยือ่ไดต่้อไป 
 
 
 
 

 
รปูท่ี 3.5 แสดงความสมัพนัธร์ะหวา่ง N Eh  และคา่ r  ของแผน่เยือ่แกรฟีน 0.19n =  ทีค่า่ q  ต่าง ๆ 
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รปูท่ี 3.6 แสดงความสมัพนัธร์ะหว่าง N Eh  และค่า r  ของแผน่เยื่อทีม่คี่าอตัราสว่นปวัซง 0.19n =  0.22  และ 

0.30  ทีค่า่ 0.01q =  และ 0.10   
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ความสมัพนัธร์ะหว่างความเค้นและความดนั ของแผน่เย่ือโบรอนไนไตรด ์(BN) แกรฟีน (C)  และซิลิซีน (Si)  

จากผลเฉลยของเฮงกี เมื่อแทนค่าคุณสมบัติของวัสดุจริงที่คํานวณได้ตามตารางที่ 3.1 ได้แก่ อัตรา
สว่นปวัซง และความยดืหยุน่เชงิระนาบ สามารถคาํนวณความเคน้ในแผน่เยื่อไดต้ามสมการที ่(1.9) ถงึ (1.11) ในบท
ที่ 2  โดยความเค้นในแผ่นเยื่อและความดนัที่กระทําสมัพนัธ์กนั ดงัแสดงในรูปที่ 3.7 สําหรบัช่องเปิดวงกลมรศัม ี
ขนาด 1 mm  จะเหน็ซลิซินีจะมกีารเพิม่ขึน้ของความเคน้ตามความดนัอยา่งรวดเรว็เมือ่เทยีบกบัแกรฟีน ในภาพรวม
นัน้แนวโน้มของความเคน้จะเพิม่ขึน้เมือ่ใหค้วามดนัสงูขึน้ และความสมัพนัธค์อ่นขา้งเป็นแบบเชงิเสน้ในช่วงความดนั
สงู โดยซลิซินีจะผดิรปูไดง้า่ยกว่าโบรอนไนไตรดแ์ละแกรฟีน เช่นทีค่วามดนัประมาณ 5 MPa ความเคน้ในซลิซินีมี
ค่า 0.045 แสดงว่าแผ่นเยื่อมกีารขยายตวักว่าโครงสรา้งปกตไิปประมาณ 4.5% ซึ่งโบรอนไนไตรดแ์ละแกรฟีนเกดิ
ความเคน้เพยีงประมาณ 0.015 หรอื มกีารขยายตวัไปเพยีง 1.5% ดงันัน้ซลิซินีจงึมคีวามไวต่อความดนัสงูกว่าสาร
อกีสองชนิด เหมาะนําไปใช้งานในย่านความดนัตํ่า ส่วนโบรอนไนไตรด์และแกรฟีนจะเหมาะกบัการใช้งานที่ย่าน
ความดนัสงู 

เมื่อศึกษาความสมัพนัธ์ระหว่างความเค้นและความดนัที่ขนาดของช่องเปิดต่าง ๆ ดงัรูปที่ 3.8 ถึง 3.10 
พบวา่เมือ่ชอ่งเปิดมขีนาดใหญ่ขึน้ แผน่เยือ่ทัง้สามชนิดจะสามารถผดิรปูไดง้า่ยขึน้ โดยความเคน้จะเพิม่ขึน้ตามความ
ดนังา่ยขึน้ทาํใหค้วามดนัทีต่อ้งใชใ้นการกระทาํกบัแผน่เยือ่น้อยลงได ้

 
 
 
 

  

 
รปูท่ี 3.7 แสดงความสมัพนัธ์ระหว่างความเคน้และความดนัทีก่ระทํากบัแผ่นเยื่อโบรอนไนไตรด ์(BN) แกรฟีน (C)  
และซลิซินี (Si) ทีม่ชีอ่งเปิดเป็นวงกลมรศัมขีนาด 1 mm  
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รปูท่ี 3.8 แสดงความสมัพนัธ์ระหว่างความเคน้และความดนัทีก่ระทํากบัแผ่นเยื่อโบรอนไนไตรด ์(BN) แกรฟีน (C)  
และซลิซินี (Si) ทีม่ชีอ่งเปิดเป็นวงกลมรศัมขีนาด 2 mm  
 
 
 
 

 
รปูท่ี 3.9 แสดงความสมัพนัธ์ระหว่างความเคน้และความดนัทีก่ระทํากบัแผ่นเยื่อโบรอนไนไตรด ์(BN) แกรฟีน (C)  
และซลิซินี (Si) ทีม่ชีอ่งเปิดเป็นวงกลมรศัมขีนาด 4 mm  
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รปูท่ี 3.10 แสดงความสมัพนัธร์ะหว่างความเคน้และความดนัทีก่ระทาํกบัแผน่เยื่อโบรอนไนไตรด ์(BN) แกรฟีน (C)  
และซลิซินี (Si) ทีม่ชีอ่งเปิดเป็นวงกลมรศัมขีนาด 10 mm  

 
ความสมัพนัธท์ีไ่ดน้ี้สามารถใชป้ระมาณความเคน้ทีเ่กดิขึน้เมื่อใหค้วามดนักบัแผน่เยื่อ ทัง้น้ีการวดัความเคน้

ในวสัดุนัน้อาจจะไมต่รงไปตรงมานกัเน่ืองจากเป็นปรมิาณทีไ่มส่ามารถวดัไดโ้ดยตรงจากเครื่องมอื แต่สามารถยนืยนั
ความถูกตอ้งของระเบยีบวธิกีารคาํนวณน้ีไดจ้ากการเปรยีบเทยีบลกัษณะการผดิรปูของแผน่เยือ่ทีไ่ดจ้ากการคาํนวณ
เทยีบกบัลกัษณะที่ไดจ้ากกล้องจุลทรรศน์แรงอะตอม ผลการคํานวณน้ีสามารถใชอ้ธบิายลกัษณะของช่องเปิดของ
แผน่เยือ่ทีข่ยายขึน้เมือ่ใหค้วามดนั และเป็นพืน้ฐานสาํคญัในการศกึษาสมบตัขิองวสัดุ 2 มติ ิ
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บทท่ี  4 
บทสรปุ 

สรปุผลการวิจยั 

งานวจิยัน้ีไดท้ําการศกึษาคุณสมบตัคิวามยดืหยุ่นของแผ่นเยื่อทีม่โีครงสรา้งเชงิอะตอมแบบ 2 มติ ิ 3 ชนิด 
ไดแ้ก่ โครงสรา้งของชัน้โบรอนไนไตรด ์แกรฟีน และซลิซินี ภายใต้เงื่อนไขความเคน้ต่าง ๆ (ในช่วง -0.2 ถงึ 0.2) 
โดยทฤษฎฟีงักช์นันลัของความหนาแน่นแบบเฟิรส์พรนิซเิพลิ ซึง่ใหข้อ้มลูของการผอ่นคลายโครงสรา้งและตําแหน่ง
อะตอมและพลงังานของระบบ เมือ่กาํหนดความเคน้ในแนวต่าง ๆ  แลว้นําขอ้มลูทีไ่ดม้าวเิคราะหด์ว้ยกราฟ 2 มติ ิหา
ความสมัพนัธ์ระหว่างความเค้นในแนวแกน x  และ y  กบัพลงังานของระบบ SE  จะได้กราฟแสดงพื้นผวิของ
พลงังานความเคน้ ทําใหท้ราบถงึการผ่อนคลายของโครงสรา้งเมื่อไดร้บัความเคน้ตามแกนเดยีว คอืเมื่อโครงสรา้ง
ได้รบัความเค้นตามแกน x  หรอื y   จะมกีารผ่อนคลายของโครงสร้างตามแกน y  หรอื x  ซึ่งเป็นขอ้มูลในการ
คาํนวณค่าอตัราส่วนปวัซงของวสัดุ 2 มติ ิและความยดืหยุ่นเชงิระนาบของแผ่นเยื่อ ขอ้มลูทีไ่ดส้ามารถเปรยีบเทยีบ
ไดก้บัการทดสอบแบบโดมความดนั และสามารถนําไปใชค้าํนวณเพือ่วเิคราะหก์ารผดิรปูของแผน่เยื่อเมื่อใหค้วามดนั
ทีแ่ตกต่างกนัระหว่างดา้นทัง้สองของแผ่นเยื่อภายใต้การทดสอบแบบโดมความดนั  พฤตกิรรมการผดิรูปของแผ่น
เยื่ออธบิายไดโ้ดยผลเฉลยของเฮงก ีผลเฉลยน้ีใหรู้ปแบบของแผ่นเยื่อภายใต้ความดนัและใหค้วามสมัพนัธ์ระหว่าง
ความดนัและความสงูของโดม ซึง่สามารถประมาณคา่ความเคน้ของแผน่เยือ่ไดโ้ดยตรง 

งานวจิยัน้ีไดส้รา้งระเบยีบวธิตีน้แบบในการใชเ้ทคนิคเชงิคาํนวณเพื่อหาค่าของคุณสมบตัเิชงิกลของวสัดุจรงิ 
ควบคู่กบัทฤษฎทีีอ่ธบิายการผดิรปูของวสัดุในระดบัมหภาคโดยการแกส้มการเพื่อหาผลเฉลยของเฮงก ีดงัแสดงใน
ภาคผนวก ก และ ภาคผนวก ข โดยการคํานวณเชงิตวัเลข ซึง่ใหค้วามสมัพนัธร์ะหว่างความเคน้และความดนั ของ
แผน่เยือ่โบรอนไนไตรด ์ แกรฟีน  และซลิซินี โดยซลิซินีจะมกีารเพิม่ขึน้ของความเคน้ตามความดนัอยา่งรวดเรว็เมื่อ
เทยีบกบัแกรฟีน ในภาพรวมนัน้แนวโน้มของความเคน้จะเพิม่ขึน้เมื่อใหค้วามดนัสูงขึน้ และความสมัพนัธ์ค่อนขา้ง
เป็นแบบเชงิเสน้ในช่วงความดนัสงู โดยซลิซินีจะผดิรปูไดง้า่ยกว่าโบรอนไนไตรดแ์ละแกรฟีน ซลิซินีจงึมคีวามไวต่อ
ความดนัสงูกว่าสารอกีสองชนิด เหมาะนําไปใชง้านในย่านความดนัตํ่า ส่วนโบรอนไนไตรดแ์ละแกรฟีนจะเหมาะกบั
การใชง้านทีย่า่นความดนัสงู และยงัพบว่าเมื่อช่องเปิดมขีนาดใหญ่ขึน้ แผ่นเยื่อทัง้สามชนิดจะสามารถผดิรปูไดง้า่ย
ขึน้ โดยความเคน้จะเพิม่ขึน้ตามความดนังา่ยขึน้ทาํใหค้วามดนัทีต่อ้งใชใ้นการกระทาํกบัแผน่เยือ่น้อยลงได ้

ผลลพัธ์ของงานวจิยัน้ีสามารถใชป้ระมาณความเคน้ทีเ่กดิขึน้เมื่อใหค้วามดนักบัแผ่นเยื่อ ทัง้น้ีการวดัความ
เคน้ในวสัดุนัน้อาจจะไม่ตรงไปตรงมา เน่ืองจากความเคน้เป็นปรมิาณทีไ่ม่สามารถวดัไดโ้ดยตรงจากเครื่องมอื แต่
สามารถยนืยนัความถูกตอ้งของระเบยีบวธิกีารคาํนวณน้ีไดจ้ากการเปรยีบเทยีบลกัษณะการผดิรปูของแผน่เยื่อทีไ่ด้
จากการคาํนวณเทยีบกบัลกัษณะทีไ่ดจ้ากกลอ้งจุลทรรศน์แรงอะตอม ผลการคาํนวณน้ีสามารถใชอ้ธบิายลกัษณะของ
ช่องเปิดของแผ่นเยื่อทีข่ยายขึน้เมื่อใหค้วามดนั และเป็นพืน้ฐานสาํคญัหน่ึงในการศกึษาคุณสมบตัต่ิาง ๆ ในวสัดุ 2 
มติทิีข่ ึน้กบัความดนัต่อไป 
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ภาคผนวก 
ก. ชุดคาํสัง่ไพธอนสครปิต ์ (Python script) แสดงขัน้ตอนการหาผลเฉลยของเฮงกภีายใต้

ความดนัสมํ่าเสมอ ดงัสมการที ่(1.6) ถงึ (1.8) ในบทที ่2 
ข. ชุดคาํสัง่ไพธอนสครปิต ์ (Python script) แสดงขัน้ตอนการคาํนวณความเคน้ของแผน่

เยื่อ ดงัสมการที ่(1.9) ถงึ (1.11) ที่มรีูปแบบของการผดิรูปทีไ่ดจ้ากผลเฉลยของเฮงกี
ภายใตค้วามดนัสมํ่าเสมอ ดงัสมการที ่(1.6) ถงึ (1.8) ในบทที ่2 
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ภาคผนวก ก 
 

ชุดคาํสัง่ไพธอนสครปิต์ (Python script) แสดงขัน้ตอนการหาผลเฉลยของเฮงกภีายใตค้วามดนั
สมํ่าเสมอ ดงัสมการที ่(1.6) ถงึ (1.8) ในบทที ่2 

 
#!/usr/bin/python 
# Sirichok Jungthawan 
# Sch of Phys, Suranaree Univ of Tech 
# sirichok@gmail.com for bug report or special request 
# uniform pressure hencky's solution by finite difference method 
# Apr23,2015 
import sys, os 
 
def henckyN(h, N1, N2, r, a): 
 
    s1 = 3*h*(N1 - N2) - 2*(N1 + N2)*r 
    s2 = (1 + complex(0,1)*3**.5)*q**2*(-12*h*(N1**2 - N2**2)*r + 4*(N1 + N2)**2*r**2 + 
3*h**2*(3*N1**2 - 6*N1*N2 + 3*N2**2 + 8*a*r**2)) 
    s3  =  2 7 * h**3 * N1 * * 3 * q**3  - 8 1 * h**3 * N1 * * 2 * N2 * q**3  +  8 1 * h**3 * N1 * N2 * * 2 * q**3  - 
27*h**3*N2**3*q**3 - 54*h**2*N1**3*q**3*r + 54*h**2*N1**2*N2*q**3*r 
    s4 = 54*h**2*N1*N2**2*q**3*r - 54*h**2*N2**3*q**3*r +  108*a*h**3*N1*q**3*r**2 + 
36*h*N1**3*q**3*r**2 - 108*a*h**3*N2*q**3*r**2 + 36*h*N1**2*N2*q**3*r**2 
    s5  =  -3 6 * h*N1 * N2 * * 2 * q**3 * r**2  - 3 6 * h*N2 * * 3 * q**3 * r**2  - 5 4 * h**2 * q**2 * r**3  - 
72*a*h**2*N1*q**3*r**3 - 8*N1**3*q**3*r**3 - 72*a*h**2*N2*q**3*r**3 
    s6  =  -2 4 * N1 * * 2 * N2 * q**3 * r**3  - 2 4 * N1 * N2 * * 2 * q**3 * r**3  - 8 * N2 * * 3 * q**3 * r**3  - 
108*h*N1*q**3*r**4 + 108*h*N2*q**3*r**4 
    s7 = -q**2*(24*a*h**2*r**2 + (s1)**2)**3 
    s8 = 8*(N1 + N2)**3*q*r**3 - 36*h*(N1 - N2)*q*r**2*(N1**2 + 2*N1*N2 + N2**2 - 3*r**2) - 
27*h**3*(N1 - N2)*q*(N1**2 - 2*N1*N2 + N2**2 + 4*a*r**2) 
    s9 = 18*h**2*r*(3*N1**3*q - 3*N1**2*N2*q - 3*N1*N2**2*q + 3*N2**3*q + 3*r**2 + 
4*a*N1*q*r**2 + 4*a*N2*q*r**2) 
    s10 = complex(q**4*(s7 + (s8 + s9)**2),0) 
    s10 = s3 + s4 + s5 + s6 + s10**.5 
    s10 = s10**(1./3.) 
 
    henckyN = 1/(24*q*r)*(-2*q*s1 + s2/s10 + (1 - complex(0,1)*3**.5)*s10) 
    ''' 
    print s1 
    print s2 
    print s3 
    print s4 
    print s5 
    print s6 
    print s7 
    print s8 
    print s9 
    print s10 
    ''' 
    return henckyN 
 
################################################### 
if len(sys.argv) < 9: 
    print """ 
vasp2x.py (Jun01,2011) 
Usage: hencky.py <u> <q> <N0> <h> <tolerance> <NSW> <N output> <W output> 
 
1   <u>  = Poisson's ratio 
2   <q>  = dimensionless q 
3   <N0> = N at r = 0 (default = 0 will get the value from N0.dat) 
4   <h>  = step size 
5   <tolerance> = in iterative method for finding N(r) 
6   <NSW> = number of iteration 
7   <N output> = filename for N 
8   <W output> = filename for W     
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    """ 
    sys.exit() 
u    = float(sys.argv[1]) 
q    = float(sys.argv[2]) 
Nn   = float(sys.argv[3]) 
h    = float(sys.argv[4]) 
tol  = float(sys.argv[5]) 
nsw  = int(sys.argv[6]) 
 
N    = int(1/h) 
a    = (3+u)/2 
r    = [] 
N0   = [] 
N1   = [] 
err  = [] 
W    = [] 
 
#print 'Number of division is %s' %N 
 
infile=open('N0.dat','r') 
for i in range(N+1): 
    r.append(i*h) 
    line = infile.readline().split() 
    N0.append(float(line[1])) 
    N1.append(0) 
    err.append(0) 
    W.append(0) 
infile.close() 
Nold = N0[N] 
if Nn > 0: 
    Nn = Nn/N0[0] 
    for i in range(N+1): 
        N0[i] = N0[i]*Nn 
for i in range(N+1): 
    N1[i] = N0[i] 
######################################################## 
 
errmax = 10 
j = 1 
while errmax > tol: 
    for i in range(N-1,-1,-1): 
        if i > 0: 
            N1[i]=henckyN(h, N0[i-1], N1[i+1], r[i], a).real 
        else: 
            N1[0]=(18*N1[1]-9*N1[2]+2*N1[3])/11 
        err[i]=abs(N1[i]-N0[i]) 
#       print i, N1[i], err[i] 
    for i in range(N+1): 
        N0[i] = N1[i] 
    errmax = max(err) 
    j = j + 1 
    print j 
 
 
k = 0 
Ndiff = 1. 
while ((k < nsw) and (Ndiff > tol)): 
    k = k+1 
# compute W[0] 
#for i in range(N+1) 
    W[0] = 0. 
    for j in range(1,N): 
        if j%2 == 1: 
            W[0]=W[0]+4*r[j]/(2*N1[j]) 
        else: 
            W[0]=W[0]+2*r[j]/(2*N1[j]) 
    W[0]=(h/3.)*(1/(2*N1[N])+W[0]) 
 
    for j in range(N): 
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        f0=r[j]/(2*N1[j]) 
        f1=(r[j]+r[j+1])/(2*(N1[j]+N1[j+1])) 
        f2=r[j+1]/(2*N1[j+1]) 
        W[j+1]=W[j]-(f0+4*f1+f2)*h/6 
#   print '%i W[0] = ' %(k+1), W[0], ' and W[N] = ', W[N] 
    W[N] = 0 
    N1[N] = -18*W[N-1]+9*W[N-2]-2*W[N-3] 
    N1[N] = N1[N] + 18*r[N-1]*N1[N-1]-9*r[N-2]*N1[N-2]+2*r[N-3]*N1[N-3] 
    N1[N] = N1[N]/(11-6*u*h) 
    Ndiff = abs(N1[N]-Nold) 
#   print 'N[N] old = ', Nold, ', new = ', N1[N], ', diff = ', N1[N]-Nold  
    print '%4i N[0] = %2.8f, N[N] = %2.8f, diff = %2.8E' %(k, N1[0], N1[N], Ndiff) 
 
    if nsw > 1: 
        for j in range(N+1): 
            N0[j] = N1[j] 
        Nold = N0[N] 
        errmax = 10 
        j = 1 
        while errmax > tol: 
 
 
 
            for i in range(N-1,-1,-1): 
                if i > 0: 
                    N1[i]=henckyN(h, N0[i-1], N1[i+1], r[i], a).real 
                else: 
                    N1[0]=(18*N1[1]-9*N1[2]+2*N1[3])/11 
                err[i]=abs(N1[i]-N0[i]) 
        #       print i, N1[i], err[i] 
            for i in range(N+1): 
                N0[i] = N1[i] 
            errmax = max(err) 
            j = j + 1 
#           print j 
 
###################################################### 
 
Nfile=open('%s' %sys.argv[7],'w') 
Wfile=open('%s' %sys.argv[8],'w') 
for i in range(N+1): 
    Nfile.write('%21.16f %21.16f\n' %(r[i], N1[i])) 
    Wfile.write('%21.16f %21.16f\n' %(r[i], W[i])) 
Nfile.close() 
Wfile.close() 
 
#print '>>> DONE' 
sys.exit() 
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ภาคผนวก ข 
 

ชุดคาํสัง่ไพธอนสครปิต ์ (Python script) แสดงขัน้ตอนการคาํนวณความเคน้ของแผน่เยื่อ ดงัสมการที ่(1.9) 
ถงึ (1.11) ทีม่รีปูแบบของการผดิรปูทีไ่ดจ้ากผลเฉลยของเฮงกภีายใตค้วามดนัสมํ่าเสมอ ดงัสมการที ่(1.6) ถงึ (1.8) 
ในบทที ่2 

 
#!/usr/bin/python 
# Sirichok Jungthawan 
# Sch of Phys, Suranaree Univ of Tech 
# sirichok@gmail.com for bug report or special request 
# uniform pressure hencky's solution by finite difference method 
# Apr23,2015 
import sys, os 
 
################################################### 
if len(sys.argv) < 4: 
    print """ 
vasp2x.py (Jun01,2011) 
Usage: strain.py <u> <q> <h> 
 
1   <u>  = Poisson's ratio 
2   <q>  = dimensionless q 
3   <h>  = step size 
     
    """ 
    sys.exit() 
u    = float(sys.argv[1]) 
q    = float(sys.argv[2]) 
h    = float(sys.argv[3]) 
 
N    = int(1/h) 
a    = (3+u)/2 
r    = [] 
N0   = [] 
W0   = [] 
Np   = [] 
Wp   = [] 
Nt   = [] 
Nr   = [] 
e    = [] 
#print 'Number of division is %s' %N 
 
Nfile=open('N.dat','r') 
Wfile=open('W.dat','r') 
 
for i in range(N+1): 
    r.append(i*h) 
    Nline = Nfile.readline().split() 
    N0.append(float(Nline[1])) 
    Wline = Wfile.readline().split() 
    W0.append(float(Wline[1])) 
    Np.append(.0) 
    Wp.append(.0) 
    Nt.append(.0) 
    Nr.append(.0) 
    e.append(.0) 
Nfile.close() 
Wfile.close() 
 
Wp[0] = .0 
for i in range(N+1): 
    Nr[i] = q*N0[i] 
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for i in range(N+1): 
    N0[i] = r[i]*N0[i] 
 
for i in range(N+1): 
    if i == 0: 
#       Wp[i]=(-W0[i+2]+4*W0[i+1]-3*W0[i])/(2*h) 
        Np[i]=(2*N0[i+3]-9*N0[i+2]+18*N0[i+1]-11*N0[i])/(6*h) 
#       Wp[i]=(2*W0[i+3]-9*W0[i+2]+18*W0[i+1]-11*W0[i])/(6*h) 
    elif i == N: 
#       Np[i]=(3*N0[i]-4*N0[i-1]+N0[i-2])/(2*h) 
#       Wp[i]=(3*W0[i]-4*W0[i-1]+W0[i-2])/(2*h) 
        Np[i]=(11*N0[i]-18*N0[i-1]+9*N0[i-2]-2*N0[i-3])/(6*h) 
        Wp[i]=(11*W0[i]-18*W0[i-1]+9*W0[i-2]-2*W0[i-3])/(6*h) 
    else: 
        Np[i]=(N0[i+1]-N0[i-1])/(2*h) 
        Wp[i]=(W0[i+1]-W0[i-1])/(2*h) 
 
for i in range(N+1): 
    Nt[i] = q*(Np[i] - r[i]*Wp[i]) 
for i in range(N): 
    e[i] = abs((1+u**2)*Nt[i]*Nr[i] - u*(Nt[i]**2 + Nr[i]**2))**.5 
Ntfile=open('Nt.dat','w') 
Nrfile=open('Nr.dat','w') 
efile=open('strain.dat', 'w') 
for i in range(N+1): 
    Ntfile.write('%21.16f %21.16f\n' %(r[i], Nt[i])) 
    Nrfile.write('%21.16f %21.16f\n' %(r[i], Nr[i])) 
    efile.write('%21.16f %21.16f\n' %(r[i], e[i])) 
Ntfile.close() 
Nrfile.close() 
efile.close() 
###average by 2 pi r weight 
for i in range(N): 
    e[i] = e[i]*r[i] 
 
ea = .0 
for i in range(1,N): 
    if i%2 == 1: 
        ea = ea + 4*e[i] 
    else: 
        ea = ea + 2*e[i] 
ea = 2* (ea + e[0] + e[N])*h/3 
 
 
 
print ' %3.8f  %3.8f  average strain = %3.12f' %(u, q, ea) 
 
 
 
#print '>>> DONE' 
sys.exit() 
 

 
 
 
 



 

 

ภาคผนวก 2 
 

บทความสาํหรบัการเผยแพร ่
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พฤติกรรมการผิดรูปของชัน้โบรอนไนไตรด์ (BN) แกรฟีน (graphene) และซิลิซีน (silicene) 
ภายใต้ความดัน 
สิริโชค จึงถาวรรณ และ ชูกิจ ลิมปิจํานงค ์
สาขาวิชาฟิสิกส์ สํานักวิชาวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีสุรนาร ีและ  
สถาบันวิจัยแสงซินโครตรอน นครราชสีมา 30000 ประเทศไทย 
ศูนย์ความเป็นเลิศด้านฟิสิกส ์สํานักงานคณะกรรมการการอุดมศึกษา  
กรุงเทพมหานคร 10400 ประเทศไทย 
 

พฤติกรรมการผิดรูปของแผ่นเย่ือ 2 มิติ สามารถอธิบายได้โดยผลเฉลยของเฮงกี ผลเฉลยนี้ให้
รูปแบบของแผ่นเย่ือภายใต้ความดันและให้ความสัมพันธ์ระหว่างความดันและความสูงของโดม ซึ่ง
สามารถประมาณค่าความเค้นของแผ่นเย่ือได้โดยตรงทําให้ทราบถึงความสัมพันธ์ระหว่างความดันกับ
ความเค้นที่เกิดขึ้นในแต่ละบริเวณบนแผ่นเย่ือ จากงานวิจัยพบว่าวัสดุที่มีอัตราส่วนปัวซงและความ
ยืดหยุ่นเชิงระนาบที่ต่างกันจะมีความเหมาะสมกับการใช้งานที่ความดันต่างกัน งานวิจัยน้ีได้ศึกษาการ
ผิดรูปและการเปลี่ยนโครงสร้างของช้ันโบรอนไนไตรด์ (BN) แกรฟีน (graphene) และซิลิซีน 
(silicene) ภายใต้เที่ความเค้นระดับเดียวกันพบว่าแกรฟีนเหมาะกับการใช้งานที่ความดันสูงและซิลิ
ซีนเหมาะกับการใช้งานที่ความดันตํ่า ผลลัพธ์ที่ได้จากการวิจัยน้ีเป็นรากฐานสําคัญในการศึกษา
ความสัมพันธ์ระหว่างความดันหรือความเค้นของแผ่นเย่ือกับคุณสมบัติการส่งผ่านของโมเลกุลและ
ปริมาณต่าง ๆ ที่เก่ียวข้องในระบบจริงซึ่งมีส่วนสําคัญในการประยุกต์ด้านพลังงานทดแทนและวัสดุ
สําหรับกักเก็บไฮโดรเจน 

การประยุกต์ใช้คุณสมบัติเชิงโครงสร้างของวัสดุ 2 มิติ ทางเลือกหน่ึงคือการนําไปใช้เป็นเย่ือ
คัดกรองโมเลกุลในระบบกักเก็บไฮโดรเจน ระบบคัดกรองโมเลกุล โดยมีการให้ความดันของแก็ส
ระหว่างสองด้านของแผ่นเย่ือเพ่ือทําให้เกิดความดันโดยแผ่นเย่ือสองมิติทั่วไปจะสามารถคัดกรอง
โมเลกุลไฮโดรเจนจากแก็สอ่ืนในบรรยากาศได้ ทั้งน้ีอัตราการส่งผ่านจะมีค่าสูงขึ้นเมื่อให้ความดันมาก
ขึ้นเน่ืองจากความดันที่มากขึ้นทําให้แผ่นเย่ือมีการขยายตัวออก การพัฒนาทฤษฎีต้นแบบเพ่ือสร้าง
ความเข้าใจเก่ียวกับลักษณะการผิดรูปของโครงสร้างภายใต้ความดัน จึงช่วยให้ทราบถึงความสัมพันธ์
ระหว่างความดันกับปริมาณอ่ืน ๆ ที่เก่ียวข้องกับคุณสมบัติการส่งผ่านโมเลกุลได้ชัดเจนย่ิงขึ้นและเป็น
ข้อมูลสําคัญสําหรับการทดลอง  

ทฤษฎีพ้ืนฐานของการผิดรูปภายใต้ความดันดังกล่าวจะช่วยให้เกิดความรู้ ความเข้าใจ
เก่ียวกับปัจจัยและผลกระทบที่มีต่อวัสดุ เป็นรากฐานสําคัญในการออกแบบวัสดุเพ่ือกําหนดหน้าที่การ
ใช้งานในสภาวะต่าง ๆ การเข้าใจถึงคุณสมบัติเชิงกลของวัสดุเมื่อมีปัจจัยภายนอกมากระทําต่อระบบ 
เช่น ความเค้น ความเครียด ความดัน มีผลต่อการผิดรูปของโครงสร้าง ความสัมพันธ์ของคุณสมบัติ
เชิงกลของวัสดุที่เกิดจากปัจจัยภายนอกจึงเป็นข้อมูลสําคัญเพ่ือสร้างพ้ืนฐานในการศึกษาวัสดุสองมิติ
เพ่ือใช้เป็นเย่ือคัดกรองโมเลกุลต่าง ๆ ต่อไป 
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รูปแสดงพื้นผิวของพลังงานความเค้นของ (a) แกรฟีน (b) โบรอนไนไตรด์ และ (c) ซิลซิีน 
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จากการคํานวณพบว่าแกรฟีนเป็นวัสดุที่ผิดรูปยากเน่ืองจากมีความแข็งแรงเชิงโครงสร้างมาก 
ในทางกลับกันซิลิซีนจะผิดรูปได้ง่ายที่สุด โดยวัสดุทั้งสามมีอัตราส่วนปัวซงและความยืดหยุ่นเชิง
ระนาบที่แตกต่างกันออกไป จึงสามารถประยุกต์ใช้คุณสมบัติเชิงกลของวัสดุให้เหมาะสมกับการใช้งาน
ภายใต้ความดันที่แตกต่างกันได้ โดยลักษณะของแผ่นเยื่อแกรฟีนภายใต้ความดันเป็นดังรูป 

 

 
รูปแสดงลักษณะการผิดรูปของแผ่นเย่ือแกรฟีน 0.19n =  ที่ค่า q  ต่าง ๆ และรูปแบบของแผ่นเย่ือ
ที่ค่า 0.10q =   

 
ความเค้นในแผ่นเย่ือและความดันที่กระทําสัมพันธ์กันดังแสดงในรูปถัดไป สําหรับช่องเปิด

วงกลมรัศมีค่าหน่ึง ๆ ซิลิซีนจะมีการเพ่ิมขึ้นของความเค้นตามความดันอย่างรวดเร็วเมื่อเทียบกับแก
รฟีน ในภาพรวมน้ันแนวโน้มของความเค้นจะเพ่ิมขึ้นเมื่อให้ความดันสูงขึ้น และความสัมพันธ์ค่อนข้าง
เป็นแบบเชิงเส้นในช่วงความดันสูง โดยซิลิซีนจะผิดรูปได้ง่ายกว่าโบรอนไนไตรด์และแกรฟีน เช่นที่
ความดันประมาณ 1 MPa ความเค้นในซิลิซีนมีค่า 0.04 แสดงว่าแผ่นเย่ือมีการขยายตัวกว่าโครงสร้าง
ปกติไปประมาณ 4% ซึ่งโบรอนไนไตรด์และแกรฟีนเกิดความเค้นเพียงประมาณ 0.015 หรือ มีการ
ขยายตัวไปเพียง 1.5% ดังน้ันซิลิซีนจึงมีความไวต่อความดันสูงกว่าวัสดุอีกสองชนิด เหมาะนําไปใช้
งานในย่านความดันตํ่า ส่วนโบรอนไนไตรด์และแกรฟีนจะเหมาะกับการใช้งานที่ย่านความดันสูง 

ความสัมพันธ์ที่ได้น้ีสามารถใช้ประมาณความเค้นที่เกิดขึ้นเมื่อให้ความดันกับแผ่นเย่ือ ทั้งน้ี
การวัดความเค้นในวัสดุน้ันอาจจะไม่ตรงไปตรงมานักเน่ืองจากเป็นปริมาณที่ไม่สามารถวัดได้โดยตรง
จากเคร่ืองมือ แต่สามารถยืนยันความถูกต้องของระเบียบวิธีการคํานวณน้ีได้จากการเปรียบเทียบ
ลักษณะการผิดรูปของแผ่นเย่ือที่ได้จากการคํานวณเทียบกับลักษณะที่ได้จากกล้องจุลทรรศน์แรง
อะตอม ผลการคํานวณน้ีสามารถใช้อธิบายลักษณะของช่องเปิดของแผ่นเย่ือที่ขยายขึ้นเมื่อให้ความ
ดัน และเป็นพ้ืนฐานสําคัญในการศึกษาสมบัติของวัสดุ 2 มิติ 
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รูปแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความดันที่กระทํากับแผ่นเย่ือโบรอนไนไตรด์ (BN) แก
รฟีน (C)  และซิลิซีน (Si) ที่มีช่องเปิดเป็นวงกลมรัศมีขนาด 4 mm  

 
องค์ความรู้ที่ได้สามารถใช้ร่วมมือกับภาคการผลิตเพ่ือสร้างมูลค่าเพ่ิมในวัสดุสําหรับการใช้

งานระดับนาโนข้ันสูง ซึ่งมีส่วนช่วยพัฒนาเทคโนโลยีการประยุกต์ใช้แผ่นเย่ือระดับนาโน กระบวนการ
ในการผลิตเชิงพาณิชย์และเพ่ิมประสิทธิภาพของผลิตภัณฑ์ในภาคการผลิต ผลลัพธ์ของงานวิจัยน้ี
สามารถใช้ประมาณความเค้นที่เกิดขึ้นเมื่อให้ความดันกับแผ่นเย่ือ  ผลการคํานวณน้ีสามารถใช้อธิบาย
ลักษณะของช่องเปิดของแผ่นเย่ือที่ขยายขึ้นเมื่อให้ความดัน และเป็นพ้ืนฐานสําคัญหน่ึงในการศึกษา
คุณสมบัติต่าง ๆ ในวัสดุ 2 มิติที่ขึ้นกับความดันต่อไป 
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Theoretical study of deformation behavior of strained porous graphene  

and its gas separation properties under pressure 
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The structural deformation of porous graphene (PG) under tensile stress and the diffusion properties of H2, 

O2 and CO2 through PG under different strain conditions have been investigated using the first-principles 

density functional theory [1]. The information of lateral relaxation under uniaxial stress can be extracted 

from the strain energy surface. The results provide key mechanical properties of the membranes such as 

Poisson’s ratio, ultimate strength, and in-plane elastic stiffness. It is found that the application of a tensile 

stress can effectively increase the diffusion rate of H2, O2, and CO2 in PG by up to 7, 13, and 20 orders of 

magnitude, respectively. Under pressurized blister, the deformation behavior of the membrane is describe 

by using Hencky’s solution [2]. This solution provides the membrane profile and the relationship between 

the pressure and the blister height that can directly estimate strain in the membrane for real measurement [3]. 

Diffusion rate and selectivity of gases through PG can be manipulated by a pressure difference across the 

membrane. By applying sufficiently high pressure, one might able to use PG for filtering larger gas molecules 

such as O2 in addition to previously proposed H2. The results open up an opportunity to utilize PG as a 

controllable gas separation membrane, leading to wide range of energy and environmental applications. 

[1] S. Jungthawan, P. Reunchan, and S. Limpijumnong, Carbon 54, 359-364 (2013). 

[2] H. Hencky, Z. fur Mathematik und Physik 63, 311-317 (1915). 

[3] S. Koenig, N. Boddeti, M. Dunn, and J. Bunch, Nat. Nano 6, 543-546 (2011).  
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The structural deformation of single-layer boron nitride, graphene, and silicene under 
different strain conditions (in the range of -0.2 to 0.2) have been investigated using 
first-principles density functional theory. The information of lateral relaxation under 
uniaxial stress can be extracted from the strain energy surface. The results provide 
key mechanical properties of the membranes such as Poisson’s ratio, ultimate 
strength, and in-plane elastic stiffness. Under pressurized blister test, the deformation 
behavior of the membrane is describe by using Hencky’s solution [1]. This solution 
provides the membrane profile and the relationship between the pressure and the 
blister height that can directly estimate strain in the membrane and adhesion energy of 
the membrane with the substrate for real measurement [2]. 
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3 Atomic Arrangement and Its Effects 
on Electronic Structures of Graphene 
from Tight-Binding Description

Sirichok Jungthawan and Sukit Limpijumnong

ABSTRACT

An exhaustive enumeration method to generate graphene–
alloy configurations and the method to calculate or estimate 
the electronic structures of those configurations will be dis-
cussed. The electronic structures of pristine graphene can 
be qualitatively described by tight-binding method. Tight-
binding model is a simple method to understand the contribu-
tions of each atomic state. The method is helpful to investigate 
how chemical bonding, atomic arrangement, and structural 
symmetry reflect to the electronic structure of a system. 
Structural stability of monolayer graphene with dopants or 
impurities is able to be systematically investigated by means 
of first-principles calculations. However, the method is more 
expensive than simple tight-binding approximation. Tight-
binding method provides an insightful of how the interactions 
between the constituents influence on the characteristic of 
electronic structure, which is sensitive to the detailed arrange-
ment of the constituents. Tight-binding calculations of several 
representative ordering patterns including ribbon, superlattice 
(SL) or stripe, and scattering arrangements are given to illus-
trate an idea of how to construct Hamiltonian matrix for such 
systems. These matrix elements are considered as parameters, 
which are fitted to reproduce certain properties from experi-
mental data or first-principles calculations. The properties 
of nanoribbons and superlattices along armchair and zigzag 
direction have been discussed in the context of the tight-bind-
ing approximation, as they provide an informative trend of the 
electronic properties related to edge modification and inver-
sion symmetry of structure.

3.1  TIGHT-BINDING METHOD

During the past decade, graphene (Castro Neto et  al. 2009; 
Geim and Novoselov 2007; Novoselov et  al. 2004, 2005), a 
single layer of graphite with a planar honeycomb structure as 
illustrated in Figure 3.1, has been extensively studied because 
of its astonishing properties that are mostly attributed to quan-
tum phenomena from 2D confinement effects (Novoselov et al. 
2004, 2005; Zhou et al. 2006). In a perfect graphene, each car-
bon atom forms σ-bonds with its three nearest neighbors (sp2 
hybridization). The electronic states near the Fermi energy are 
dominated by the π and π* bands, which are derived from the 
weakly interacting pz orbitals. The most important character-
istic of the electronic structure of graphene is the degener-
ate states π and π* at the K point of graphene (hexagonal) 
Brillouin zone (BZ) (inset of Figure 3.2), making graphene a 
zero-bandgap semi-metal (Reich et al. 2002; Wallace 1947).

The tight-binding method is an approximation assuming 
that the wave functions tightly bound to the atoms, so-called 
“tight-binding,” such that the atomic wave functions can be 
used as a basis for expanding the crystal wave functions. 
The method is helpful to investigate how chemical bonding, 
atomic arrangement, and structural symmetry reflect to the 
characteristic of electronic structure. This method is the sim-
plest method for computationally calculating band structures. 
Since each carbon atom forms bonds with its three nearest 
neighbors, it is assumed that the wave functions of s, px, and py 
orbitals are tightly bound to the atoms. The method has been 
widely used and proven to be efficient for studying this class 
of materials as summarized in Table 3.1. Generally, suppose 
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that we start with an atomic wave function, for example, pz 
orbital, on a sublattice A (Figure 3.1), which is centered at 
coordinate RA,

	 〈 〉 = −r R r R| ( )A Aφ . 	 (3.1)

ϕ(r − RA) is an atomic wave function associated with this 
atom. It is assumed that this state interacts with an atomic 
wave function on a sublattice B (Figure 3.1), which is centered 
at site RB,

	 〈 〉 = −r R r R| ( ).B Bφ 	 (3.2)

These two orbitals dominantly attribute to π and π* 
bands near the Fermi level. As long as we consider about the 

electronic structures near the Fermi level, we can form elec-
tronic states that can be used as the basis functions for the 
crystal wave functions assuming that there are no other orbit-
als, for example, s, px, and py orbitals can mix into the states 
near the Fermi level since the bands that correspond to the 
dispersion of bonding and antibonding molecular orbital are 
π and π* bands. Given that there are two atoms in the unit cell 
at sublattices A and B, we can construct two Bloch states as

	

| | ,k R Rk R

R

i
i

i
N

e〉 = + 〉⋅∑1

	
(3.3)

where i = A, B, with the summation running over all the N unit 
cells in the crystal (the vectors R). It can be verified that these 
states obey Bloch’s theorem. Let R′ be another lattice vector,
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′
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e
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(3.4)

Then, this state at position r + R is given by
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where R′ − R is another lattice vector. This leads to

	 〈 + 〉 = 〈 〉⋅r R k r kk R| |i
i

ie 	 (3.6)

that satisfies Bloch’s theorem. The crystal eigenstates can be 
expanded in these two basis functions, |kA〉 and |kB〉. We can 
construct the approximate crystal eigenstates as

	

| | | | ,k k k k〉 = 〉 = 〉 + 〉∑ c c ci i

i

A A B B

	

(3.7)

where the expansion coefficients cA and cB are to be deter-
mined. The eigenstates |k〉 are normalized by |cA|2 + |cB|2 = 1. 
We want to find the eigenvalues ε(k) that is exactly the number 
of bands that we can expect at each k-point of a Hamiltonian 

operator Ĥ such that

	
ˆ ( ) .H | 〉 = | 〉k k kε 	 (3.8)

Inserting the unit operator Î j j j A A= ∑ | 〉〈 |=| 〉〈 | +k k k k  
| 〉〈 |k kB B  in front of |k〉 on both sides of the equation and 

Q3
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FIGURE 3.1  Crystal structure of honeycomb lattice showing the 
two sublattices, A and B, in the unit cell and the basis vector c. The 
primitive unit cell is defined by the primitive lattice vectors a1 and a2.
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the first nearest-neighbor interactions. The values of the parameters 
used in tight-binding calculations are shown. The horizontal line at 
0 eV is considered as the Fermi level.
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TABLE 3.1
Example of Tight-Binding Method Used to Study Electronic Structures of Graphene and Its Derivatives

System Main Result Journal Author

Artificial graphene Experimental investigation 
comparison with 
tight-binding method

Phys. Rev. B 88, 115437 (2013) M. Bellec, U. Kuhl, G. Montambaux, and F. Mortessagne 
(Bellec et al. 2013a,b)

Bent graphene Modeling graphene 
bending

Phys. Rev. B 89, 155437 (2014) I. Nikiforov, E. Dontsova, R. D. James, and T. Dumitrică 
(Nikiforov et al. 2014)

Biased bilayer Graphene Gap tunable by electric 
Field

Phys. Rev. Lett. 99, 216802 
(2007)

Eduardo V. Castro, K. S. Novoselov, S. V. Morozov, N. M. 
R. Peres, J. M. B. Lopes dos Santos, Johan Nilsson, F. 
Guinea, A. K. Geim, and A. H. Castro Neto (Castro et al. 
2007)

Bilayer graphene Electronic transmission 
and conductance

Phys. Rev. B 79, 155402 (2009) Michaël Barbier, P. Vasilopoulos, F. M. Peeters, and J. 
Milton Pereira, Jr. (Barbier et al. 2009)

Bilayer graphene Optical properties Phys. Rev. B 89, 045419 (2014) Faris Kadi and Ermin Malic (Kadi and Malic 2014)

Bilayer graphene Potential difference 
between the layers and 
band gap

Phys. Rev. B 74, 161403(R) 
(2006)

Edward McCann (McCann 2006)

Bilayer graphene Spin–orbit coupling Phys. Rev. B 85, 115423 (2012) S. Konschuh, M. Gmitra, D. Kochan, and J. Fabian 
(Konschuh et al. 2012)

Bilayer graphene Theoretical model Phys. Rev. B 89, 035405 (2014) Jeil Jung and Allan H. MacDonald (Jung and MacDonald 
2014)

Boron-doped graphene 
field-effect transistors

Transistor characteristics ACS Nano 6, 7942 (2012) P. Marconcini, A. Cresti, F. Triozon, G. Fiori, B. Biel, 
Y. M. Niquet, M. Macucci, and S. Roche (Marconcini et al. 
2012)

Bottom-gated bilayer 
graphene

Tight-binding parameters 
and gate-voltage-
dependent bandgap

Phys. Rev. B 80, 165406 (2009) A. B. Kuzmenko, I. Crassee, D. van der Marel, P. Blake, 
and K. S. Novoselov (Kuzmenko et al. 2009)

Deformed GNRs Electronic structure J. Chem. Phys. 129, 074704 
(2008)

L. Sun, Q. Li, H. Ren, H. Su, Q. W. Shi, and J. Yang 
(Sun et al. 2008)

Disordered graphene Experimental investigation 
comparison with 
tight-binding method

Phys. Rev. B 87, 035101 (2013) S. Barkhofen, M. Bellec, U. Kuhl, and F. Mortessagne 
(Barkhofen et al. 2013)

Few-layer graphene Quasiparticle dispersion Phys. Rev. B 78, 205425 (2008) A. Grüneis, C. Attaccalite, L. Wirtz, H. Shiozawa, R. Saito, 
T. Pichler, and A. Rubio (Grüneis et al. 2008)

Graphene Band structure and density 
of states

Phys. Rev. B 83, 115404 (2011) C. Bena and L. Simon (Bena and Simon 2011)

Graphene Intrinsic and Rashba 
spin-orbit interaction

Phys. Rev. B 74, 165310 (2006) Hongki Min, J. E. Hill, N. A. Sinitsyn, B. R. Sahu, Leonard 
Kleinman, and A. H. MacDonald (Min et al. 2006)

Graphene Phonon-limited electron 
mobility

J. Appl. Phys. 112, 053702 
(2012)

N. Sule and I. Knezevic (Sule and Knezevic 2012)

Graphene Review article Rev. Mod. Phys. 81, 109 (2009) A. H. Castro Neto, F. Guinea, N. M. R. Peres, K. S. 
Novoselov, and A. K. Geim (Castro Neto et al. 2009)

Graphene Spin–orbit coupling Phys. Rev. B 82, 245412 (2010) S. Konschuh, M. Gmitra, and J. Fabian (Konschuh et al. 
2010)

Graphene Vacancy defects Phys. Rev. B 74, 245411 (2006) Gun-Do Lee, C. Z. Wang, Euijoon Yoon, Nong-Moon 
Hwang, and K. M. Ho (Lee et al. 2006)

Graphene Vacancy defects Phys. Rev. B 96, 036801 (2006) Vitor M. Pereira, F. Guinea, J. M. B. Lopes dos Santos, 
N. M. R. Peres, and A. H. Castro Neto (Pereira et al. 2006)

Graphene SL (antidot) Electronic states Phys. Rev. B 80, 045410 (2009) M. Vanević, V. M. Stojanović, and M. Kindermann (Vanević 
et al. 2009)

Graphene SL (line defect) Electronic transmission Phys. Rev. B 86, 045410 (2012) Lü Xiao-Ling, Liu Zhe, Yao Hai-Bo, Jiang Li-Wei, Gao 
Wen-Zhu, and Zheng Yi-Song (Xiao-Ling et al. 2012)

Graphene and carbon 
nanotubes

Analytic expression for 
the tight-binding 
dispersion

Phys. Rev. B 66, 035412 (2002) S. Reich, J. Maultzsch, C. Thomsen, and P. Ordejón 
(Reich et al. 2002)

Graphene and graphite Electronic structure Phys. Rev. 71, 622 (1947) P. R. Wallace (Wallace 1947)

(Continued )
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TABLE 3.1 (Continued )
Example of Tight-Binding Method Used to Study Electronic Structures of Graphene and Its Derivatives

System Main Result Journal Author

Graphene multilayers Electronic structure Phys. Rev. B 75, 193402 (2007) B. Partoens and F. M. Peeters (Partoens and Peeters 2007)

GNRs Electronic states Phys. Rev. B 73, 235411 (2006) L. Brey and H. A. Fertig (Brey and Fertig 2006)

GNRs Quantum thermal 
transport properties

Phys. Rev. B 79, 115401 (2009) J. Lan, J.-S. Wang, C. K. Gan, and S. K. Chin (Lan et al. 
2009)

GNRs Scaling rules for band gap Phys. Rev. B 97, 216803 (2006) Y.-W. Son, M. L. Cohen, and S. G. Louie (Son et al. 2006)

GNRs Transport model Phys. Rev. B 81, 245402 (2010) Y. Hancock, A. Uppstu, K. Saloriutta, A. Harju, 
and M. J. Puska (Hancock et al. 2010)

Graphene nanorods Transport properties Nano Lett. 12, 2936 (2012) J. Jung, Z. Qiao, Q. Niu, and A. H. MacDonald (Jung et al. 
2012)

Graphene nanostrips Effective mass, electron–
phonon coupling 
constant

Phys. Rev. B 77, 115116 (2008) D. Gunlycke and C. T. White (Gunlycke and White 2008)

Graphene over pillars Electronic structure Phys. Rev. B 86, 041405(R) 
(2012)

M. Neek-Amal, L. Covaci, and F. M. Peeters (Neek-Amal 
et al. 2012)

Graphene quantum rings Electronic states Phys. Rev. B 89, 075418 (2014) D. R. da Costa, Andrey Chaves, M. Zarenia, J. M. Pereira, 
Jr., G. A. Farias, and F. M. Peeters (da Costa et al. 2014)

Graphene ribbons Localized edge state Phys. Rev. B 54, 17954 (1996) K. Nakada, M. Fujita, G. Dresselhaus, and M. S. 
Dresselhaus (Nakada et al. 1996)

Graphene/BN 
superlattices

Electronic structure Phys. Rev. B 84, 235424 (2011) S. Jungthawan, S. Limpijumnong, and J.-L. Kuo 
(Jungthawan et al. 2011)

Graphene-like lattice Localized edge state Phys. Rev. Lett. 110, 033902 
(2013)

M. Bellec, U. Kuhl, G. Montambaux, and F. Mortessagne 
(Bellec et al. 2013a, b)

Graphite Electronic structure 
evolution

Phys. Rev. B 74, 075404 (2006) B. Partoens and F. M. Peeters (Partoens and Peeters 2006)

Graphite ribbons Electronic states of 
armchair and zigzag 
ribbons

J. Phys. Soc. Jpn. 65, 1920 
(1996)

M. Fujita, K. Wakabayashi, K. Nakada, and K. Kusakabe 
(Fujita et al. 1996)
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multiplying by 〈ki|, where i = A, B, we can write this equation 
in the form

	

〈 | | 〉〈 |
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Ĥ ( ) ,ε

〈〈 | | 〉〈 | 〉( ) = 〈 | 〉〈 | 〉( )

〈 | | 〉 −

∑ ∑k k k k k k k k k

k k k

i j j

j

i j j

j

i j

H

H

ˆ ( ) ,

ˆ (

ε

ε )) ,

( ) .

〈 | 〉 〈 | 〉 =
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k k k k
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jH c
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0ε

�

(3.9)

In order to solve this system of linear equations, we need 
to evaluate 〈ki|kj〉

	

〈 〉 = 〈 + ′ + ′′〉⋅ ′′− ′

′ ′′
∑k k R R R Rk R R

R R

i j
i

i j
N
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,

1

	
(3.10)

It is obvious that R″ − R′ is another lattice vector. We can 
define R″ − R′ = R given that

	

〈 〉 = 〈 + ′ + + ′〉⋅

′
∑k k R R R R Rk R

R R

i j
i

i j
N

e| | .
,

1

	
(3.11)

The integral 〈Ri + R′|Rj + R + R′〉 = 〈Ri|Rj + R〉 is inde-
pendent to the lattice vectors R′ because the relative position 
between Ri and Rj + R is unchanged under the same trans-
lation vector R′. The summation over the lattice vectors R′ 
will cancel with the factor 1/N because there is no explicit 
dependence on R′ so that

	

〈 〉 = 〈 + 〉
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(3.12)

In the framework of the tight-binding approximation, the 
overlap integral 〈Ri|Rj + R〉 is nonzero only for the same 
orbital on the same atom, that is, only for i = j and R = 0, 
therefore,

	
〈 〉 = 〈 〉 =k k R Ri j i j ij| | .δ

	 (3.13)

The two basis functions, |kA〉 and |kB〉, are orthogonal. With 
this approximation, Equation 3.9 can be written as

	

[ ( ) ]H cij ij

j

j− =∑ ε δk 0

	
(3.14)

with

	
H Hij i j= 〈 | | 〉k kˆ .

	
(3.15)

This system of equations can have nonzero solutions only 
if its determinant vanishes,

	
det[ ( ) ] .Hij ij− =ε δk 0

	 (3.16)

This is known as the secular or characteristic equation. 

The Hamiltonian matrix H Hij i j= 〈 | | 〉k kˆ  is N × N matrix, 
where N is the number of basis functions used for expand-
ing the crystal eigenstates. Alternatively, the eigenvalues can 
be obtained by directly diagonalizing the Hamiltonian matrix 
with all the known values of elements Hij. The eigenvalues of 
a symmetric matrix are real. The solutions of this equation 
yield N eigenvalues ε1(k), ε2(k), …, εN(k), which are exactly 
the number of bands that we can expect for each value of k.

The Hamiltonian matrix elements Hij between atomic 
states can be obtained by
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⋅
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e
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∑ ˆ

,

	

〈 | | 〉 = 〈 | | + 〉⋅∑k k R R Rk R

R

i j
i

i jH e Hˆ ˆ .

	

(3.17)

At this point, an important approximation in the frame-
work of the tight-binding method is introduced by taking the 
Hamiltonian matrix elements to be nonzero only if: (i) the 
orbital is on the same atom, that is, for i = j and R = 0,

	
〈 | | 〉 = 〈 | | 〉 =k k R Ri j i j i ijH Hˆ ˆ ,ε δ

	
(3.18)

where the diagonal elements εi are referred to as the onsite 
energies or the energy offset for an atom at site i, or (ii) the 
orbital is on atoms at nearest-neighbor sites located at cNN,

	

〈 | | 〉 = 〈 | | + 〉

= 〈 | + + 〉

⋅

⋅

∑

∑

k k R R R

R R R c

k R
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k R

R

i j
i

i j

i
ij i j NN

H e H

e t

ˆ ˆ

,

	

(3.19)

that is, Ri = Rj + R + cNN. The summation running over all R 
will be nonzero when the nearest neighbors are in the same 
unit cell (R = 0) or when they are across unit cells (R is a 
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combination of the primitive lattice vectors). The tij is referred 
to as the hopping integral between atoms at sites i and j. 
A range of nearest-neighbor sites can be included into hopping 
elements (Equation 3.19) for better description of Hamiltonian 
matrix but more hopping integrals tij have to be included to 
evaluate the matrix elements. In practice, we can consider εi 
and tij as parameters or we can even consider all the matrix 
elements as parameters as well. In both cases, these parame-
ters are fitted to reproduce certain properties from experimen-
tal data or first-principles calculations. Then these parameters 
can be used to calculate other properties. Alternatively, these 
parameters can be used as variables to investigate a change 
to the characteristic of electronic structure under influence of 
that parameter, that is, εi, tij.

The Hamiltonian matrix elements Hij in Equation 3.15 can 
be obtained by another form of Hamiltonian that is defined as

	

ˆ ( . .),† †

,

H a a t a ai i i

i

ij i j

i j

= − +∑ ∑ε h c

	

(3.20)

where εi is the site energy for an atom at site i, tij is the hopping 
integral between atoms at sites i and j, and ai

† and ai are the 
creation and annihilation operators, respectively, of π-electron 
at site i. By this definition, ai

†  is equivalent to an atomic state 
|Ri〉, and ai is equivalent to an atomic state 〈Ri|. j represents 
the index of summation that is taken over only the nearest 
neighbors of interest, typically first neighbors, with truncation 
of farther neighbors. The interactions with farther neighbors, 
higher-order correction, are ignored for simplicity in most 
qualitative interpretations. The abbreviation “h.c.” stands for 
Hermitian conjugate of the term a ai j

† . Tight-binding method 
provides an insightful of how the interactions between the 
constituents influence on the electronic structures.

3.2 � ELECTRONIC STRUCTURES OF PRISTINE 
GRAPHENE AND HONEYCOMB LATTICE

The lattice structure of graphene contains two sublattices per 
primitive unit cell as shown in Figure 3.1. The primitive unit 
cell is defined by the primitive lattice vectors,

	
a a1 2

1
2

3
2

1
2

3
2

= + = −ax ay ax ayˆ ˆ ˆ ˆ,and
	

(3.21)

where a is a lattice constant of graphene. With this choice 
of lattice vectors, the reciprocal primitive lattice vectors are 
given by

	
b b1 2

2 1

3

2 1

3
= +





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= −




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π π
a

x y
a

x yˆ ˆ ˆ ˆ .and
	

(3.22)

The lattice vectors R are formed by all possible combina-
tions of lattice vectors

	 R a a= +n n1 1 2 2, 	 (3.23)

where n1 and n2 are integers. The lattice vectors connect all 
equivalent points in space. The two sublattices are usually 
referred to as sublattice “A” and “B” which are indicated by 
different colors in Figure 3.1. Given that there are two atoms 
that are located at the two sublattices in the primitive unit 
cell. Suppose that we choose the position of sublattice A to 
be at lattice point RA, then sublattice B will be located at 
RB = RA + c with the basis vector

	
c a a= +2

3
1
3

1 2 .
	

(3.24)

The electronic structures of pristine graphene can be quali-
tatively described by tight-binding model. The Hamiltonian 
is defined as

	

ˆ ( . .).† †

,

H a a t a ai i i

i

ij i j

i j

= − +∑ ∑ε h c

	

(3.25)

For simplicity, let us start by considering only the hop-
ping integral or the interactions from first nearest neighbors. 
The summation is taken over only the first nearest neighbors. 
The  interactions with farther neighbors are ignored for a 
moment. In the unit cell as shown in Figure 3.1, sublattice 
A is surrounded by three neighbors which are located at 
RB ≡ RA + c, RB − a1, and RB − a1 − a2. Likewise, sublat-
tice B is surrounded by three neighbors, which are located at 
RA, RA + a1, and RA + a1 + a2. Therefore, the Hamiltonian in 
Equation 3.25 can be explicitly written as
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� (3.26)

where |RA〉 and |RB〉 are the π atomic states associated with 
the atoms at sublattices A and B, respectively. εA and εB are 
the site energies for an atom at sites A and B, respectively. 
tAB is the hopping integral between atoms at sites A and B. To 
evaluate the Hamiltonian matrix elements in Equation 3.15, 
we need to use two bases for expansion of the crystal wave 
functions which obey Bloch’s theorem. These bases are given 
by Equation 3.3,

	

| | |

| ,
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e
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e
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(3.27)
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with the summation running over all the N unit cells in 
the crystal (the vectors R), since the Hamiltonian matrix as a 
function of k is defined by

	

ˆ ( )
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| ˆ | | ˆ |
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(3.28)

or
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(3.29)

The Hamiltonian matrix elements can be evaluated by 
using,
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The first diagonal matrix element H HAA A A= 〈 | | 〉k kˆ  is 
given by
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(3.31)

The overlap integral 〈Ri|Rj〉 = δij is nonzero only for the 
same orbital on the same atom, that is, only for i = j; hence
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(3.32)

The element H HAA A A= 〈 | | 〉k kˆ  is
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(3.33)

By using Equations 3.30 and 3.32, the off-diagonal element 

H HBA B A= 〈 | | 〉k kˆ  is given by
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Similarly, the second diagonal matrix element 

H HBB B B= 〈 | | 〉k kˆ  can be evaluated, by first considering
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The element H HBB B B= 〈 | | 〉k kˆ  is
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By using Equations 3.30 and 3.35, the off-diagonal element 
H HAB A B= 〈 | | 〉k kˆ  is given by
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(3.37)

Therefore, the Hamiltonian matrix is
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In this matrix, one can readily understand that the diag-
onal elements HAA and HBB are the energies at the atomic 
site called “onsite energy” or the energy offset for an atom 
at sites A and B. The HAB is the interaction from atom at B 
sublattices to the atom at sublattice A, or vice versa for HBA. 
Notice that, the Hamiltonian matrix is a Hermitian matrix 
that has two real eigenvalues for each value of k. The solu-
tions to this Hamiltonian can be obtained by diagonalizing 
the Hamiltonian or from the secular equation
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which is
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	 (3.40)

having solutions
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where the multiplication
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With k = +k x k yx yˆ ˆ and the lattice vectors defined by Equation 
3.21, we can evaluate product of
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(3.44)

For simplicity, we can define

	 f ( ) cos( ) cos( ) cos ( ).k k a k a k a a= ⋅ + ⋅ + ⋅ +2 2 21 2 1 2 	 (3.45)

For a simple nearest-neighbor tight-binding model, one 
obtains the dispersion relation (Reich et  al. 2002; Wallace 
1947)

	
ε ε ε ε ε( ) ( ) ( ) .k k= + ± − + +[ ]





1
2

4 32 2
A B A B ABt f

	
(3.46)

If the atom at sublattice A is identical to the atom at sublat-
tice B (εA = εB ≡ ε and tAB ≡ t), then the above equation will get 
reduced to

	
ε ε( ) ( ).k k= ± +t f3

	
(3.47)

Here, the atoms at sites A and B are carbon atoms; we can 
choose the energy offset ε = 0. The value of ε and t are found 
by fitting experimental data or first-principles calculations. In 
practice, ε and t are adjusted to reproduce a good description 
of π bands at the K point. Based on the first-principles cal-
culations, a typical value of ε = 0 eV and t = 2.7 eV are used 
(Reich et al. 2002). With this choice of reciprocal lattice vec-
tors in Equation 3.22, we can plot the electronic structures of 
graphene, Equation 3.47, as illustrated in Figure 3.2 within the 
first BZ as shown in the inset. The band structure of graphene 
is plotted along Γ − K − M − Γ directions. The lines connect-
ing the high symmetry points, Γ − K − M − Γ, are defined by
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(3.48)

K20510_C003.indd   44 31-08-2015   20:13:50



45Atomic Arrangement and Its Effects on Electronic Structures of Graphene from Tight-Binding Description

where 0 ≤ k ≤ 1 and the unit along these paths is in the unit 
of 2π/a. In the case that the atom at sublattice A is equivalent 
to the atom at sublattice B, there will be doubly degenerate 
energy levels at the K point or at the six corners of the hex-
agonal BZ, so-called Dirac point (Zhou et al. 2006). Among 
the six Dirac points, only two are independent denoted by K 
and K′ in the inset of Figure 3.2, where the others are related 
to K and K′ by a combination of the reciprocal lattice vectors 
in Equation 3.22. This characteristic is strongly related to the 
inversion symmetry of crystal structure, where the inversion 
center is located between the two sublattices, such that the 
doubly degenerate levels at the K point will always be pre-
sented in other atomic species as well, for example, silicene 
(Şahin et al. 2009). If the atom at sublattice A is different from 
the atom at sublattice B, the degeneracy is lifted as in the case 
of hexagonal form of boron nitride (h-BN) (Pease 1952). The 
band structures of h-BN can be calculated from Equation 3.46 
with the onsite energies of boron εB = 3.6 eV and nitrogen 
εN = −1.0 eV, and the hopping integral tBN = 2.5 eV, where the 
values of all parameters are found by fitting first-principles 
calculations (Jungthawan et al. 2011). The difference between 
the two sublattices creates a direct bandgap instead of doubly 
degenerate levels at K point in h-BN. The bandgap of gra-
phene can be created by several approaches (Peng and Ahuja 
2008), one of which is to break the equivalence of A and B 
sublattices. This simple model clearly shows that the equiva-
lence of A and B sublattices is crucial to electronic structures 
of honeycomb structure.

A higher-order correction can be made by including the 
interactions from second nearest neighbors. The Hamiltonian 
in Equation 3.25 can be written as the Hamiltonian with 

the interactions from first nearest neighbors Ĥ NN1 , given by 
Equation 3.26, plus the Hamiltonian with the interactions from 

second nearest neighbors Ĥ NN2 . From the unit cell in Figure 3.1, 
sublattice A is surrounded by six neighbors which are located 
at RA + a1, RA + a1 + a2, RA + a2, RA − a1, RA − a1 − a2, and 
RA − a2. Likewise, the second neighbors of sublattice B are 
located at RB + a1, RB + a1 + a2, RB + a2, RB − a1, RB − a1 − a2, 
and RB − a2. Therefore, the Hamiltonian up to the second 
neighbor interactions Ĥ NN2  can be explicitly written as
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′tA and ′tB are the hopping integrals between correspond-
ing second neighbors and atoms at sites A and B, respec-
tively. The  second neighbors Hamiltonian is corresponding 
to the interactions between the same atomic species with a 

translation with lattice vector R. This correction will affect 
only on the diagonal elements, that is, HAA and HBB. The off-
diagonal elements, that is, HAB and HBA, will be the same as 
the matrix in Equation 3.38. In this case, the first diagonal 
matrix element H HAA A A= 〈 | | 〉k kˆ  is given by
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(3.50)

Similarly, the second diagonal matrix element 
H HBB B B= 〈 | | 〉k kˆ  is given by
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(3.51)

With these forms of the diagonal elements, we can con-
struct the Hamiltonian matrix, Equation 3.29, for each value 
of k,
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� (3.52)

and obtain the solutions by Equation 3.41. If the atom at sub-
lattice A is identical to the atom at sublattice B ( ′ = ′ ≡ ′t t tA B ), 
then the solution is

	
ε ε( ) ( ) cos( ) cos( ) cos ( )k k k a k a k a a= − ′ ⋅ + ⋅ + ⋅ +[ ]1 1 2 1 22NN t

� (3.53)
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or

	
ε ε( ) ( ) ( ),k k k= ± + − ′t f t f3

	
(3.54)

where ε1NN(k) is the dispersion relation from first neighbors 
interactions in Equation 3.47. f(k) is a function of k defined by 
Equation 3.45. According to Reich et al. (2002), the value of 
t′ for graphene is in the range of −0.2t ≤ t′ ≤ −0.02t depend-
ing on the parameterization of ε and t. This second neighbor 
interaction t′ ≠ 0 is responsible for asymmetric feature of the 
π and π* bands as shown in Figure 3.3.

The Hamiltonian with third nearest-neighbor interactions 

Ĥ NN3  can be made by considering the unit cell in Figure 3.1. 
Sublattice A is surrounded by three neighbors which are 
located at RB − a2, RB + a2, and RB − 2a1 − a2. Likewise, the 
third neighbors of sublattice B are located at RA − a2, RA + a2, 
and RA + 2a1 + a2. Therefore, the Hamiltonian up to the third 

neighbors Ĥ NN3  is given by
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′′tA and ′′tB  are the hopping integrals between correspond-
ing third neighbors and atoms at sites A and B, respectively. 
The third neighbors Hamiltonian is corresponding to the 
interactions between different atomic species. This correction 
will affect the off-diagonal elements, that is, HAB and HBA, in 

Equation 3.52. The correction to the third nearest-neighbor 

interactions is given by the product of 〈 | | 〉k kA NN BĤ3  and 

〈 | | 〉k kB NN AĤ3 , which are
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and
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(3.57)

With these corrections to the Hamiltonian matrix ele-
ments in Equation 3.52, all the elements in Equation 3.29 are 
given by
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If the atom at sublattice A is identical to the atom at sublat-
tice B, we can let ′′ = ′′ ≡ ′′t t tA B . The eigenvalues of this matrix 
can be obtained by Equation 3.41 for each value of k. Usually, 
the second and third neighbor interactions are not significant 
and generally ignored. However, the change in these interac-
tions can substantially affect the band structure. The value of 
t′ and t″ can change the number of Dirac points, their posi-
tion, and their properties in graphene and graphene-related 
materials (Bena and Simon 2011). It is interesting to note that 
the simple first nearest-neighbors tight-binding results give a 
reasonable feature at the band edge near K point. Hence, for 
the larger system, first nearest-neighbor interactions will be 
our main focus.

3.3 � ELECTRONIC STRUCTURES OF 
GRAPHENE VIA BRICK-TYPE LATTICE

The honeycomb lattice structure can be simplified by per-
forming a lattice transformation to the brick-type lattice 
structure (Wakabayashi et al. 1999) as shown in Figure 3.4. 
In this model, the direction of each bond is aligned into two 
perpendicular axes. This transformation can be considered as 
a distorted honeycomb lattice under the influence of compres-
sion in ŷ direction together with extension in x̂ direction. The 
topology of brick-type lattice is still similar to honeycomb 
lattice but with different lattice vectors. This transformation 
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reduces complexity in the investigation of electronic states 
near the Fermi energy when considering the overlap between 
each orbital, that is, s, px, py, and pz. The unit cell of brick-
type lattice contains two sublattices per primitive unit cell as 
shown in Figure 3.4. The primitive unit cell are defined by the 
primitive lattice vector
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2

1

2
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(3.59)

where a is a lattice constant. With this choice of lattice vectors, 
the reciprocal primitive lattice vectors are given by
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The Hamiltonian based on the tight-binding model (with 
second nearest-neighbor interactions) is defined as
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where |RA〉 and |RB〉 are the π atomic states associated with 
the atoms at A and B sublattices, respectively. We can use 
the two bases in Equation 3.27 for expansion of the crystal 
wave functions yielding the similar result to Equation 3.54 
if the atom at sublattice A is identical to the atom at sublat-
tice B ( ′ = ′t tA B). With the reciprocal lattice vectors in Equation 
3.60, we can plot the band structures of this system along 
high symmetry lines connecting the Γ − M − X − Γ points as 
shown in Figure 3.5 within the first BZ as illustrated in the 
inset of Figure 3.5. These paths are defined by
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(3.62)

with the unit of 2π/a and 0 ≤ k ≤ 1. The same set of param-
eters used in Figure 3.3 is applied to calculate the disper-
sion relation ε(k) obtained from Equation 3.54 giving the 
band structures of graphene in brick-type lattice as shown in 
Figure 3.5. The first BZ of the reciprocal lattices in Equation 
3.60 is a square shape as shown in the inset of Figure 3.5. 
This square BZ transforms the dispersion relation ε(k) of hex-
agonal BZ to a distorted hexagonal BZ (inset of Figure 3.5). 
The original K point of hexagonal BZ is located at ( , )2 3 0/  
on the Σ path. The idea of brick-type lattice transformation 
can be used to study a distorted honeycomb structure under 
the influence of external loading that lifts threefold symmetry 
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FIGURE 3.4  Crystal structure of brick-type lattice that is a trans-
formation from honeycomb lattice showing sublattices A and B in 
the unit cell and the basis vector c. The primitive unit cell is defined 
by the primitive lattice vectors a1 and a2.
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of the bonding between the atoms at sublattices A and B. In 
Figure 3.4, the bonding along ŷ  axis is the difference from 
the other two which can be formulated by introducing another 
hopping integral for this bond. We can define different hop-
ping integral ty for the bonding along ŷ axis and obtain the 
Hamiltonian as
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The Hamiltonian matrix elements for each value of k are 
given by
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The dispersion relation is given by
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With additional parameter ty, the band structure of dis-
torted honeycomb structure can be investigated. The differ-
ence between ty and tAB depends on the amount of distortion. 

For distorted graphene, the atoms at sites A and B are carbon 
atoms (εA = εB ≡ ε and tAB ≡ t). For qualitative analysis, the 
value of ε and t can be taken from the case of pristine graphene. 
ty can be varied to see how this parameter affects a particular 
region or electronic level in the band structures. Alternatively, 
these parameters can be parameterized by fitting to empirical 
or first-principles data according to interaction type and dis-
tance for quantitative analysis. The brick-type lattice is also 
useful for evaluating the bandgap of graphene nanostructures 
such as nanoribbons or superlattices.

3.4 � ELECTRONIC STRUCTURES OF 
GRAPHENE NANORIBBONS

To utilize graphene as a semiconductor, several approaches 
to lift the degeneracy and open up the bandgap have been 
introduced. One approach is to confine or reduce the dimen-
sion of graphene. Graphene can be cut to graphene nanorib-
bons (GNRs). The hexagonal lattice structure can be cut with 
three different kinds of shape edges, that is, armchair, zigzag, 
and chiral shape edges. Previous studies show that GNRs 
can exhibit both metallic and semiconducting properties 
depending on the geometric and the width of GNRs (Fujita 
et al. 1996; Nakada et al. 1996; Son et al. 2006; Wakabayashi 
et al. 1999). Here, we consider two types of GNRs with arm-
chair and zigzag edges, as shown in Figure 3.6, which are the 
two most relevant ribbon orientations with different ribbon 
widths. The width of ribbon N is defined by the number of 
dimer lines for armchair graphene nanoribbons (AGNR) and 
by the number of zigzag molecular chains for zigzag gra-
phene nanoribbons (ZGNR). The smallest width of AGNR 
and ZGNR is N = 3 containing 6 atoms per unit cell and 
N = 2 containing 4 atoms per unit cell, respectively. AGNR 
and ZGNR give different ribbon width with the same num-
ber of N. The lattice structure of each ribbon can be defined 
by rectangle with the relevant lattice vector, as shown in 
Figure 3.6,

	 a a1 2 3= =ax a yˆ ˆand 	 (3.68)

for ZGNR and AGNR, respectively, where a is a lattice 
constant. With this choice of lattice vector, the reciprocal 
primitive lattice vector for ZGNR and AGNR is given, respec-
tively, by

	
b b1 2

2 2

3
= =π π

a
x

a
yˆ ˆ.and

	
(3.69)

The electronic structures of GNRs can be calculated from 
the Hamiltonian matrix which can be obtained in the same 
manner as the previous section. The number of bands is corre-
sponding to the number of states included in the model. If we 
consider only π orbital from each atom, the number of bands 
is equal to the number of atom n which is the dimension of the 
Hamiltonian matrix,
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The matrix elements Hij of Hamiltonian matrix are basi-
cally derived by investigating the interactions on each atom 
in the unit cell to its neighbors which are located in the same 
unit cell as well as the neighbor cells. Suppose that the inter-
action between atoms at sites i and j is tij. If atom at site i inter-
acts with interacting atom at site j that is within the same unit 
cell, the product 〈 | | 〉k ki jĤ  or matrix element Hij is equal to 
tij where ki and kj are bases for expansion of the crystal wave 
functions given by Equation 3.3 which obey Bloch’s theorem 
and have orthogonality given by Equation 3.13. If atom at site 
i interacts with interacting atom at site j that is within the dif-
ferent unit cell, the matrix element Hij is equal to tij multiplied 
by the factor exp(−ik·R) where the exponent R is the lattice 
vector that translates the position of interacting atom at site 
j to the corresponding site within the same unit cell of atom 
at site i. For instance, the Hamiltonian matrix of AGNR with 
N = 3 is given by
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The Hamiltonian matrix of ZGNR with N = 2 is given by
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Here we apply typical value of tight-binding parameters 
(ε = 0 eV and t = −2.7 eV) of pristine graphene to GNR sys-
tem. Nevertheless, the form of analytical solutions to the 
Hamiltonian matrix is quite complicate. An appropriate 
approach is to use the numerical method to solve for the eigen-
values corresponding with the Hamiltonian matrix for each 
value of k. The plots of electronic structures of AGNR with 
the number of dimer lines N = 3, 4, 5 along relevant direc-
tion (k = kŷ where − < <π π/ /a k a) in the reciprocal space are 
shown in Figure 3.7. Figure 3.8 shows the electronic structures 
of ZGNR with the number of zigzag molecular chains N = 2, 
3, 4 along k = kx̂  where − < <π π/ /a k a.

With these simple models, AGNRs are either metallic or 
semiconducting depending on their widths, and ZGNRs are 
always metallic regardless of the width (Nakada et al. 1996). 
The bandgap of semiconducting AGNRs decrease as a func-
tion of increasing widths as shown in Figure 3.9. The plot of 
calculated bandgap of AGNRs versus N exhibits three distinct 
family behaviors that can be separated into three different 
categories as N = 3p, 3p + 1, and 3p + 2 (where p is posi-
tive integer). AGNR could be metallic if N = 3p + 2 and be 
semiconducting for N = 3p or N = 3p + 1. From these simple 
models, the bandgap of ZGNR and AGNR with N = 3p + 2 
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FIGURE 3.6  Structure of GNRs with armchair and zigzag shape edges. The ribbon width is defined by the number of atoms in the unit 
cell. The number in figure denotes the site of the atom in the unit cell for forming the Hamiltonian matrix. Sublattices A and B are drawn by 
different colors. a1 and a2 are the lattice vectors corresponding to zigzag and armchair nanoribbons, respectively.
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are always zero. The bandgap of AGNR with N = 3p and 
N = 3p + 1 is comparable for the same p. However, the results 
from these simple tight-binding models are different from 
the first-principles calculations or higher-level calculation 
method and there are no metallic GNRs. The discrepancies 
are due mainly to the different behaviors of chemical bond-
ing at the edges of ribbons which cannot be described by a 
single hopping integral t. To be more realistic, the edge atoms 
of GNRs are passivated by some atoms or molecules so that 
the hopping integrals and the onsite energies of atoms at the 
edges would be different from the atoms in the middle of 
the GNRs. Such effects would reduce the bonding distances 
between atoms at the edges and induce approximately 12% 
increase in the hopping integral between π-orbitals (Son 
et al. 2006). The correction to tight-binding models could be 
done by replacing the hopping integral of atoms at the edges 
with (1 + δ)t where δ ≈ 0.12. The onsite energy of atoms at 
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N
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)

FIGURE 3.9  Bandgap of armchair GNRs as a function of width 
calculated from simple tight-binding models with the hopping inte-
gral t = −2.7 eV (square symbol) and with the correction δ = 0.12 to 
the hopping parameter t (circle symbol).
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calculations. The horizontal line at 0 eV could be considered as the Fermi level.
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the edges could be defined by an additional parameter εδ. 
However, from previous study, there is no contribution from 
the variation in the onsite energies (εδ) at the edges to the first 
order (Son et al. 2006), so we can use εδ = ε= 0. With these 
corrections, the Hamiltonian matrix of AGNR with N = 3 is 
given by
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Similarly, the Hamiltonian matrix of AGNR for larger 
N (N = 4 and so on) could be obtained in the same manner. 
For example, the Hamiltonian matrix of AGNR with N = 4 
is given by
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The band structures of AGNR with N = 3, 4, 5 are shown 
in Figure 3.7. It clearly shows how the electronic structures 
change with an additional parameter δ. The correction to 
hopping integral of atoms at the edges is strongly correlated 
to the lift of the doubly degenerate states at the zone edge 
(−π/a or π/a) for N = 3, 5 and at the crossing bands for N = 4, 
5. This correction creates bandgap for AGNR with N = 5 or 
group of AGNRs with N = 3p + 2. The variation of bandgaps 
of AGNRs with correction to the hopping integral of atoms at 
the edges is shown in Figure 3.9. All AGNRs are now semi-
conductors with bandgaps that decrease as a function of rib-
bon width.

With the correction to atoms at the edges, the Hamiltonian 
matrix of ZGNR with N = 2 is given by
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Since the atoms on opposite edge of ZGNRs belong to 
different sublattices, the onsite energy of atoms at the edges 
could be defined separately as εα and εβ for sublattices A and 
B, respectively. Similarly, the Hamiltonian matrix of ZGNR 
for larger N (N = 3 and so on) could be obtained in the same 
manner. For example, the Hamiltonian matrix of ZGNR with 
N = 3 is given by
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If the εα = εβ = ε, ZGNRs are always metallic as shown in 
Figure 3.8. The first-order correction can be made by using 
different values for εα and εβ. From first-principles calcula-
tions based on density functional theory (DFT) (Fujita et al. 
1996), it has been shown that ZGNRs are semiconductors, 
and they present spin-polarized edges. This opens up band-
gap of ZGNR, which can be investigated by setting value of 
εα and εβ. This correction lifts the doubly degenerate states at 
the zone edge (−π/a or π/a) resulting in band gaps for ZGNRs. 
We can clearly see that the electronic structures around the 
Fermi level and the zone edges are sensitive to the modifica-
tion of the edges of GNRs. Especially, for ZGNRs, the onsite 
energies of atoms at the edges affect specific states around 
the Fermi level as clearly shown in Figure 3.8. These states 
mainly belong to the orbitals of atoms at the edges, so-called 
edge states. The edge states around the Fermi level form flat 
bands that attribute to a very large density of states at the 
Fermi level and play a crucial role in the magnetic properties 
of GNRs (Fujita et al. 1996).

It is interesting to see what would happen if an atom at sub-
lattice A is different from an atom at sublattice B, which lifts 
the inversion symmetry of nanoribbons. Suppose that boron 
and nitrogen atoms are at sublattices A and B, respectively. 
The tight-binding parameters taken from h-BN (Jungthawan 
et al. 2011), that is, the onsite energy of boron εB = εA = 3.6 eV, 
the onsite energy of nitrogen εN = εB = −1 eV, and the hop-
ping integral t = −2.5 eV, could be used for atoms that are not 
on the edges of ribbon. Similar to AGNRs, the correction to 
the hopping integral of atoms at the edges could be done by 
replacing t with (1 + δ)t. The onsite energies of atoms at sub-
lattices A and B at the edges could be defined by an additional 
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parameter εα and εβ, respectively. For armchair boron nitride 
nanoribbon (ABNR) with N = 3, the Hamiltonian matrix is 
given by
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Similarly, the Hamiltonian matrix of ABNR for larger 
N (N = 4 and so on) could be obtained in the same manner. 
For example, the Hamiltonian matrix of ABNR with N = 4 
is given by

 

ˆ ( )

( )
( )

H

t t
t t

t te

t te
t

t

A
i

i
Bk

k a

k a
=

+
+

− ⋅

⋅

ε δ
δ ε

ε
ε

α

β

1 0
1 0

0
0

0 0 0
0 0 0
0

2

2

00 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0

0 0 0
0

0
0 1















+ −

t
t

t t
t t

t te

A

B
i

ε
ε

ε δα ( ) kk a

k a

⋅

⋅+















2

20 1t tei( )

.

δ εβ 	 (3.78)

The band structures of ABNR with N = 3, 4, 5 are shown 
in Figure 3.10. The splitting of doubly degenerate states and 
crossing bands caused by parameter δ is similar to the case of 
AGNRs. For zigzag boron nitride nanoribbons (ZBNR), the 
Hamiltonian matrix for ZBNR with N = 2 is given by
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Similarly, the Hamiltonian matrix of ZBNR for larger 
N (N = 3 and so on) could be obtained in the same manner. 
For example, the Hamiltonian matrix of ZBNR with N = 3 is 
given by
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The band structures of ZBNR with N = 2, 3, 4 are shown 
in Figure 3.11. This type of nanoribbons shows interesting 
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FIGURE 3.10  Band structures of armchair boron nitride nanoribbons (in the range of − < <π π/ /a k a) for the number of dimer lines N = 3, 
4, 5 without the correction δ = 0 and with the correction δ = 0.2 to the hopping parameter t are indicated by black and colored solid curves, 
respectively. Suppose that boron and nitrogen atoms are at sublattices A and B, respectively. The onsite energies εA = 3.6 eV, εB = −1 eV and 
the hopping integral t = −2.5 eV are used in tight-binding calculations. The horizontal line at 0 eV could be considered as the Fermi level.
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features of the electronic structures that depend on onsite 
energies at the edges (εα or εβ). If the onsite energy is stron-
ger (more positive or more negative) than the onsite energy of 
middle atom, the extrema of valence band or conduction band 
(depending on the sign of onsite energy) are slightly shifted 
away from the zone edge (−π/a or π/a). For example, if the 
onsite energies of atoms at the edges are increased by 20% 
that are εα = 1.2εA and εβ = 1.2εB, the valence band maximum 
and the conduction band minimum are shifted about π/4a 
from the zone edge as shown by black solid line in Figure 
3.11. If the onsite energies of atoms at the edges are decreased 
by 20% that are εα = 0.8εA and εβ = 0.8εB, the flat bands of the 
valence band and the conduction band near the zone edges 
are changed. The flat bands at the zone edges are signifi-
cantly changed due to edge modification which implies that 
these states would be highly localized on atoms at the edges. 
Therefore, the modification of nanoribbon edges by some 
foreign atoms or molecules could manipulate the edge states 
and the properties of nanoribbons. The boundary regions play 
an important role so the edge effects influence strongly the π 
electron states near the Fermi level.

3.5 � ATOMIC ARRANGEMENT AND ITS 
EFFECTS ON ELECTRONIC STRUCTURES 
OF GRAPHENE: A CASE OF GRAPHENE/
BORON NITRIDE SHEET SUPERLATTICES

An approach for modification of GNR edges and manipula-
tion of the properties of GNRs is forming an SL structure 
between graphene and boron nitride (BN). A SL structure 
is formed by mixing graphene and BN with different stripe 
widths (number of molecular chains). The simple models of 
the two most relevant orientations of the SLs, that is, zig-
zag (Z) or armchair (A) molecular chains, are shown in 

Figures  3.12 and 3.13, respectively. The zigzag and arm-
chair SLs with one alternating chain is referred as 1Z and 
1A, respectively. A corresponding SL structure (for 1Z or 
1A) with inversion symmetry could be modeled by dou-
bling the supercell and swap the atomic types in one of the 
stripes as illustrated in Figures 3.12 (1Zi) and 3.13 (1Ai). 
Other SL structures of graphene and BN with different num-
ber of stripe widths could be modeled in the same manner. 
Based on nearest-neighbor tight-binding model, there are 
three possible onsite energy values εC, εB, and εN. In addi-
tion, there are four hopping integrals tCC, tCB, tCN, and tBN. 
These seven parameters (three onsite energies and four 
hopping integrals) could be adjusted or fitted to reproduce 
certain properties from first-principles calculations. One of 
the advantage of tight-binding model is that the contribu-
tion from each parameter could be examined by adjusting its 
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FIGURE 3.11  Band structures of zigzag boron nitride nanoribbons (in the range of − < <π π/ /a k a) for the number of zigzag molecular 
chains N = 2, 3, 4 without the correction εα = εβ = 0 (colored solid curves), and with the correction to the onsite energies of atoms at the 
edges if the onsite energies of atoms at the edges are increased by 20% (black solid curves) or decreased by 20% (dashed curves). Suppose 
that boron and nitrogen atoms are at sublattices A and B, respectively. The onsite energies εA = 3.6 eV, εB = −1eV and the hopping integral 
t = −2.5 eV are used in tight-binding calculations. The horizontal line at 0 eV could be considered as the Fermi level.
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inversion center is marked by asterisks. Q4
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value and inspecting the change of electronic structures. The 
general form of the Hamiltonian matrix is
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The Hamiltonian matrix is Hermitian matrix, so we can 
explicitly write down only the upper triangular elements. The 
Hamiltonian matrix with nearest-neighbor interactions for 1Z 
SL is given by
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where the upper triangular elements are
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The Hamiltonian matrix for 1Zi SL is given by
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The Hamiltonian matrix for 1A SL is given by
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The Hamiltonian matrix for 1Ai SL is given by
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To start with the fitting, one would optimize all three onsite 
energies (εC, εB, and εN) and two of the hopping integrals (tCC 
and tBN) to reproduce the π band and bandgap of graphene 
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FIGURE 3.13  Armchair superlattices with one alternating molecular chain, 1A and 1Ai. The blue, red, and black spheres represent B, N, 
and C atoms, with light yellow highlighting the graphene stripe. The first BZ of 1A structure is shown together with the primitive hexagonal 
BZ. The red line shows the first BZ of 1Ai structure. The inversion center is marked by asterisks.Q8
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and BN obtained from experimental data or first-principles 
calculations. Then these five parameters would be kept fixed 
while the remaining two hopping integrals (tCB and tCN) are 
optimized, to reproduce the π band near the Fermi level, or 
adjusted, to gain qualitative interpretation, for each SL. First, 
εC is set to zero and tCC is optimized (optimized value is 
tCC = −2.7 eV) to reproduce the πCC band of graphene (Figure 
3.2). Second, εB, εN, and tBN are optimized (optimized values 
are εB = 3.6 eV, εN = −1 eV, and tBN = −2.5 eV) to reproduce 
the πBN band and bandgap of BN (Figure 3.2) (Jungthawan 
et al. 2011). In order to investigate the effects of the bonding 
at the edges, tCB and tCN are set to zero, that is, turning off the 
interactions between C–B and C–N at the edges. By diagonal-
izing the Hamiltonian matrix (Equation 3.83—to 3.86), one 
obtains the dispersion relation for the case of non-interacting 
edges as shown in Figure 3.14b and Figure 3.15b for zigzag 
and armchair SLs, respectively.

The electronic structure of 1Z and 1Zi SLs can be viewed 
as a combination of electronic structures of the correspond-
ing width ZGNR and ZBNR. In Figure 3.14b, the bands of 
graphene domain have closed bandgap and the bands of BN 
domain have wide bandgaps. Because the ZBNR has a wide 
bandgap, the electronic structure from the ZGNR plays the 
dominant roles near the band edges. To gain qualitative inter-
pretation, we can turn on and adjust the interactions between 
C–B and C–N at the edges. When the hopping integrals tCB 
and tCN are turned on, we can optimize the bands to fit the 
first-principles calculations or adjust the bands to investigate 
the effect of each interaction to the electronic structures. 
The hopping integrals tCB and tCN lift the degeneracy of the 
ZGNR edge states at X where tCB (or tCN) allows a coupling 
of energy levels between C and B (or N) at the edges. The 
coupled π-states are split into C–B (or C–N) bonding state 
(πCB or πCN) and antibonding state (πCB

∗  or πCN
∗ ), as shown in 

Figure 3.14a for 1Z SL and Figure 3.14c for 1Zi SL. The πCB 
and πCB

∗  states (coupled πCC and πBN
∗  states) are located above 

πCN and πCN
∗  (coupled πBN and πCC

∗  states), respectively. As a 
result, the πCB and πCN

∗  states become valence band maximum 
and conduction band minimum states, respectively. For 1Z 
SL, the difference between the two graphene edges breaks the 
symmetry, leading to bandgap opening. In contrast, for 1Zi 
SL, the two edges of any graphene stripe are identical because 
of the inversion symmetry. As a result, C–B and C–N edge 
states can cross, leading to a closed bandgap. Note that the 
optimized values of tCB and tCN to fit the first-principles calcu-
lations for 1Z and 1Zi are tCB = −2.1 eV and tCN = −2.3 eV, and 
tCB = −1.8 eV and tCN = −1.0 eV, respectively. The optimized 
values are quite different, indicating that they are not very 
transferable.

In the previous section, we have demonstrated that within 
nearest-neighbor tight-binding model, AGNRs are either 
metallic or semiconducting depending on their widths, which 
are defined by the number of dimer lines N. The bandgap of 
AGNRs is categorized into three distinct groups as N = 3p, 
3p + 1, and 3p + 2 (where p is integer). AGNR could be 
metallic if N = 3p + 2 and be semiconducting for N = 3p or 
N = 3p + 1. From these simple models, the bandgap of ZGNR 
and AGNR with N = 3p + 2 are always zero. The bandgap 
of AGNR with N = 3p and N = 3p + 1 is comparable for the 
same p, so that 1A and 1Ai SLs have a graphene domain width 
equal to the closed bandgap AGNRs. On the other hand, 
ABNRs always have wide bandgap. The electronic structures 
of 1A and 1Ai SLs can be considered as a combination of 
the electronic structures of the corresponding width AGNR 
and ABNR as shown in Figure 3.15b. Since the ABNR has 
a wide bandgap, the electronic structure from the graphene 
stripe plays a dominant role near the band edges. When the 
hopping integrals tCB and tCN are turned on, the interactions 
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at the ribbon edges open up the bandgap, as shown in Figure 
3.15a for 1A SL, by allowing couplings between AGNR and 
ABNR at the edges that lift the degeneracy between πCC and 
πCC

∗  state. In armchair SLs, each edge contains an equal num-
ber of C–B and C–N bonds. This leads to a mixed C–B and 
C–N character at each band edge, with energy levels compa-
rable to those of the graphene states (πCC and πCC

∗ ) causing 
the splitting of AGNR state. The bandgap opening effect is 
reduced by the inversion symmetry as can be seen in Figure 
3.15c for 1Ai SL, where the splitting of AGNR state is less 
than the reduction by the inversion symmetry. As a result, the 
crossing by the inversion symmetry is observed. Note that the 
optimized values of tCB and tCN to fit the first-principles calcu-
lations for 1A and 1Ai are tCB = −2.1 eV and tCN = −1.6 eV, and 
tCB = −3.1 eV and tCN = −1.7 eV, respectively. The orientation 
and ordering play crucial roles in the electronic structure of 
SLs. The electronic structures reveal particular states that are 
sensitive to the detailed arrangement of constituents.

3.6 � ENUMERATION METHOD TO 
GENERATE GRAPHENE–ALLOY 
CONFIGURATIONS: A CASE OF 
GRAPHENE/BORON NITRIDE ALLOYS

A systematic enumeration method to generate graphene–alloy 
configurations can be performed by the algorithm for generat-
ing superstructures based on Hart and Forcade (2008). The 
tight-binding method can be used to calculate or estimate the 
electronic structures of those configurations. Under nonequi-
librium growth condition, whereas some atomic configuration 
can be controlled, the properties of graphene can be modified 

by forming nanostructure or changing atomic arrangement. In 
order to understand the properties of graphene, the tight-bind-
ing method is a simple and an effective approach to under-
stand the underlying mechanism of the change of properties 
due to atomic arrangement. The configurations of graphene–
alloy compounds could be generated by Alloy Theoretic 
Automated Toolkit (ATAT) (van de Walle 2009; van de Walle 
et al. 2002). As a representative case, we will discuss about 
the atomic arrangement of single-sheet graphene/BN alloys 
with the BC2N stoichiometric ratio (1 − BC2N). The number 
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of configurations and cell shapes generated by ATAT for 
1 − BC2N with up to 8 atoms in a unit cell are 6 + 236 config-
urations (6 and 236 configurations for 4 and 8 atoms in a unit 
cell, respectively) and 2 + 5 cell shapes. There are a number of 
equivalent configurations (some of the configurations can be 
represented by more than one unit cell). Previous theoretical 
works showed that 1 − BC2N compounds disfavor B–B and 
N–N neighboring (Blase 2000; Blase et  al. 1999; Liu et  al. 
1989), and hence the configurations having such disfavored 
bonds can be discarded. After exclusion of the redundant 

configurations that are the configurations with disfavor bonds 
or repetitive configurations (i.e., some of configurations can 
be represented by more than one unit cell), the total number 
of unique configurations is 3 + 43 configurations from 1 + 3 
unique unit cells.

The four unique unit cells are illustrated in Figure 3.16. 
For each unit cell, the lattice vectors and bases are tabulated 
in Table 3.2. The smallest supercell containing all these 
structures is 16 atoms cell with lattice vectors of a1 2= ax̂  
and a2 2 3= aŷ in Cartesian coordinate. This supercell con-
tains roughly 316 structures including 900, 900 structures 
of 1 − BC2N. A unit cell with 8 atoms contains roughly 38 
structures (420 structures are 1 − BC2N). It is clearly shown 
that most of the structures are equivalent and only 46 repre-
sentative structures belong to the four unique unit cells. The 
direct enumeration approach to generate alloy configurations 
is vastly efficient. The method provides a practical number of 
configurations (irreducible representation), which are compu-
tationally feasible for comprehensive study by first-principles 
calculations or for qualitative study by tight-binding method. 
In Table 3.2, the atomic position of each configuration can 
be obtained by converting configuration number from base-10 
(n10) to base-3 (n3) number. The digits 0, 1, and 2 correspond 
to C, B, and N. For instance, the configuration 5710 (20103) is 

a 4-atoms configuration containing two C at ( , )1 2 3 2  and 

( , )1 1 3 , one B at ( , )1 2 5 12 , and one N at ( , )1 3 . The cal-
culation by tight-binding method can be performed similarly 
to the previous section.
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